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随 着 科学 文化 事业 的 发 展 ， 广 大 中 等 学 校 数学 教师 热切 希望 
有 一 部 以 题解 为 中 心 的 、 比 较 系统 的 .实用 的 工具 书 ， 上 鉴于 建国 
四 十 余年 来 中 学 数学 教学 已 经 积累 了 比较 丰富 的 实践 经 验 ， 各 
种 文献 资料 也 提供 了 众多 的 题材 ， 这 就 有 可 能 在 总 结 我 国教 学 
实践 经 验 的 基础 上 , 广泛 吸收 各 方面 的 精华 , 遵照 原 教育 部 < 全 
日 制 六 年 制 重点 中 学 数学 教学 大 纲 ( 草 案 )> 的 精神 ,编纂 一 部 比 
较 符 合 我 国 国情 、 门 类 比较 齐全 、 查 阅 比较 方便 的 数学 题解 辞 
典 ， 为 此 ， 我 们 邀集 上 海 市 部 分 富有 教学 经 验 的 数学 教师 编写 
了 这 部 工具 书 . 

本 辞典 分 代数 三角、 平面 几何 、 立体 几何 、 平 面 解析 几何 、 初 
等 微 积 分 六 卷 ， 主 要 供 中 等 学 校 数学 教师 教学 .进修 时 使 用 , 也 
可 供 数学 爱好 者 及 中 等 学 校 学 生 参 考 . 

编 繁 本 辞典 时 ,力求 贯彻 下 列 要 求 : 

1. 重视 提高 解 题 的 分 析 能 力 ， 释文 着 重 分 析 解 题 思路 , 揭示 
解 题 规律 , 使 读者 不 仅 得 到 简明 而 准确 的 解答 ,而且 学 会 思考 问 
题 的 方法 

2. 注重 题材 的 广泛 性 和 代表 性 ， 选 题 时 , 注意 筛选 收录 中 外 
各 类 数学 题解 辞典 和 各 种 参考 资料 中 富有 启发 性 的 题目 ， 我 国 
高 等 学 校 历届 入 学 考试 和 国内 外 各 种 数学 竞赛 中 有 代表 性 的 试 
题 , 以 及 中 学 数学 范围 内 传统 的 著名 题 ,特别 是 在 教学 实践 中 有 
助 于 固 巩 数学 概念 、 富 于 思考 性 的 自 编 题 ， 此 外 , 还 酌 收 少量 一 
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般 教材 中 常见 的 典型 题 

3. 注意 题材 归 类 , 以 典型 带 一 般 . 题目 编排 分 类 清楚 , 条 理 
分 明 , 各 类 题目 选 好 和 典型 ,加 以 分 析 说 明 , 使 读者 举一反三 , 触 类 
LEON 

由 于 我 们 水 平 有 限 ， 虽 经 努力 ， 但 上 述 编纂 要 求 未 必 都 能 达 
到 ,选材 和 释文 也 可 能 有 芷 漏 和 不 当 之 处 ,热诚 地 欢迎 读者 批评 
HE. 
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1. 4 ΡΕ. ERRER TROA, 不 定 积分 、 定 积 
分 及 其 应 用 、 级 数 、 多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 、 重 积分 、 曲 线 积分 
和 曲面 积分 、 常 微分 方程 九 章 ， 共 收录 各 类 初等 微 积 分 题目 一 
千 五 百 余 道 ,正文 后 附录 微 积分 简 史 和 汉 英 对 照 微 积分 名 词 ， 

2. 题目 按 学 科 知 识 体系 的 章节 分 类 分 组 编排 ， 正文 前 刊 有 
按 类 组 形式 编制 的 详细 目录 . 

3. 在 各 章 开头 用 双 线 相隔 的 部 分 , 是 解 题 或 证 题 所 需要 的 定 
理 、 法 则 、 公 式 等 知识 提要 , 按 序列 出 , 作为 解 题 的 依据 . 

4. 题目 解答 一 般 是 一 题 一 解 ， 部 分 题目 有 其 他 较 好 解法 的 ， 
则 一 题 多 解 , 分别 列 出 ， 本 书 中 已 收录 题目 的 结论 , 在 其 他 题目 
中 应 用 时 , 一 般 不 再 重复 ,只 注 明 “参见 第 x x ΧΜ”, 

D. X USME UEM A OUR H, 以 [分 析 ] 的 形式 提示 解 题 的 关 
键 和 思路 的 分 析 ， 另 以 [说 明 ] 的 形式 标明 有 关 解 题 规律 的 总 结 
和 题目 意义 的 推广 。 在 典型 题 后 还 配置 若干 相关 的 题目 , 以 收 
触 类 旁 通 之 效 . 

6. 本 书 插图 一 百 六 十 余 幅 , 分 别 附 于 有 关 原 目下 面 ; 同一 题 
中 有 一 幅 以 上 者 ,分 别 注 明 图 1、 图 2……。 
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第 一 章 极 mm 


§1、 数 列 的 极限 
OQ) 数列 极限 的 概念 (1 一 21) 
(2) 数列 极限 的 性 质 和 求 数列 极限 (22 一 75) 
(3) 迫 但 性 (76 一 95) 
(4) 单调 有 界 数列 (96 一 107)… 
(5) 森 西 准则 (108 一 116) 

82. 两 数 的 极限 … … 
(1) 函数 极限 的 概念 (117 一 132) 
(2) 柯 西 准则 (133 一 137) …- 
(3) 求 函数 的 极限 (138 一 177) 

$3. 无 穷 小 量 ( 无 穷 大 量 ) 的 阶 (178 一 190》 eel 


LES NESCIT 


81. 函数 连续 的 概念 (191 一 211) … 
$2. 连续 函数 的 性 质 (212 一 228) 
83. 一 致 连续 (229 一 243) … 


第 三 章 导数 与 微分 


31. HARFE 
(1) 导数 的 概念 (244 一 257)……… 
(2) 求 导 法 则 和 基本 公式 (258 一 272) 
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(3) 复合 函数 的 导数 (273 一 310) 
(4) 反 函 数 的 导数 (311 一 31 和 ) 
(5 参数 方程 和 极 坐 标 方程 的 导数 (315 一 327》 
(6) 隐 函 数 的 导数 (328 一 334) …' 
$2. 导数 的 物理 意义 和 几何 意义 
(D 导数 的 物理 意义 (335 一 344)… 
(2) 导数 的 几何 意义 (345 一 375) - 
$3. 高 阶 导数 (376 一 417) … 
§ 4， 函 数 的 微分 及 应 用 (418 一 435) 
85. 中 值 定理 n 
(1) 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 (436 一 
(Æ δι AR (401—480) -.. 
(3) TEVA is I] (481—496) 
86. 导数 在 研究 函数 时 的 应 用 
(1) 函数 的 单调 性 (497 一 515) 
(2) 函数 的 极 值 与 最 大 (小 ) 值 (516 一 553) 
(3) 函数 的 凸 性 (554 一 565) 
(4) 函数 图 象 (566 一 574 
(5) 曲率 , 渐 届 线 (575 一 588) 


第 四 章 不 定 积 分 


81. 简单 的 不 定 积分 (589 一 610) - 
§ 2， 换 元 积分 法 (611 一 622) - 
83. 分 部 积分 法 (623 一 636) - 
8$4， 有 理 函 数 的 积分 (637 一 654) - 
85. 无 理 函数 的 积分 (655- 一 674)》 … 
86. 三 角 函 数 的 积分 (675 一 695) ---- E 
$7. 超越 函数 的 积分 (696 一 727) n ens 
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第 五 章 ” 定 积分 及 其 应 用 


$1. 定 积分 的 定义 和 性 质 (718 一 745 
§ 2， 定 积分 的 计算 (746 一 783) 
88. 中 值 定 理 (789 一 802) - 
84. 广义 积分 (803 一 831) - 
85. 定 积分 的 应 用 
(1) 平面 图 形 的 面积 (832 一 858) 
(2) 平面 曲线 的 弧 长 (859 一 869) 
(8) 体积 (870 一 882) 


86. 定 积分 的 近似 计算 (913 一 915) - 
$7. B-i& MCI -E3 (916—925) een mmm 


第 六 章 级 Β 


$1. 数 项 级 数 ΠΠ 
(1) 数 项 级 数 的 收敛 性 (926 一 935) 
(2) iE Sota So A (936—970) - 
(3) 变 号 级 数 收敛 性 的 判别 (971 一 989) - 
82. 函数 项 级 数 
(1) —#úük#(990—1021) 
(2) 39155 (1022—1036) .. 
(3) GREGIS RI (1037— 1046) 
(4) ERRERA (1047—1056) 
(5) 48 opa (1057—1097) 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 
$1. 多 元 函数 的 极限 和 连续 een «810 


4 B = 


(1 多 元 函数 的 极限 (1098 一 1318 
(2) 多 元 函数 的 连续 性 (1120 一 1129 
82. 多 元 函数 的 偏 导数 相 全 微分 … 
(1) 偏 导 数 (1130 一 1147) 
(2) 多 元 函数 的 全 微分 (1143 一 11 
(3) 复合 函数 的 偏 导数 (1161 一 1177 
(4) 高 阶 偏 导数 、 高 阶 全 微分 (1178 
$3. 隐 范 数 求 导 (1210 一 1233) … 
84. 方向 导数 和 梯度 (1234 一 1250) 
$5. 几何 应 用 (1251 一 1272) 
$6. 多 元 函数 的 泰勒 公式 (1273 一 1287) 
87. 多 元 函数 的 极 值 (1288 一 1316) … 


第 八 章 ” 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


$1， 重 积分 … 
(1) 二 重 积分 (1317 一 1333 
(2) 三 重 积分 入 n 重 积分 (1334 一 1340 
$2. 广义 重 积分 (1341 一 1346) …. 
58, 重 积分 的 应 用 (1347 一 1368) - 
$4. 曲线 积分 …… 
(1) 第 一 类 曲线 积分 (1369 一 1375) 
(2) 第 二 类 曲线 积分 (1376 一 1381) 
85. 曲面 积分 
(1 第 一 类 曲面 积分 (1382 一 1390) 
(2) 笋 二 类 曲面 积分 (1391 一 1395) …… μόνω 
86. 格林 公式 、 高 斯 公式 、 斯 托 克 斯 公式 、 向 量 分 析 
(1396—1417) 
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LER A 常 微分 方程 


$1. 一 般 概念 和 一 阶 常 微分 方程 (1418--1447) 
$2. 二 阶 常 微分 方程 (1448 一 1473) ………… 
83. 常 微分 方程 的 宕 级 数 解法 (1474 一 14S1) 
$4. 微分 方程 组 (1482- 一 1511) ---- 
85. 常 微分 方程 的 数值 解 (1512 一 1515) sQ 
$6. 拉 普 拉 斯 变换 法 (1516 一 1520) «em mI 
附录 

微 积分 简 史 … 

汉 英 对 照 微 积分 名 词 
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工 ， 数 列 的 极限 

对 任 给 s>0,， 存 在 N, ΑΦΜ n>N πῇ, H |α,-α[-ε, WW 
称 数 列 {σι} 收敛 ,收敛 于 α, 或 称 a 39 901 {αι} 的 极限 ， 记 作 
Jima,-a, 特别 若 lim a,—0, WEK (a, ] 是 无 穷 小 量 ， 

2 数列 收敛 的 判别 法 

G) AAE EFEN, 54 n2 N ΗΝ, 4 oua Rmo, 并 且 

limb,-limo,-a, 则 lima,=a, 

(2) 单词 有 界 数 列 单调 有 界 数 列 必 收敛 . 

83， 数列 极限 的 柯 西 准则 

数列 {σι} 收 伊 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 670, # N, 4 n> 
N WX —UBÓ pd ἰα.- az, | <a, 

人 4， 收敛 数列 的 性 质 

(D 唯一 性 ”车 数列 (a, ) 收敛 , 则 它 的 极限 是 唯一 的 . 

ὦ) 有 界 性 ” 若 数列 {αι} 收敛 , 则 数列 (a,) 有 界 , 即 存在 正 
αι Μ, 对 任意 自然 数 %n 有 [a,| < M. 

(8) 不 等 式 #lima,—a, limb,=b, Ha>b, 则 存在 自然 
EN, Ἧπ»Ν BUB amb. 

ὦ ngara ος 

(1) FEN, 5 >N E ab, 


2 第 - 章 & 限 


(ii) lim b, — -- co, 


Gii) lim 525—5 — LL BERGER I lim T =l, 
+17 0n mo b, 


5， 数 列 极限 的 运算 法 则 
# lim an, lim ὃν 存在 , 则 


(D) lim (a,+6,) = lim a, lim ὄν, 


(2) lim (a,-5,) = lim a,-lim b,. 
v- Weis wi 


lim a, 
ο ο ο 


6. ERE z— 2 点 的 极限 . 

对 任 给 92ο, 存在 8>0, 使 得 当 0<1z-zo|<8 时 ,有 LG) 
一 和 4|<s， 则 称 函数 f(z) dE z=zo AKAFA WF lim f(z) 
= A. 

7. EBE α--αὐ 点 的 单 侧 极限 

对 任 给 670, 存在 5>>0, 使 得 当 0<z - ze<8(sR 0<ao - ως 
DIN 有 |f(%) -4|<s。 则 称 函数 f(z) 在 z=zo 点 处 存在 右 
( 左 ) 极 限 ,其 右 ( 左 ) 极 限 为 4， 记 作 

lim f) 7 (0) - A CR lim f(2) =J( - 9) - 4), 

8. dg == zo 点 函数 极限 的 柯 西 准则 

BUR f(a) 在 == zo 点 处 收敛 的 充 要 条 件 是 : 对 任 给 6770, 存 
在 8>0， 对 属 定义 域 的 2 α", KWE O< |e -ml<8 和 0< 
|o” -zol<8 时 ,有 

μία) -Sale 
9. 函数 极限 的 性 质 
(D 唯一 性 AER SO) ΒΕ α--ᾱο 点 存在 极限 , 则 它 的 极限 
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是 唯一 的 . 
(2) 局 部 有 界 性 X lim f(z) =a, 则 存在 某 个 8570, 当 0< 


ls-wmol<60 时 ,有 |fG) |<M, 其 中 M EER, 
10. 备 数 极限 的 运算 法 则 
车 lim f(z), lim g(2) 存在 , 则 
a) lim [fG)+g()] = lim f(2) +lim φ(9). 
@ lim [/(2) -g(2)) «Tim f(z)-lim g(2), 
lim f(z) 
im LO) --- i 
G) lim rO] BO Qim g(z) #0). 
11， 务 数 极限 和 数列 极限 的 关系 
lim f(2) = A 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 数列 (m, 
lim mo 一 mo z,*zo 有 limf(s)-4, 
19. 无 穷 大 量 
(D 数列 的 无 穷 大 对 任 给 M0, FEN, frin N 
时 ,有 |α.|» Μ, ERA {an} 为 无 穷 大 量 , 记 作 lim a --ο, 


D ΕΜΜ HER 了 >0， 存 在 5>>0， 使 得 当 0< 
|æ- X8 Rf, # | fG)| >M, MRAM f (2) 在 z=zo 点 趋 
RAK, Wf lim f(z) = oo. 


18. 两 个 重要 极限 
sing 
a ta 
Ὁ lm 人 t+ 二 =° 或 lim (144)7 =e, 


14. 无 穷 小 量 ( 无 穷 大 量 ) 的 阶 
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# s0, y— 0, 

(D ELO, RI y 是 关于 的 高 阶 无 穷 小 量 . 

(2) 车 存在 常数 01>0, oz>0， tes |2 <o, 则 称 z, v 是 
同 阶 无 穷 小 量 , 特别 ,车 3. —> as0, ΜΙ z, y 是 同 阶 无 穷 小 量 , 当 
4=1 Rt, Wo, y 是 等 价 无 穷 小 量 ， 记 作 ny. 

O) # La, a#0 且 a>0， 则 称 yV 是 关于 xz 的 a 阶 无 穷 


Mit. 
对 无 穷 大 量 , 有 完全 类 似 的 定义 . 
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$1. 数列 的 极限 
QD 数列 权限 的 概念 
.对 于 数列 (a) 与 常数 Α. 下 列 各 种 说 法 是 否 正确 , 试 说 明 
z. Ὁ) Άτα, 越 来 越 接近 A Ὁ) ]a,— A | 越 来 越 小 ，(3) 车 
jan A] 越 来 越 接近 零 , 则 À 是 数列 (a) 的 极限 。 
[ 解 ] 以 上 三 种 说 法 都 不 正确 ,例如 
ὦ Sol, Ac 18 
| O Save -二 4-1; 


| [E 


分 别 符合 所 说 的 情况 ,但 和 不 是 数列 {on} 的 极限 . 
2. 以 下 几 种 叙述 与 lim a, 一 “的 定义 是 否 等 价 , 试 说 明之 : 
(D 对 任 给 620, 总 存在 自然 数 N. H n>N NUR 
ja.—a| <s; 


81. 数列 的 极限 5 
` @) 对 任 给 >o, BEEREN, 4 n>N M, 有 


la.-a1 5 
(3) 对 任 给 自然 数 天 总 存在 自然 数 N. 5S ">N Bi, 有 
[α.--ᾱἱ e 


(4) 对 无 限 多 个 。>0 中 的 每 一 个 。 REEN, n 时 ， 
H |α.--αἰ--δι 

(5) ἈΠΕ 90, 总 存在 实数 .4 H n>A 时 ,有 

la,—a|<s, 

(8) 对 任 给 570, B TF X8#a,, 有 |a,—a|<a 

C) 对 任 给 220, HAARD a BET (a— 8, 十 e) 之 外 . 

[ 解 ] (D 3, Hey e 的 任意 性 和 N 的 不 唯一 性 ,所 以 等 价 

(D 等 价 ， 由 于 的 任意 性 ,所 以 等 价 . 

《3) f. B= E 的 任意 性 ,可 使 去 为 任意 小 的 正 数 ,所 以 等 价 ， 

ὦ REN. ERSA >O, 可 以 取 无 限 多 个 大 于 工 的 8 KAER 
的 意思 , 故 无 限 多 个 e> 0 并 不 等 价 任意 的 sy 0， 

(5) 等 价 ， 因 实数 A 的 存在 确保 的 存在 ,所 以 等 价 ， 

(6) 不 等 价 ， 无 限 多 项 ou 不 等 价 于 以 后 一 切 项 ( 即 n> N) 的 说 法 ，; 

Ὁ 等 价 ， 此 说 明基 一 项 及 后 的 一 切 项 在 (a—s, o) 内 ， 即 等 价 于 


n>N, H |σ,--σἱ <8, 


小 


-1 
2 


8. EXE Tu op G@=1,2, 

O RAEN, n>N, | 
0.001; 

(2) KEE N ris 


(9) 证 明 lim a=, 


小 于 0.1、 0.01, 


$ 第 一 章 ü Β 


[81 ὦ le -|Eu-iW-€--3; Ὁ) ἢ ασ] 
<0.1, ic > -— 20.1, RA n22, ^. N79, Gi) B |= 315 
0.01, ΒΡ 


Sum «0.01, 888 n» 24.5, ` No 25 ciis ee + 


«0.00, Bl -5 = Eid 2240.5, '. Noon 250, 

《这样 的 项 数 不 是 唯一 的 ， 以 Noon 一 25) AB, 5 n>280 B, Β 
|> gj 001, dX NA 250 fe ftt, Ri n> N 时 ， Er 
E E. 901, 


( 对 任 给 的 se> 0， 解 不 等 式 |a, - 中 -< 


3, ma dr- T. 
TA Een πε aov, n oc] enm 
dev 
4. RUE, πας Era =1, 
GEJ ` 对 于 任 给 e> 0， 解 不 等 式 
A- yje YE o? E ze 
"Wien 7 
得 a. 


T 
对 任 给 >0, gv [ T] en som Nt 
[EE 即 lim Nia ol, 


5. RE dm eil -0, 


[证 ] 对 于 任 给 e> 0， 
zode-o- |a 


81. 数列 的 极限 


3»"22WM, 
705 Τη 0 Tnt5n 24 
8 κα. Ex 
再 由 34 cen, 
v. aE e, RON max [2E], 中 sio ittm 
Tn-5 
m δω μη ο, 


[证 ] 对 于 任 给 e>0, 由 


sin ος 
* 1 
|5.-0]-]-ητα-|-ηόπ“» 
1 
得 loni, n>. 


CONES SUN e C8, S n>N I, Ἢ 


sin ^7. sin 
k'ua τροπο, 
nD) 

Ton OU T 


[证 ] 对 任 给 s> 0, 解 不 等 式 


[esi αρα ντο” τς 
nl F aen R N 
<< 
1 
得 βρε, 
. 1 
nam eso RN-[I]en ss» mmu 
n-(-D^ 1 ο αμ... 
nri -ᾱ[-» ΒΝ ὑπ ΓΣ: 


第 - 章 E m 
n-n+4 1 
8. RE Eel E 
| HE] 对 任 给 s>0， 
m-nr4 _ 
2n'rn—4 
当 n>4 时 ,有 
到 la ο -3n 3 
T A αι δη) σον) ^4(n-2)' 
解 不 等 式 ποτε 8 nit, 


.对 任 给 e>0， 取 N=max fa, [up Mp n>N 时 ,有 


P. mn+4 1 ηὖ-η--4 1 
d πο Ὁ στα 


.-- dn*bn-4 
9. 求证 下 列 各 式 ; 


3n8 一 各 十 了 š 
O lm par = O lim ὃν 


Jm gu 
[证 ] (1) 对 任 给 8>0, 解 不 等 式 


[2 -dniT PETIT d 25 | _ 15n?+ 16n- 25 
in 5n -l d A(n + 5n? erem BETIS Fi) 
lnm+16n 31 _, 
aant) dí * 
31 
得 n> Te 
COMER e>, RN= E: we 当 n> 时 ,有 


S$-4nt7 3|. s. βπὸ-άπ::-Τ _ 3 
aerei 1]. Β Uti INERIT Y: 

( 对 任 给 6-0, Ἡ ἡ» 185, ERER 
3s-4ni7 83]. | 152^- 162-125 


_3|- — Aon? 165-35 
a-mi 4| 


4d(i—5mr1)| 403 ὅπ 1-1) 
15m+25n? _ 40 
(An ny 4(dn-5)' 


再 由 cs πο y “3 解 得 ”> à iG) 
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SH eo 取信 -| 到 (也 +]+1 sanum 


= 和 n+7 31, 即 limn 3 
I 


10. 已 知 数列 的 通 项 


ELLA 


ARE. lima, =1, 
[证 ] 当 为 奇数 时 ， 
la-11=| 


当 ” 为 偶数 时 ， 


lá: -i-let 


-1-4 


所 以 对 任何 4 有 as- <E. ERER la - 11 E <e, 得 
n»log $, 
任 给 8>0, 不 妨 规定 0<e< 工 WN = [ioga 4] 当 m>N 时 ,有 
le-i|e$--e ΒΙ dai 
1. 已 知 数列 ζω). {ορ}, 车 
limu, =lim v, = A, 

那 末 对 于 数列 {ο}, ta, οι, us, Ua, Us, va, …， 必 定 收敛 ， 且 极 
限 为 A. 3 

[证 ] limu,- A, 即 对 任 给 e>0 存在 Nu 3 n> Ma 时 ,有 


lun- A|<e, 
Jimw= 4， 即 对 上 述 的 e>0, 存在 Ya in Na 时 ,有 


1 #- R HW 


Jon- A| «e. 
$J N  max(2N,, 2N), 35 n>N RB, lea- A| <e, BB 
lime, A, 
12. RE, (D lim wa"-0 (2) lima a"-0, 其 中 0<a< 
1 


uud 
DE] (D 令 o= Ly b>0, 


ἈΠΕ ε»0, 由 


n 
παπι < nny M 


z 


2 
μποτ < 


2 
EET 


152 sio nts Iren en, 


即 lim na*=0. 
(2) 对 任 给 。>0, 当 n>3 时 , 解 不 等 式 
| l PESEE SEA 6n 
πα] < nm CL 
— £ 


PM. NN - 6 <8, 
Bn) (-$ ^ 
6 
8 a3. 


对 任 给 6>0, R N= es n mla" τα, 


即 - lim np2an 一 0. 


19. RE, lim- 


pur ; 


ΓΕ v 当 ial<1 时 ,由 


81. 数列 的 极限 u 


eps 
nil m n 


解 不 等 式 得 an> Σ. 
3 Ja] -185, RO [αἱ] K, m 


5 αλα ist. faj 141... [αἱ lal ... Jal 

ΓΙ n! 2 3 Lai Llall+1 n 
tl. dapes, 

pr 


“对 任 给 e>0, Ια N= max {555} [£e] = n>N W, 有 


14. RE, lim(V3. Jy423.73 . V3)-2, 


GE) XX 3 ο ο) 
FRH n>N, 
ο πο -r> (F 1) 
πίπ-1ν 
E] 


ο. οὐ ες L1) 


22mm -1). 
d2-»2*-0,9 


Q«Xk-1«2, D^ «ΣΕΞΙ. 
xr n! mta. ^ut 


«alm 7 -2<0, 
2 


-αηες. 4 w 
即 0<2-2 σπα’ 再 由 mer Β 
n+2>4, 
Ξ 


对 任 给 8>0， δν 15», 当 n>N 时 ,有 


DE] 首先 证 明 n> 培 ， 应 用 数学 归纳 法 ， 当 n=1, 2 时 不 等 式 显然 


Αν. Gübn-K(E»2) 时 不 等 式 成 立即 有 区 1 >K. πάπ-κΗ 
lH, 


v (K+D1= (E+) GO 9 OC) ES , 
ΒΡΕ (K +1)-K T> (E 1) ^ up KK» (C19, 
亦 即 (x €—— 


- (X) <3, D A Fu == (E>2). 
于 是 (K+ 了 )!>( 区 +1) 导 -成 立 ， 故 不 等 式 成 立 。 
从 而 由 lz- sze 解 得 

1 


n 


nappe eo 取 N=[ 十 ]+1. n>N, A 


lza- -o| e ee, 即 lim l0, 


7 * y 
[说 明 ] (4+ 去 ) <3 是 因为 由 二 项 式 定 再 ， 


(prep Een (o 


+(e 3x -(- Z=) 
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16. RE: lim $ =o (071), 


[E] WK 039884 LX), 则 [K]+1>K， 于 是 
n == n n1 
ev (m. 


不 妨 令 [KR]+1=m, nod * 


n n n 
<-i aaas 
ΠΟ 5. mn pes tol) 


2n ^ 2 


即 有 οκ) * 30-0597 


2 
AZS TC DG s= EE £l 


2 
[JS E 


对 于 任 给 s>0) my [y+ 当 n>W 时 有 


x K 
= B. lim =0, 
LP 


17. RE: lima =1 (a>1), 


GE) vXdEHe-0, mU α-1|-αἱ- l<e, ga -lre 两 边 


oti L ma<ha+9, RE o 2 — DE 
2 att oo m [ ris Jos n> 时 ,有 [sa -1|<e, 


m lmVa=l (a>1), 


14 s-& n m 


[说 明 ] 实际 上 , 当 0<a< 工 时 ,同样 有 lim XYa-i 
XH ο--θ, H [9 α-1|-1-α5-ε, Hot 1- e. 两 边 取 对 数 


土 Ina>In(1-8), 注意 到 Ina，In(1-6) SA rz, .. LLA, 
piae "7 ha 
πα ο” 

tme ο [m] en sin λαο. 


即 limVa-1 (0<a<1), 


18. RE: lim =1, 
[证 ] h Yn>in=l, 2, -), Yn -1=an 则 n=(1+an" 且 
对 一 切 有 on>0， 由 二 项 式 定理 ,有 
n7 (1+an)"—1 bna, FPO Deus 


an n(n- 1) 
e z 


ca αν (573), 


2 
Vu H0 ARER 


Ν 2 4 
9« V5 -1« ss 得 n>. 


当 n>2 时 ,有 0«a,- 


n 


EET ο. δεν [ο], xin» NB, dU - 1] «e 
m lim in 21, 
19. 求证 : 3 lima,-0, W lim la.] -0、 反 之 如 何 , 试 说 明 
X. 
[证 ] … lima,=0, 即 对 于 任 给 s> 0, 存在 N, et n> N 时 [αι] ce. 
由 于 | losl | laal «e 02 N 8) 
limfa} =0. 


ΧΕ lim [o.] =0, E | [anf |= loud, RIAA lima,=0, 


51. 8.5) 9 R R 15 


20. Ris. Æ lima, =a+0, W lim la,|- |a]. BZH, 
试 说 明之 . 
GE] lmao, 即 对 于 任 给 8>0, 存在 N, 使 当 n> 时 ， 


las- a| «e. 
À [lon] la | jas aj, 83 n>N RY | janl- |αἰ| <e, 
即 lim Jan] = lal. 


但 反 之 未 必 ， 例 如 当 aum (1, 则 有 [u,| =1, 
lim [a| 71, 
而 (αι) ἈΠ. 
91. ülima,-a, si, lim Va, = VT 
[证 ] G) &a-0, 由!ima。=0， 对 任 给 8>0， 存在 N， 当 n> Na 


Bf [anl ο’. 
COMER e>0, 5 n> Na 时 , # | Va; | «e, B 
lim Va, = X a =0, 


Gi) &a*0, #lima,=a, 148 6-0, 存在 Ni, 8 n> Ni W, 有 
la-a| < s.s. θε, Ἄβεευ- 上 >0 时 ,， 则 存在 Na n> Na 时 ,有 


lanaj «aL, Az lel sa, Ji, 


由 此 即 可 推 得 an> ΝΟ Ë$, a, 5 a EJE, ὑαα»ῦ, Bit fe e>0, RR 
N-max(N, Nj, S n> N H, 8 


— ν-ι.. lan- a] _ las-a| 
Wa-Vel—valyfarVm Ya 


S dimYa-Ya, 


16 第 - 章 &R HH 


(2) 数列 极限 的 性 质 和 求 数列 投 限 


99. 下 列 判断 是 否 正确 ， 试 说 明之 : (1) 收敛 数列 必 有 界 ; 
(2) 有 界 数列 必 收 和 敛 ;，(3) 无 界 数列 必 发 散 ;，(4) 发 散 数列 必 
无 界 ，(5) 无 界 数列 必 是 无 穷 大 . 

[R] Q) 是 正确 的 . 

Ὁ) 是 不 正确 的 ,例如 n= (— ">t, 是 有 界 而 不 收 人。 


(3) 是 正确 的 , 因 无 界 数列 着 不 发 艇 , 则 收敛 , 而 收敛 数列 必 有 界 ， 得 出 
FĀ. 


(4) 是 不 正确 的 ,例如 a, — C 77 是 发 散 的 ,但 非 无 界 。 

《5》 是 不 正确 的 ,例如 amn 是 无 界 ,但 不 是 无 穷 大 . 

58. πω 8, ñi bnt E WR) ant bahi 
(2) lab.) fa CE n et RAAZ. 

ΓΒ] CD 数列 (a, Fb.) Αν ΝΕ, 

`: E eaman tbn Wk, RI buon cs — a, Ek f$, ¿TE b, Ἢ ἈΠΕ, SEM 
38, 7. {ον ὃκ) RC. 

Ὁ) Rh 则 essa, b, Ἡ Ἀ ΜΜ," aO, '. a 0 OE n> N 
N), 于 是 b= 3 ος ΙΚΑ, DUE ὃν 收 仇 , 此 与 已 知 矛盾 ，… ου ἈΝ. X 
Ἄταπο, 网 eat 不 确定 Bina i, b, (7 177, RI 


EZ 
lim ap, lim É n -0, 


πα. =š, b, (7 n)", WJa,-b,=(— Dr. 


94. ERa) 与 数列 {bo} 都 发 散 ， 则 数列 〈1) sns 
(2) (a,5,) 是 否 也 发 散 , 举 出 适当 的 例子 . 


[ 解 ] 数列 (a, b.) 与 (a,b) 的 化 散 性 不 确定 .例如 , 当 a= (—1y *, 
L5 此 GD 8; 


$1. 数列 的 极限 iT 


"e Eae D iie eC 


BEREH TX ou (777, b = (T D^ Bb, atb, =9, abu 18 
PKAN. 

85. lima, -0, 而 {5,} 为 任意 数列 ,能 否 断 定 lim a,b, =0, 
举 出 适当 的 例子 . 

[ 解 ] 可 能 有 各 种 不 同 的 情况 。 例如 ， 设 os= 工 ， 岂 当 

b, 1 时 ，lim ap 一 0 b Kn B, lim aba =K; 

tuer! lim ap,= =; Dum CL Dn I, {aba} TEL 


36. 车 lim ab, —0, 能 否 断 定 lima, -0 s lim 加 一 0， 举 出 
适当 的 例子 ， 


[R] 不 能 ， 例 如 , 当 - 
H lim anbn=0, 但 (αν) 与 (δν) BEM 
显然 ,着 两 数列 Fon] 与 (b) AB, NYS lim aera, lim δ, -ὂ NY a, b 
中 至 少 有 一 个 为 零 ， 这 是 因为 
lim a,b, lim a,-limb,=a-b=0 
ik, XUEBHUSO (ο) 与 b) 中 , — ic 203 — 42 Mc Rt Ac 


列 的 极限 必 为 零 . 
不 妨 设 lim ava, 而 {δν 发 散 . Æa+0, 则 a 中 0 ( ΝΕ), JX 


TIM camada 得 bs 一- 名 - 为 收敛 数列 ,此 与 假设 巴 盾 ，. a=0, 


27. 下 列 判 断 是 否 正确 ， 试 说 明之 ， G) 无 限 多 个 无 穷 小 量 
之 和 仍 为 无 穷 小 ， (2) 无 限 多 个 无 穷 小 量 之 积 仍 为 无 穷 小 . 
[ 解 ] (D 设 Am, 1 0, 0, 0, 0, τες, 

ΑΦ, 0, 1, 0, 0, 0, = 


FCD 


tun 1S CD h, abm, 


*—* ROB 


ΑΦ. 0, 0, 1, 0, 0, … 


对 上 述 每 一 个 数列 (A10), 都 有 lim 449 一 0， 但 是 无 限 多 个 这 样 的 数 


列 之 和 ,有 
AD ADS ADH 35 1, 1, 1，…, 不 为 无 穷 小 量 。 
E dedu 
QR AU LI ow 


m lodo. 
ΑΦ. 1, a +, αν ιν. 


49, 11,21, ἃ... 
LLS p Lo 


1 
ic p, E 
A^ LL1L14 πεν ην 


AQ. 1, 1, ..., 1, Κάι δος, 
对 上 述 每 一 个 数列 CAP, meta ai ο, 但 是 无 限 多 个 这 样 的 数 


NR, H 
A 为 1，1, 1,…, 不 为 无 穷 小 量 . 


28. 任意 两 个 无 穷 小 量 之 商 是 无 穷 小 量 吗 ? 举例 说 明之 . 
e= ΧΛΜ. 而 如 =n 则 为 


=, b=, δρ 


[8] Sa 


ἜΣΚΕ, 
domi, o2, 则 -如 一 二 ,极限 为 二 


一 (一 菇 一 :为 有 界 而 发 散 . 


cor 
Ean CDT, uio 
ga = IOD oL, ο μα 


AKE, 


[3 
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99. 任意 两 个 无 穷 大 量 之 和 是 无 穷 大 量 吗 ? 举例 说 明之 . 

[R] Æ amn, bon, Π[α, εὖ, m 2n 为 无 穷 大 量 ; 车 a,=n,b,= - n, 
则 w+ 加 =0 为 无 穷 小 量 ; as 7 Ln, b, 1— η, 则 αν - b, 2 RI. 
非 无 穷 小 量 ; 

若 w=n+(-TDL b,= —n, 则 Gs+b,=( 一 1)"! 为 有 界 但 发 散 ， 车 
a,7n, b, (- 1)*7«n, lll a, b, m n[ L-- (一 了 十 为 无 界 但 不 是 无 穷 大 
x. 

90. 举例 说 明 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 之 积 有 下 列 几 种 可 能 ; 
(1) 无 穷 小 量 : (2) 无 穷 大 量 ; (3) 有 不 等 于 零 的 极限 ; (4) 有 
界 但 不 收敛 ，(5) 无 界 但 不 是 无 穷 大 量 . 


UN) O) a ο dr, Mab ο. 
[E Haben 为 无 穷 大 量 . 


O) da n buo 区 (K+0), M ab.= E, ΚΕ K (K+0). 

O Ea on bue 1C, qb m 1- (- D" DA REGI 

© da ont be IZED, gJap,=n[1- (一) 中 为 无 界 但 不 是 
ZIKE. 

81. 求证 ， ANON 名- *- 的 分 母 b, 为 无 穷 小 ， 则 数列 和- . HR 
Αρκ. a, 亦 为 无 穷 小 . 

DE) RENA -ARRA NEEN, B n> N 时 ， 

[g-a jsi 
£l He - aea | e| a | etapa, 

AT O< [as [os ce L4, X im [5 G+1AD) =0, ΙΔ: 


lim a,=0, 
Pra 


20 -EE R 


32. 若 数列 ta uu, uu 政务 于 (o0), RE 
lim == =1. 


3i. ΒΗΠ α--ο, 会 有 什么 结论 . 
[证 ] imu, naQa), 


Βα lm SeLek gp M E<], FERRIERE: 
Βπ|κ]»ι, lim I an .存在 WW 5 n> N W, 


Ed Ph 


即 |wnsi| > |wn|， 由 此 可 知 ΚΕ: 
30, Βα-0 矛盾 . 
REIS Tee 也 可能 不 有 在, Pin. wg C9) ap 2. 
a eur Bde CRM 
总 之 , 若 数列 {un} lice, 如 果 


lmu,=a (a#0), ΜΙ lim zu =1. 


如 果 lim u,-0 并 且 lim aL tpe, 则 其 极限 的 绝对 值 必 不 大 于 1 此 


Jh OR lim us 0, [οι anc 
89. EA, a 一 αντρας B @m=2, 3,…)， 其 中 a β 


[ 解 ] 在 am ᾱ. «1 β $, PARERA 5 "xx Lag, 解 得 


1 


B-y. 


51. 数列 的 极限 pi 


x aa 号 oa+B= 号 (和 at+p]+B， 
Hama, aod! DUE Bod Κλ, Μα Σέν, 
2+ 19 1 
Cer B= F 


NETS 
94. Re (D πε 


A52 — El 
Ynt- Vn +1 ` 


[分 析 ] 当 数 列 的 通 项 是 有 理 式 或 无 理 式 ,而 极限 呈 --- 型 时 ， 一 般 以 
的 最 高 指数 告 去 除 分 子 ,分 母 ,通过 恒 等 变 形 , 再 利用 数列 极限 的 四 则 运 
算法 则 ,以 求 极限 . 


tn 


(2) lim 


[ 解 ] (D lm 


Ypi- Ynti 


απ 


lim «(νο ος (-1» 
35.38. m m e EFD E D 


1 at-a- 1» im 2n +1)‘—(n—1)* 
O im ρα ης. (Ὁ) io tR Fa 


(n+2)*—(n—1)* 
οσα 


ΡΕ 


50, 


33 s—* R M 


(+)! -D An[(n- 114: 
(2) ln tr rn Dr im TC 


1 
" ig atdet- (n-D'. s. (1) -ᾳ-- 3). 
> (mF Fay € c «ly 
-21.15 
TIN 
121934 19333621 15 
= Dni dns e 30n + Ent 17 


13 18 36 15 
tt 


cn Me- (n- 14 
στα Ώτ 


~iu 


"νων 
s ΠΕ ΕΕ 
pnm 
—— m 


αι, b, (60, 1, 2,5, k; j=0, 1, 2, ''', s) 都 是 常数 ， co 关 0, 
o0, 


b spe 
oras ae, Pi RITTER 
ΓΕ] Lone rcm 
n T 
V,  k<s, 
lim vL ks 
4-05, ks, 
由 极限 的 四 则 运算 性 质 : 
T ma bae ταν, 
bi b bo 
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Q, k«s, 

an l+... a; 
lim denas slan n4 
ln Tb 和 
+o, k>s, 


(n+2)!+ (n1)! 
37. R Q) dm tL 


(ας 2) 1 +(n+1)! 
Q lm EE στην. 
[分 析 ] 当 分 子 .分 母 含有 4 ο 总 是 先 约 简 再 求 极限 , 合 1 的 因 
式 亦 不 例外 . 


人 十 311 十 (n1 
O dm Dr 


t — 
38. 计算 ，(D lim Il (2) lim ( "E + 加 -小 
Wl (1) $ n=5k+r(r=0, 1, 2, 3, 4), u[5]-& 


从 而 lim [5] = lim 


= n e Beer Vor 5 


š 
(um (n ul mem ER Ep 
4 neSker (r=0,1, 2,3, 4). 
Wt 

i 1 


zí oi 
NO ΕΡΕ Tie ΠῚ 


[ 解 ] … sin (=+ [5] - n [24 ( +- 


[5] 
一 Sin τρικ ΜΗ |. 
aes) 
$ n=5k+r(r=0, 1, 3, 3, 8 
[5] 
lim sin ( (ze [2 Ξ Je Τη 
WE: k 
= pn sin( 2x rrr) 
" " H =: 
lim οί 2x ΝΟ ΤΕ ΤῈΣ 


. Ho sio( 2x V+ [2] m 8. 
40. R. lima οτί) (>O, 


[8] ὦ 当 z=1 时 , Bah απτ-ο, -. lim LE NY 
Gi) 3 41,270 时 ,考虑 恒 等 变形 
n (aS aT) nn (a eor) 1) 


EI 1 sT] 
Carp 7" "1 
ΠΟΣΕΣ 


ο ον 
Ini) 
ST In * 


=]; limaa 
Ed 


4 amm. -1-1, πι 


81. & 9i m 88 ΡΕ 25 


i -l lim li “ln z= 
E a τό Eam ατα EGF σαν 
Em 


E gl 


να μμ 
ο ln) hi aTi. Sika: 


"(13 
EO, GD STAR lim (aF a9) mln z. 


a. ατρασιώ μι, Ὁ [a 4), 

e ασ) ὦ f- IYF o {55 2y). 
[ 解 ] O lim(1 4 AY-us[( 5T - [im(1+ 4) Em 
oie nel "T eG T 
o tC Ronde ΣΤ degna 

< GE-en 6h (πὶ) 
[6 I xu) 


- dee ον ere) 


: 1 γη 
ο. 


on (i zn) esas za) 


"ees T e) * 


e 


26 *—* R R 


Nm (i+ 1 -u 
a ELESI 


| i ead o 
τιμη στ) E Secr) πλ. 
43. 已 知 数列 {αμ} 满足 关系 式 lim (3n 4a, --δ. 求 下 列 各 
ΑΡΗ. (D lima, (2) lim nas; (8) limna, 


4 

UR) (D Q ac Ses, oh lim Gn4-4)a, 5, 
inaa (Sn+4):a, _ 
lima mim it ima =°. 


(2 ' ma 


n " 
εστι ` ($n--4) -an lim 3n4-4)2,7 5, 


- =” alim 5 T4 


* (8n $)a.— š. 


V ma,= H = 
(3) ` ma, = ($n--4)a,, lim (3n--4)a,75, 


" n? 
mt 
lim ma μμ +=. 


1 


44. 已 知 数列 (as) 收敛 , H lim icu =5, R: lima, 


[8 ` 数列 dan} κᾶν, .. 可 设 lim an= A, 由 数列 的 四 旭 运 算 人 性 质 


lim «- °) 42A 


B 4- A=104+15 "ym 
= dma--l, 


51. 数列 的 极限 27 


46. BARA (z) WE a nz (2 - 82.) (0-1, 3, 8, =), 
( eig cs ΠΕΙ, B mm 收敛， (2) imas, 


ER] Ὁ V z1—22,-322. 
3am- l= -9z3+6z-1= — (37,— 23, 
$y,-732,-1 MA y= -ya ΒΡΕ 
= y= -yin - 
BÓ -1<m<l 时 ， lim y, lim(- yi") 存在 即 -li<3%4-1<1， 
Ἀδβρο και T. B, (os) kn. 


@ `. m $) Mne Ὁ, Mik limy, 即 得 


kak. 


lim(3z,-1)-0, . lima 
noe D 3 
3 270, Š B, y= £1, limu,=lim(- D = -1, 
κα 
得 lim 2,70, 
pa 


46. 设 数列 (o) 具有 关系 a - pai, F lim a, 存在 ， 


R: p, o 满足 的 条 件 . 
[ 解 ] πα-ο, MJ 
0,7 pa, 1o pla, m pg, 
lim a, a lim pt, 
可 见 ,着 四 +0 B lim ο, ik tk, 则 -1-ρ-1, a0, N p 可 以 是 任何 
δι. a0, 在 auo pauci a 中 ,两 端 取 极限 得 A=pA+q, .. 9 一 4(1 一 
p» 3.31. 


47. BARA (a) 由 递 推 关 系 a. — 77 m HH, R: lim an, 


a, Say: 3 aa 


ο 3 ος 


38 πε R B 


HASARI, REN δ. boe (n- 1. 


" 1 
s PEA 
wige» 
lim a,-lim --- i 
=~ m e (n- T 
«3 


4B. 401 {ο} 定义 如 下 σπα, =b, nm Geta) 
(n2), R: lim zn, 


Ug) 3238, 


1 
Tam trim (ritama) = ο. me. 


ot 


a 2(b-a) 
a lims, lim [a4 ο 9) 


no " πα 


49. RUH (a) 具有 关系 aum p eS @=2, 3, =), 
R: lima, 


[WJ ο MN lima, m Aet 
[说 明 ] 由 递 失 关 系 式 aum ancho 给 出 的 数列 ， 不 论 首 项 取 何 信 ， 
其 极限 都 等 于 6。 这 个 结论 有 几何 解释 ,对 于 左 y= 寺 +3 与 zy=z 两 


RAR. 
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29 


Rt, 0), 过 (at OPT 8888802 h FPi(as art), Pr RARR 


Ro, Pies GAS T Af ats, 
Tata), m (αν a), HQ E z they h 
+ Pas 9 αν .θ), P ttis aa. cuti 


推 在 1 上 就 可 得 P, P, Po 其 纵 坐 标 就 
HJIR aa, 0s,…, ant1, 并 且 点 P, 趋 于 与 2 的 
交点 4(6, 6), 其 4 的 纵 坐 标 为 6, RI {αι} 的 极限 为 6. 


BETI, WE o= pamit 的 极限 是 y= 计 z+3 与 y=4 交 点 的 


WER. 


60. k. (ον αγ. δα) (ρα), 


[分 析 ] GROCHUNZGRRSIRERIM, +#NB3ESH3RARDB0SV0 E W E 


则 ， 但 可 以 先 求 和 ,然后 求 其 极限 , 或 者 采用 其 他 方法 
[WI ἃ sb. ο ου 


则 了 24, κδες θα, 
a-l g .b,/d a\)_b+(n-Da 
na ο νοκ κο. 
αφ], 


+ i 
emi 


i-i d 


于 是 ， 


ig 
lim S,-lim l | p.a. 2 S 9*7 |- lim 507 Da 
τ! I 


= 9b-b-d 
(-1** 


a d"-(a-1) 


EJ 第 一 章 极 m 


δι. x. (D lim 1-234 07 2n. 


m CES 
l+2+-- +a 
Φ ο. ug tg). 
n 项 
1-243-44---2» lm (7D (DEC) 
1) li =li LC 
Ul (4) lim VERTI lim στὴ 


ME 
Tm 
ο η antl) n 
Φ im( na -- ως. 3) -ᾱ] 


ας να ΣΟ 7 02] μι. n 
a PICS] im- amr 
1 1 
-lim- ρα. 
< z 
ECL 
[说 明 ] 如 (3) 


, 求 = 一 o 型 的 极限 , 一般 化 为 = 型 求 之， 

62. x. im 二 [十 3? 二 十 Cn 一 1 习 、 

[ 解 ] 1 十 32? 十 … 十 (2 一 1)3 
=[12+29+32+-.. + (@n— 1)2+ (Ən) 1 


— [2-414 + (20) 2] 
= 2n(2n+ 1) dntD _ 4n(n+ 1) (2n 十 了 
6 6 


e Enn D t ane) -3(n41] 


innen (2n—1), 


— 


81. 数列 的 极限 2 


- 1 ες (kr1)-k 
UM] Ç amtgqaypr amis PT 


=arctg(k+1) —arctg k. 


3 LN —arctg(n+1) —aretg 1, 


ο lim im 为 arete 


= 
== = lim [arctg (n+D) - areig1)= Z. 


R D in (se mrt epa) 
" 1 1 
Φ ματι rg t apa) 


15 £p 
-Dn n-i 


^ lis Lr eue lus) 


ο ο G'-] 


κα 


Iw) O) - 


-ᾱ 
元 


ov 1 -其 ν 221 ) 
° DmTD 22-1 Ὅπττ): 
SM AS κ! H 

Cd Ins yip -D mu) 


vimal) G3) G7 


cm [1- 去 


xu] 


y n š 
55. tasiti tt GTDI QR: lim an, 


= + 041-1 
Pharm 


3G πέπτ) 


z 第 - 章 极 m 


Nma,=1im|1- |- 
56. 设 数列 {αι} 的 前 ”项 和 
SB,=(—D"(wtntl) -1 (n=1, 2, +), 


(D R ιν δή, 
mei a 


Σα. 
(2) 3 lim £i -0 (63Η), R: (mom. 


[R] Ὁ n>2 时 ， 
a,78,- Brt= (7 D [η δη γης (0-9 3(0- 2) T] 
-C m (2n?+ 4n), 
。 imt -t T 1 
- imi um Sia ini$ldg 
1 
=i T ) 
1 1 3 
=i mi(+ə- "X1 zi) 
(8) h a= (7 1) n-3n(n+2) (n=1, 2, +), ος aas δη (n+ 1). 
ο ο... 
可 见 只 有 当 t= 3 H, UCBCFAESEN N BL 
Colm Sho E. 


me FJ 


S 
- πο, 093. 


67. B. c 的 便 等 式 
(2-1) (e4-2) (@+3) (ο) 
tpat ittaw (k=l, 2, e), 


Ri lim hÈ, X*Rh-RMe | 


DW] 9»-1, Mas Sa-O*DLO C 


$1. 数列 的 极限 33 


PRs 5 umm i. 4 
DT Gr wr) 


; 1 
=ï- el 

58. R, lim(1+sing)(1+sinz) (+ sintz)--- (1-Esin?z), 

[S] ο. 


原 式 = lin — 


om l-sinz 


(1— sin z) (14-sin z) (1-- sin2z)… (1-- sin? z) 


=lim 


n 
rr μα 


l-sinz* 
ET 
M amine, 
R= lim 2*1 +, 
M scias DT, 


lim (1--sin z) (1+ sin22)--. (1+ 2) «0, 
μα 


z z z 
69. 3R: lim cos - co08 本 005. 


[R] 当 s=0 时 . 


3 #—* 极 m 


z z z 
ο ο ο cos ΜΟΥ. 
Psin -Z 2^sin —— 
Z'sin — F 
z z sing 


lim cos $ -oos ο ο 
-€-— 874 2° sa in Z. 


a 


Tu sm 23V. 
im 2:4-6 --- (m) =0 
Eorum -ün(3) . 


61. dra.) 358, a rai ras πό (n1, 2, ), k 


为 正 的 常数 ， 求 : 
lim(Vast Fam - Mass asi), 


[W] Xn»28,a -S,-S,.i—kn?- k(n- 1)? 2kn- k, αι S. b, 


αι $e -3i-- k) - 2k-«n (n4-1) - nk Kn (204-1), 


Jom- [δεί -1) -Kje (aki - 3k) =nk (20-1), 


则 lim (Vata t Fam- Vartas ant) 


ση -νπξζη- Ὁ) 
=lim 
a- Gas 1) 
NK 


CURED Gen τ᾽ 
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5. k t(z)ea) -' (n): 
2 


=p tD _ 
7-33) 


)- (m 


[R] τε (k=2, 3, 0, n). 


z ' 
nini D 8-5 
w-l(a-2) (m42) 
a) 
4 (= (21) 337 
Tai 


o. a deo 6 63) 


ΠΒ] (£72, 8, =, n), 
) 
(n-i miD 1 ni 
n? g Ta U 
ο ο ο ο. 


„n 2—1 3 一 1 s= I 

G. K im STT cU STT 
Se Pal (k- D (2+k+1) 

[W 3 Bil Œ+- K+ l) 


(k—1) (+ k+ 1) 


arD- De yry (7359 79. 


36 πε & om 


2-1 95-51 (n-1)9-1 -1 
Sl FFL -Il 41 


21,2338 |. (n-3)[(- 2*4 (n—1) +1] 
3.3 47 (η) [»-2)** (n—2) -1] 
(n— Dn*--n-1] 2 .+n+1 


"U(y05U-D2*ro-D31] 3 «cb 
lim 2-1. 2-1 , 5-1 qi, 2 snail. 3 


me PFI PFI WF RS P" nar) 3 


1 $ de i 
6. BÀ. δν get t um 


g-lo2,8 4 


1 378 3T 
其 中 {αι}. {yn} WE 2.27 32.2, 70, Ynya- Suay O, 


5 
RE $- v5. 


em mee, 
Yn 


[E] ai=1, 272, Sapa- 32,41 2,0; 
n=l, yon, Yna Bynt p = 0. 
根据 递 推 数列 求 通 项 , 对 特征 方程 2? 一 35 十 1=0， 设 a， i 是 方程 的 根 。 


于 是 
datie [4B 1, 
Aia?+ PN Agata P = -3, 
A: ο aS 
注意 到 1— UE 
1 1 
Aime, B= 1. 
UNS C vs 


Bi Bi 
αν”. Αα"! Ὥς, a= Asa" im 


i git 


* a[n $7" f- TORY 


sun nt Sa 
ο ο ος 


| 
| 51. 数列 的 极限 s 
Í. 1 ra αἱ 
ssl TD a3 cust 

; H 2a 3a? 
! s'= Sal ποτ + 
| ΒΡῈ α5- 3z+1= 0 大 于 1 的 根 ,可 以 得 到 
I B's alla that tath] 237-47 2871 4474-4] 

+3[a-t+ a7 γα τν 2792. ...J 

— 4[a75-- a7? a7 £979 + Y. 


; 1 — α 
mium ες pp 


FERNER: 
xÍ (17 (ir cust] - 


23 1 α a 
vsa iy e at 
[说 明 ] 已 知 第 一 ,二 项 z1、zs， 且 通 项 满足 z, + Att Bxn=0 的 


递 推 数列 , 有 如 下 性 质 : : 
(1) PERA {q"} 满足 递 推 关 系 式 。 其 中 9 是 方程 ?+ Az B=0 MN 


I 
ex 


18. 
(3) 35 (qi), (a) 两 个 等 比 数列 均 满 足 递 推 关系 式 aa Ami Βαν 


«-0, 则 数列 (0:01 0:93) 也 满足 递 推 关系 式 . 
(9) 数列 {αι} 与 {δε} 是 满足 递 推 关 系 式 rnt?+ Az..1+Bz,=0 的 两 
个 数列 , 则 满足 递 推 关 系 式 的 任意 一 个 数列 均 能 表 成 {Cias 十 Cspsj，Cu Cs 


为 两 个 适当 常数 
以 上 三 项 性 质 可 由 《数学 题解 辞典 代数 > 第 885 页 几 题 中 推出 。 而 弟 


RARR zo2+ Arner t Baym 0 SISSE + Az D-0 叫 特征 方程 

本 题 进 失 关系 式 的 特征 方程 是 2- 31150, ο... 

十 形式 :于 是 (eno 二 上 是 满足 弟 推 关系 式 的 通 解 . 
根据 iL, sym 3 RENTAR O0 I amd, n=3 ERE 


38 z-ga m 


得 数列 {yw} MENAR, ΠΠ Οι. Co 的 值 、 以 上 是 z,s+ Az Bz,=0 
B m. το 初始 条 件 的 递 推 数列 求 通 项 的 方法 之 一 . 


66. 平面 上 有 点 列 Μιίαι, γι). MiGs, ya), s BRE 


递 推 关系 式 给 出 
pm maa =4z, 一 ie 
=, νο, - i [S 


R: 34 n oo 时 , 直线 OM, 的 斜率 的 趋势. 
LO “… BEARR, Sayi- ye δα, eim Engt Oz, 
Yn Ent GTi O. Zam 4rn— + (Ent btn), 
32,41 Πα, - 62,100, 
按 二 阶 递 推 数列 的 解法 ， α. 有 形 如 0141 Cas 的 通 项 。 解 特征 方程 得 


40 - 196-0, q1=3, a= + 


ο πολ E 
m=0, medn T yi A A O 


303 σι-ο 


WB 01-2, C, - 9, 
lo 05-14, 


ΠΝ DEL 


PETER) (š) 


I OM, RARIUS e 


81. $A ERI 39 


于 是 OM, 的 斜率 趋势 为 3. 
67. REM: 
πω. 1 
"tgp MG 
μα f. T i 
l+ t X 
UN) 4 &-AÀpoeREge imet 
ss” n>, 
REYE 
1 
lim =lim ——=3, 
w On v l 
στ 
1.1 1 
14+ 百 + 可 十 二 元 
^ dim 3 5 i dim Ss lim Se Set -3. 


Uaebepee = On nr On— On-1 
68. 计算 下 列 极限 ， 
O s EPIIT yR, 


i ent n 
9) lim( n* ο. ru 


IR] Q) + s= Ñu, ma. limo, ho, Bosco. 


按 施 笃 效 定理 


im .Sa 一 So 1 »* 
mori A πππτ-[π-τγτ 


" n* 
Ἐπ Fo m0 rT Dr 
"ET 
,lim P+ Επ jm DL 


me m me Gn a- Os σκι DFI 


40 -ER m 


9) 4 δι- G+) Binh, os (ktln, 
limg,-ke, B G.u-04»0, 
m 


ΙΦΏ ΕΡΕ 


V lim $ 
ΓΩ 


ig t Dnt+ (ως 1211 - tit 
aTe GDDY-Q-D 
ERED., με. ERED Qu. 
=lim =, dd 
) vd El 


me Gen ες EED E 


1 


lim Ss 
mm ση 


im 
μα 


ο E" r) 
= lim Sa Sac 
w ση Ont 


99. ὥ θα], 数列 (c) 满足 递 推 关系 ον = 21- 2n) 
Vn-1, 2, =), RUE: lim nz, 一 1 


DE] V maiz. -αἲκθ, '. ΒΡΗΚΑΝ, 
用 数学 归纳 法 证 明 0<z。<1(n=1，2, ), BA 02:1, 又 假设 0< 


sel EH O<(3 -4N <+, 5Ι 


| so 


TRE Ox mel C {αι} 有 界 , 从 而 {αι} 收敛 . 
αυ N zm ss (1-2), MARERA α--α--αἳ, '. α-0, 


lim mm 一 0， 再 由 施 笃 效 定理 


=lim Sti 


lim nz lim -ᾱ- = im 
me Ὅρα ἃς 


m 


2 αν 


dim et Jim ση ος lim fei ἅν) 
Lain πλω Pnl πλω Wai 
lim(l-2,4)-1, 
-- 
< μακα- 
^o 各 mo 一 人 
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70. R. lim ΡΕ EESE TTY 
: ZEIT - NE 


Πο 


n 
[8] 9 z-l-/3WXeV3--, nn, KB 


lim y,— + oo, ys— y, 10, 
κο 


HARRES 
lim Džei - lim Vn 
ων. ΩΡΕΣ 
= lim Yn 
ve nyn nn IT Ni 
ü Vn 
"νετ. 
"CET S Sad 
" 1 
πες AT 
MVnVn-i n 
i -$ 
i s 
πὶ 


- lim ο ΕΒ. νΩ = Jim Z 
t nyn mre Yn 
= lim Zamaa. 2. 
m= Ui-yui 3 


7L. Blima,-a, RE, αιτία. τανε». τα} πα, BB 
之 不 然 . 


ΤΕ] i£ S,=aitast-- +a, 8,-8,-i=a,, 0n=n, ση σα 1, 
B lim .Ss- Sn-1 


M an 一 On- 
RENAE 


=lima,=a. 
--- 


lim δ. lim Stat tan — 


a. 
eU EE τας 
RORIS plina =1+(- Ds, WPL n (a) 不 收 化， 


4 *— 极 m 


[说 阴 ] 由 数列 看 限 的 定义 出 发 , 证明 如 下 。 由 条 件 知 对 任 给 。>0, 存 
# Ny Hn mn 时, 有: laa—al <. 


又 i τα] deal 十 κα ο ο 


Jaca 7 las-al | asia e lanal 
n n ᾿ 

4 M=maxí|ar—al, [α:-αἰ, =, lax,- al); 

n-N B. 

Tw d 


MN + 


NR 


AR s==a [2405]. Νὴ, ΒΝ b 有 


| a1 do Las 


-a| <e, 即 lim L(a tartan) =a, 
n E 


72. dita, 70(n-1,2 


), Blima,=a, RE: 


limaa ''' a,—a, 


ΠΕ] Ὁ #a=0. 
— αρα a, e eH, 


又 由 liu a=), 得 


jim Stattin o, 
p AVI 
MEI 
lim Varas - a, 0, . 


(2) 车 a>0. 取 对 数 


Vaud. LESTA 
Arr ar sn retia, 


n 
H lim a,—a f lim Ina, Ina, 从 而 
- = 


lim 


matinate ind oina, 
[spem a ν' 


51. 数列 的 极限 43 


Bp limlnV qasa, =lna, .. limY ag 


4, =a, 


78. ΕΙ, a,>0(n=1,2,---.), lim = A. RE: lim Ja, 


ντα 


74. R. limy m+ 3n " 


[ 解 一 ] 由 第 73 题 结论 ΧΙ asm 2n? 3n, 
lim e lim qo E el 
mse nl 30-1*£30-1 7^ 
lim? ac lind E =], 
[ 解 二 ] m ος ΓΕ 9η «Φ/δπ», limY R=1, limV/a =1, 
limV Bn = limV/ δν Iniel 


` ο m Him (V7)? -1, 


Bude n F3n=1 
. 求 .lim Q. 
TR e Dal 


[8-1 ws Lys Alim ze 
meara (AEI = (Hd) 
-的 80 - epy- si, 


n+l 
Fr 


k 


由 第 73 gu. iaza = lima, BJ 


lim ος nl. π΄. 
ἐπ ym 


x njn" ος ^ 
DR) 首先 注意 ded d 


lim 


πο rum 


“由 上 题 结论 


m lin(1+ 7) E 


im S im 
limVa,- lim pesce, 


8 š 4 性 
76. 设 0<h<1 R: Επι [e - w], 
DNI) V o<k<1, . (13) aL 从 而 


ΣΟΙ - ] 


L4 1 
(em) 
x ` 1-k>9, lim 70, 
Agt, 得 lim[ (n4-1)* - »*]—0, 


ΤΊ. RE: 32,70, 且 limya =r<1, R| lim a, -0, 


GEM) 由 条 件 lim Sa;=r<1, Rro 使 <ro<1， 由 数列 极限 的 性 
质 ,存在 N, 当 n> 时 ,有 Vas <ro .. Οτο, τεῦ, Fi lim ee 0C 0< 


ro«1). 
EE lima, 0, 
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18. BA, α»0, a, - V [ale…[aj…]], 其 中 [q] 表 示 不 超过 
2 项 
4 的 最 大 整数 部 分 ， 求 ， lim ar. 


(M (D MO«acl, Xj[a]-0. -.a,=0, 
lima,=0, 
-- 

(3) 31«a«2, 则 [a]=1 … a=1. 
lima,=1, 
En 


”项 
(9) 当 a>2, 设 b=as=[a[a…[a]*…]]. 
[bs] 7 [a*5,-1]7 85,1 7 15 a (abn-3- 1) ~ 1=0?-bn.g- a- Y» 和 


Φα)” δι -a™?— al bi-(a]»a- 1, 


2 b> [Lbs]>an at gl 


sie E 8 lim asma, 

T9. R: lim ο 33e σαν 

[ 解 ] … be FEE e (esL) ο 9, e), 
ES 3 ER ο ο αυ) 


A3 


46 
ο. 
由 迫 多 性 , 得 


"Te i - 一 - σσ 
lim, GERI e AED) =. 


CESE 


80. EX. 2, = È R: dimz, 
1 
UN) som TEC ya oum 
Gi 2n-- 235). 
a= ΣΕ 


Hm 2552.2 MAREE limsa? 


81. R. (D lim 155 To O Ππι ΓΕ Qtb R3 B 


20. 
[ 解 ] ( Bren Vs, 由 第 18 题 得 1< ο 2, 


«la Vs ο 43) -D 
x 1<(1+ ΝΖΥξ.., 
两 边 取 对 数 后, 除 以 2. 得 


[E (L. 3)-/2 “Ὁ 


^momnos 


81. 数列 的 极限 47 


miden Hm 2-0, 
Q) 由 ( im 9-0, gra BES o 以 及 极限 的 不 等 式 性 质 , 故 总 存 
lnn lnk 


ÆN, M n N 时, 有 DIL mE, BB kinn<nink(k S BAMEO, 
In n*«In k^, n*«k^, 
REN DUBII DU Hyd enel 
λος ποτε XI, 而 oldimU3e-limUE-k 
= μα 


由 迫 敛 性 得 limn +k" =k, 
82. R. lim GEE o 536380. 


UR) 对 于 常数 c, BE B tB k, 满足 0o< io| <t. 
对 充分 大 的 

o<] 

» 


eL. lel... L. L lel qi (yt 


n n-1l k! 3 
-α) αμ. 
a ko o^ 
lim -ED (T zo, 
hinta dS 


"E 
OR Oum 


[R] vont Epis ο 20-2 1 (07 16 
p 
«2(-1) n, 


dubii, m lim 2” τα, 


84. o, limy statta a0(-1,2,-, h), 


[R] 4 A=max(a, ay, =, a), 有 
VA uVarrape c rape V A TA OBAT, 
A«Uarrayy vae kA, 
而 lim 4 = lin Y -A- A, higi 


lim Vajta t Tay= A, 


š 1 2 n ] 

, H m 

85. R, limn leyt eat MC 

2 ní(n4 1v 
1 NE) _ n (1+2+. +n) 

UN] rn 
4 1 η 2 - n 
<" Ic oet Hw] 


. | na nOD 
m(1+2+. rn) 2 


* mF i)" TD 
nil nn 
uim tam PE. 1 
Z nr 各 一 TO 全 
Hb cen 
πα πο l M 
κω LOFI? (τ᾽ (m+n) 


AIT 
96. x. limj Logo 


Gm ovol«ebeleesles @m=13,-), 
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[E lim πε 


18. 2n-1 : 
87. 设 : nup ES lim an, 


ον 2-1 VEECA VERD yya NE 
tg] v πο VR UC 


NU po L 
t Y s JS. 5 2o 2n-1 
Augu w I ,< 
+E, 0<a, 5 
lim 7 -0, 
s meVisri ^ 
故 由 迫 妆 性 ,得 
lim 1.3... 3671.9 
= 3 4 n . 


[说 明 ] 对 于 数列 (uj, 其 中 = 十" 了“… BL, gaps 
法 证 得 


1.3 ... 2-1 1 
0933 77m VAS 
mE “nlt, οκ «ΥΕ 
设 当 n=k 时 ,有 
0 1 3 2k-1 1 
Sw Z SIRTI’ 
则 当 ΛΞΚ 1Η, 


ktl 1 2641 να 


ΕΙΣΤΕ ΣΣ ΣΝ 
.VQREDGERE) 1 VDT. 1 
SETA FEE ΕἼΣ VES 
1 


SJEF?’ 
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qom eui £ 
- Wa c 7m 
88. 已 知 数列 {α.} UE |a, a |<g|a,|,0<g<1(@=1,2, -). 
RUE: lima,=0. 
GEJ  [αιμ]κα[α.' (3-1, 3, =). 
ο Οκ [αι] «g]as-:] & 7 glad. 
Tilim q” l|a|=0(0<q<1), MAREE 


lim a,=0 


[说 明 ] 数列 fa 只 要 满足 [ass < laal, ο. 
即 有 lim a,=0. 

89. 已 知 数列 {a} 满足 =l, an= ψϑα, 1-4, R, imas, 

ο 4-0, ο ο 
2,70, 可 以 估计 数列 若 有 极限 , 只 可 能 是 4， 考虑 


ία, 4| 
Voa, τὰ 4-4 


Foai 则 有 bnl ces, ο. [η ας) I, fiiit 


# lim 6,50, Bl lim (αν - 4) —0, 
= = 


Jas 4] e IV Bas Fi- 4] — «Alas Al. 


^o lima,=4. 
[说 明 ] 本 是 车 数列 (m) 中 ， amk, aM AmtB, B. A>0, 
B>0， 则 (as) 收敛 . 


B0. 已 知 数列 (0) ρα eo mas 


[WJ 由 == ο. ο”. 


an> 0, 可 以 估计 数列 若 有 极 眼 ,只 可 能 是 3 考虑 


4a.+3 -3|= jan-3] _ ja- 


二 -α-.-31 Ίο... 
το a e aaa; alm 


51, 数列 的 极限 51 


Poman, 则 有 [boi] els. 5.LEFJE, im ba=0, B 


lim(a,-3)—0, .. lima,—3, 


91. 352,70, Β lim - 121, 则 lim a, —0, 
= ἅμα E 

[ΠΕ] "01 … ΒΊΑ, ΜΕ 1<A<1. 

由 数列 收敛 的 性 质 , 总 存在 N, 34 n> N 时 ,有 Ας 


a, 
σον RD 

1 

ax 


an 
[I R τ, 
στα Z= 


ead 


3y aae lim ( LJ ταν. A770, 


由 迫 煞 性 得 Maud, nr 


0a, < 


[说 明 ] 车 条 件 改 为 4,>0， 且 lim -i= + o, 则 亦 有 结论 


lima,=0, 


92. RFA RAR RL. 


(D dm (D. (D dm 
ur im 11 12-38---(n--10) 
0) lm πρι (D lim Bn 


UN] D Ra nuc DID ga a>, R 


S 


L lim δι aS 5 as 
ον αι της lim( ντ) aagal 
由 上 题 所 证 结论 得 
m 
hm P =o, 


"e". Liny 

ὢ kasir suc ED geo B. 
imt ndm LL EOD OP gs 0 Y. 
Bar um qan apasi in zn) (rn 


~liml.(ntl)=+o>l, É 
--- 


fa 


Wb Anra 


lim -2 =o. 
ma (317 


+ 


Ga Tum ur. IA a> B 


πο a = duet 
由 上 题 的 说 明 得 
lim 一 -= 一 0. 
mas n! 
ga = 1112-13 … (n+10) ， 
O ka=- ggi in D 


η 1-10) - (n-- 11) 


aw T n-1 GT ` 


显然 a>0, H 


lim δν m lim 1151813 t (n+10) ,2.5 … (9η D (94.3) 
Fw dui mm D58 -- (θη Ὁ Πατ (n+10) (n+) 


ΕΠ 


ΜΕ Πατ PN 
c 由 上 题 的 结论 得 
im 1112408 (n+10) 


im eS Ὁ” 


98. BA: b>a>0, 4>0, 
a(a--d)(a--2d) … (and) 


a BT BF) -- (+nd)' 
RE: dima,-0, 
[E] Hty-2-0, u—y- DLL 


(J-e nent Y Ger e 
Rhy, δ 是 正 整 数 . 故 


1427 D» 4#), 
* z δα. 


31. 数列 的 极限 53 


ΒΕ SAR yu>@ 的 情况 ， 


i s 
Gia) C ο 


z+ 
于 是 有 不 等 式 


zy αγ 
(515) -$- Gh 
其 中 二 是 正 分 数 ,不 等 式 对 y, 3 取 一 切 正 整 数 均 成 立 , 取 


z=a, ad, a 2d, =, a+ nd, 
gb, b+d, b+ 24, »»', b+ nd, 


Ë 
得 (15) -5-(πΞπ)’ 
" 
合肥 -< 
atnd Y ain and Y 
[559a] - bnd aT. 
将 上 面 (n+1) 个 不 等 式 相 采 ,得 


ü 


[πεπτπαὶ ona 


n a m a d 
u [— 252] -tin zl = 
gibt lim a,= 0, 
[说 明 ] 贝 努 利 不 等 式 : 
(+a) (1-25) - (1-25) 21e zie za tz, 


cha, zs 2, 同 号 , 且 大 于 -1 ΠΙΕΙΣ, n=1 时 , 显然 成 
x. 


设 n=k 时 ,不 等 式 成 立 , 即 
(11-91) +z) (1-2) 21-4 zi Fay 
3 n=k+18', B ltra, 故 i 


δέ 第 一 章 R om 


(L41) (L+ za) e (LH ο ο ο ο Haa) (L+ trat) 
S (lH trt tatio ttit η. νο 
Ë zz >0 


(αὶ) (14-22) (1 2441) P1- ib rab Tasya, 
故 贝 努 利 不 等 式 成 立 . 
本 题 用 了 zs z == z, 时 的 结论 ，(1+z)">1+nz。 显 然 z> 一 1 
时 ， 


人 (+ 二 > »ienba-iez, 
Lu n 
两 边 开 n 次 方 ,得 
Qn elei s, 


94. BA: 2, (1 Ly ESEE Z) (oA -). 


S Hime, 


ο ρα 


z- τει ανα) P 


k k 
因此 ài RAE DAL 
而 lawn, Sp-qaoeDGnen. 

m impu Eu 
mei lim n+) 4 
于 是 lim z= 


[证 ] 由 不 等 式 
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Z <VITH5-1< 王 ,1+z>0 
gíz«VITa-1«2, bean 0, 


i gum P x id prd 
显然 ο À 2 Ld Su E 


— QD a 


lip $ =i Peta 
š i 
mang : ml mu 
m, n να b= idt 


[OTT UM noka "s i 


/ ` (O GN HOUT 
96. 若 数列 a.) 单调 增加 ,数列 {3,} 单调 减少 , 且 
lim(a,-5,)-0, ΠΙ lima,-limb,, 
[证 ] “ lim(a,- δε) -0, 依 有 界 性 , 存在 常数 M.N, 使 得 
N«a,-b,«M (π-1, 2, =), 
a, &b,- M «b; - M, b; »a,- Ma; M, (n=1, 2, —), 


即 数列 (as) HER, {05} EFR. BASSES, .. (04) os) 都 收敛 。 
于 是 lim (as - ὃν) = lim a, — lim ba=0, 


58 *5-* à m 


^. lim a,= lim ὄρ, 
ana πον 


97. £g uo 和 to Busto. 


设 数列 dun} 和 {οκ} 满足 下 列 
关系 : 
ασ μον e" ten, q = uim, eum senis E 
uum ιο ν.. πι οσα 


求证 ， 数 列 u.) 和 Cou) 有 相同 的 极限 ， 
[iE] (用 数学 归纳 法 证 明 >u, Sino lB 


ωστε, — δον, scu eto, 
> 


假设 n= 一 了 时， veta M =k, 


uus δω αθηνα " Birat na nta s, 


vU. (n=1, 2, =). 
(2) 用 数学 归纳 法 证 {wn} 单调 增加 当 m=1 时 ， 
2ui=to-to>2u, '. iT Mo. 
BRA nek- lit, uota, ΒΒ n=k RE h (1) - 
Quy= Ugit 02-177 τη 


k 


RD 
ον (us) 单调 增加 。 
(3) 用 数学 归纳 法 可 证 (o) 单调 减少 。 当 n=1 时 ，304=Ww+200< 
Bu “O<. ο nek- lih, 5 MG οσα 
Bor = tha + 201 < ls 


n (J) Wap. 


B) veu 


的 Xs tum Sese, Bp os ud EAA g FERA 
S2 lim(o,- u.) =0, Ë 


由 (2)、(3) 讨 论 即 得 


lim v, — lim v, 
i-o 


81. AHRR 5r 


已 知 数列 {ιο}, 其 中 i=, 二 eom 
"n 1 N 
tat 
1 
DE] wai s πε πε ΣΣ) 0, 
{wn} 单调 增加 。 
此 外 ， 
wt A Pg + i <t, 


“uy 有 界 ， 于 是 (us) ie? 
99. Bec Vac Var ra (00), Bü lim z, 存在 ， 
"+ 


并 求 其 值 . 
[证 ] (D 由 数学 归纳 法 证 明 其 单调 性 ; 当 n=1 时 ， 
ανα, VatVa, J, zm, 
dX n-k-lW5g mma 则 ha> tta, 
IFES VAFA, ὃν D> Tn 
即 {ο} 单调 增加 。 
(3) 有 界 性 : 


ο X desta 得 


Oen ET ELT al, 
ΒΡ {ry AE 
(8) BO) (3) 知 (sh kk. elim z= A. aimo en RARR, 
得 4?=a+4, BA- Α-α-0͵ 888 
AE liviri, (4- i viri 2a). 


μμ 
xodmVarVarery ae lt lt, 
ἴα à 
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H 1 
100. Ελίσα στη 24 G=1, 2,0) 
求证 数列 {α,) 收敛 . 


DE) » ma mT VR) 


Mn 
POI T 8 
Mail wWnri-vn 


1 2. S 
ST NS 
数列 {zn} 单调 减少 . 


又 e Pi- Vn 1 
WV 
1 一 一 一 ， 
L2 z 
>” (nti-v n). 


Àp Å V-V Vari- 

N αμ ανν πι ο 

^ H77 +> 2/5 »2(/nTi-1)-2V/5 7-3, 
数列 (z) 有 下 界 。 因 此 {za} ca 

101. 证 明 : 45 0,=sin sin…sin z， 则 lima -0, 

— pos 
a^ à 

[证 ] (D X&0«z«7. N]O«snz«z« T, BUENGEM 
象限 单调 增加 , 故 有 0<sin (sina) πα. 
有 0<t< 所 .0<sin(sint) «sint, B) 0<sin(sin z) <sin z, 于 是 当 0< 


z< B, 有 0<sin (sinz) <sinz， 于 是 由 数学 归纳 法 , 易 得 0«as casi, 
(0&z«a). 
(a) 单调 减少 ， 且 有 界 ， 从 而 (op Wok. TETE lima,= A, MÜ 


Bi A-- lima, lim sinas 3 Sin A, 


2. A=0, 
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(3) … 当 m<z<2r, ἴξη-α-π, WJ 0<y<x. 
sin z= sin (+ =) = — sin y, 
sinsin -… sin z= — sin sin---sin y, 
wasa aT, 
S DS 


lim sin sin ---sin z= — lim sin sin---sin ye 0, 


(8) 由 周期 性 得 zxE (— 55, + ee) 时 ,有 limsin sin---sin z=0, 


100 ὥ αθ, a= a, t= Va (n-2, 8, 4, =), R 


证 数列 (2,1 收敛 , 并 求 其 极限 . 
[πε] (2) 当 a>1 时 ， 
` m=, n-Vamnela. omnem 


假设 p= KHz rus σι σα ο a> ih, 
{πλ} 单调 增加 。 

X. n = q <a, mea J| za a= Yaz <a <a, 5X4a»1 
W {zn} AER. Rit, {2a} {τάκ 

4 lim s= A, 由 


lim zy» lima: 
Αν ot 
得 4= Va, ον 
A- Ma (450. A- Va), 
(3 5 0<a<1, z-Va, n-Yanc-im, m. 
Bi n=k EH nomun M r= Van > Vana > tn 0<a<1 
时 ，{zo} 单调 减少 。 
又 由 a>0,.. za R (p 有 下 界 ，.. {ση} 收敛 
令 limzn=4. Hilimz,-limVaz,a, @ A= "σος σα 
- ee 
limz,— Va, 
- 


因此 ， 当 a>0 B. 总 有 limz,- va, 


103. 83821 {αι} 满足 0<mxu<T，(L-m)avta> 玛 Cs= 了 2， 


7). RE lima q. 


e πα à Β 


ΠΕ “ΝΕππϑ2»0, dion) <+. 
于 是 O- aa) an> 9-2) 


2580 zi zs (n=1, 2, o), {zs} 是 单调 递增 数列 , Br ER. Νε {αν} 
收敛 ,不 妨 设 极限 为 工 . 


# 4 -azor> 村 , 得 lim(L- az- (1-2) 2>, 
又 对 任何 正 实数 有 (1. D) L1, k 07 D-Lo. ΜΒ Let 


x 
m lima. T. 
104. 已 知 20, zo= a, m 是 正 整 数 ， 
m-i k 
zx er «t wy. 
αρ Dp- 2772-3 (p ) 
R: limay, 
> 


等 式 (1+a)">1+na, n>3, a>0 R - 1<a<0. 


παν Emma k 
Wai. κ 


map. 


k—zg4,WY 
ges (o ES S 


即 {29} 有 下 界 或 {zo} 有 下 界 ， 又 ü 
ar 
… 数列 {zp} 单调 减少 ， 于 是 {zp} 收敛. 
ü lec ca RS 
MI. πότε ο ο 


105. Balita, 求证 fa CR 
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[证 ] ας) <e, σπα) κν 8»(1-1)-l. 
ο ο È mern -m< $g 
ον ο 
所 以 aulis exl ο ο 
Ep {an} ἘΤΆ. 


ucl ce 21. 1 
X am-an ο ο (n D) -=I ΠΕ 


由 于 人 (14 二) s 819 (1 Au ranae, Bp {οι} M 
调 减 少 . 

综 上 所 述 (as) 收敛. 

[说 明 ] 1. lima,=y Mh y HOS EGER g, y n 0-577216 


2. 证 明 ο... 


s VE «ποτ (ιά). 


16. g 7, ο -- ο 
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[R] Wale tetin, ο ο 


[3 
1 一 2 1 
ΤΙ 
=1 Cortost +an]. 
由 第 ?1 题 结论 得 


lim f a= lim 二 [at+ao+- +] 一 liman 


linT,77 (v 是 欧 拉 常数)、 


1 
107. R: in( r+ πες 


[ 解 ] 由 第 105 是 结论 
Πάνα εναν) ση, 
Ah y 是 欧 拉 常数 、 


1 1 
lgti b: y In», 


且 当 m-~， ου A ν bees 于 是 


ET xit tte c tem brin 2n ees] - Dy ln ne] 
= (In 2n- lu n) + (83, — €n) 1n 24 (83, — 8,). 


B H 一 ~ - 
ο zu -+ )= limn 24e εὐ) =1n 2, 


t 65) 柯 西 准则 

108. 任 一 无 限 十 进 小 数 a(0<a<1) 的 不 足 近似 值 组 成 数列 
(Aj); di:107, ο. ο o, a 1075 ο... 
十 ga*10-"，…， 其 中 是 0 至 9 之 间 的 整数 (6 = 1, 2, e). 
求证 {4,} 收敛 . 
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[证 ] -4.-a]1071-a;10 ?+… 十 as*I0-”， 由 柯 西 准 则 ， 对 任 给 e 
>0 和 任意 自然 数 p, 解 不 等 式 


|o Anl 74:107 091-7 αρ. 107024. ee +a, | 107 (t0 


H6) 


i-um) — — 
dU" w/m πιο lr)» ` 


i 1 
P. ">D θ' 
取 N= 二 [三 ]+1 315 Ν, 414.2 Ane 
… 数列 {4n} kt, 


[说 明 ] 本 题 实质 上 说 明 任 一 无 限 十 进 小 数 都 收敛 于 一 个 实数 ， 
sini , sin2 sina. 利用 柯 西 准 则 证 


109. Biz, SS SA ER 
LITT 
[πε] 对 于 任 给 e>0, 及 任意 自然 数 p, 解 不 等 式 ， 
1 7 2) 
amo- 人 + 
EEG εἰπ(η ΣΣ E sn |+ -+| ins 
= 
3: 1 1 Li T 
*umtgnt" es στ 12"<s 
vA. 


δι Ν-[ιος, E ]et, 5 n>N, AA pne nal τό. 由 柯 西 准则 。 {za} 
dk. 
sini! , sin2! sinn! 
110. Go, - + 53 Mirror E 利用 柯 西 


准则 证 明 (2,) ak. 
[证 ] 7 对 于 任 给 8>0, 与 任意 自然 数 p. 
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bao zl Sim(nrl?: , sn(n2i! 
2 en (n+l)(n+2)  (n-2)(3) 
+p)! 
(xp) pr) 
[ΟΗΕ ΤΟ ΕΜΜ ΤΗ] 
(ntl (nta) (n2) t3) in p) (n por1) 
< i + 1 Re 1 
περα πο (ας) map rp 
PO το ορ 2A o d 1 
ntl "tJ nia n3” 


n+p "pri 
1 i cod ci 
"rl nrprl “nti n ^ 


πα edens 
#, BATNI, (0 cl 


πο ο ο 


fo, itc. 
[证 一 ] 对 于 任 给 6-0, 5t£ # BP p. 


ο ας) 
lomo aal = wipe erm wet 
17... 1 I 1 
<ar TTI + arp Dary 
ss bu καστ 
n n+l n+l n+2 nip-l ΞΡ 
Le 
n n+p n 


I ο ο 5 n>N, 都 有 zal <a, 


ο [1e e e wa. 


DEC] V anonn σος, -数列 单调 增加 X ἐν 
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CONUS ER. den 21 Eu 


119. ο ο ο. 


Μ. 


[分 析 ] 柯 西 准则 验证 数列 发 散 的 说 法 为 ， 存在 某 个 >0， 若 对 任意 
ΒΝ, 总 存在 某 个 n> N 和 某 个 自然 数 p, 使 得 |zn+2 zn| >80, 


[证 ] v Rec 950, WERN N, 取 n> DR p=n, 有 


1 1 £ 
lenti zip tt περ 
… 按 柯 西 准则 (24) 发 散 . 
x 1 1 
ο τπτ d ue 
1,2, 5) ἈΚ, 


[E] 取 m= 二 >0, 对 于 任意 的 N, Ron H EUR pon, 有 


EN 


1 1 i 
mar) "παρα t aop 


|z = Tal = 


ls 
"UTE περα 


… 按 柯 西 准则 ， {2a} 发 散 . 
114， 利 用 裙 本 准则 ,证 明 数 列 4.=nsin P (nel, 2, =) 


发 散 . 


[证 ] ~ Rest, 对 于 任意 的 入 , 8 n> N DR p=3n+1, 有 
(n+p)a 
3 


lanso- an] = | (03 p)sin. 


PRU 


66 *-* & m 


got | nt Dsin nte fne ; z| 


της sint 
=| a+ S η s: pe 
n8, 

las, as|>3n>1=e, 


按 柯 西 准则 ， sin 27] ei. 


115. RE: 车 存在 常数 6, 对 任意 自然 数 w% 有 
Φα —23| 十 |zs -Za| 十 … 士 jz 一 za-il<o 
则 数列 {zw} kak. 

[证 ] d As |z ο ο 045) 是 单调 
增加 数列 , 且 有 上 界 所 以 {An} icc. 

由 柯 西 准则 ，`… (An) Bs ο. 对 于 任 给 60, 存在 入, on» N, 对 任 
XE 1457 Anl κε, 而 

νο ος ο + (Zasp-1— ο H+H (224129) | 

< ο ο ο”... 
Ano Aal se. 

-.. 数列 {2a} 收敛 ， 

[说 明 ] 数列 (z 若 存在 常数 6, 使 得 

dz n] zi zs] +|z le (n=2, 3, 4, =). 

则 称 (25) 是 有 界 变 差 数 列 . 

116、 对 于 开 普 勒 方程 z=m 二 esinz(0<se<1T),， 设 


e, Da = m ESIDa. A, ''' 


mo = m, zi = m + 8 Sin zo, 


则 数列 (αι) kk. 设 lima, =£, 证 明 :是 开 普 勤 方程 的 唯一 解 ， 


[证 ] ov 25— 2; (sin zi — sin zo) 0 ZEZA, 


5 αντι] «δε μα aine: meja- al. 


$2. KAARE 6r 


同 理 ， |za—zs|<s|za— | e?| zi πο], 


]25— 25-1] &e| 25-1 z,| <e=1|zi zo]. 
[22— |+ |zə— 22] ++ |n — Tna] 
< (e+e? "+e"!) [zi — zol 


< 


Tm]. 
利用 第 115 题 的 结果 ,得 (2s) 收敛 . iplimz,-6, z,=m+esinz, 15 
{50 ΚΕ, 8 ἐπ εσας, HERE z=m-+ sin z 的 解 . 
下 面 证 明 名 是 方程 的 唯一 解 ， 若 也 是 方程 的 解 , n=m-+esinn, M 
l&—n|=el|sin&—sinn| «ε]ξ--πὶ 
而 0<e<l 故 $=n。 即 是 开 普 靳 方程 的 唯一 解 。 


82. 函数 的 极限 


(Ὁ 函数 圾 限 的 概念 
18. CAEM y- 求 8 的 值 ,使 
Ὁ) 当 0<|s-21<8 时 ,满足 jy- 号 |<0.1 


Q) mo<|s-2|<8m, WIE v- | «0-01; 


2-1 8 
G) 证 明 lim στ”. 
ΓΙ ὦ ο 2| 20.1, 12-21 i mie ci A 


3(3-4 | 322 Bs d eU 
Hiep "seu s 1-260 


由 此 解 得 |z- 3| <0.05. 故 取 0<5<0.05, Ἡ 0<|z-2| <8 时 ,有 


中 <o 


-1z- 引 < 


lv 


9) se | 


xL 引 <1 即 1<z<3 时 ,有 


8 


Sen Š |z —2] «0.01, 
解 得 |z- 2| «0.005, 故 取 0<5<0.005, 当 REP 时 , 有 
j| <o. 
O 对 任 给 a>0, 解 不 等 式 ，| -号 = 于 -号 | <e oa <1 即 1<s 
«3H, 
2-1 _ 2(z+2) 
ο... 
ΜΒ |z-2| <4. Ró=min [1, ib 3 0<|z-2| «ὃ W, 


118. Ru, 1m 2-1. 


=i 2+1 
Πε] νο 
4l- GE s- :|- LBS 
Iz z 2(z+1) 2(z+1) 
3 [z-1|«1 即 0<z<3 时 ,由 


2231 f 
TGI *[z- 115 12-1] «o, 


ο ο ο ο ο ο... 


119. 求证 lim dl 


DE) 对 任 给 e>0， 
ltd -== 
当 |z-1i<1 妈 有 0<z<23 时 ,由 


82. HAARR e 


2 -1-|51-|5-1|κ2-|5-1|5», 


解 得 δη κα. S37 nin[1, i ας οκ. 


2 a? 
120. ἘΠ. lim yi. pci 
DE) 对 任 给 s>0， 

E zl | 


; μ.ο ded] 
^o[3SrYzFl 


γαρ qe ly +£ 
4 
«delet, 


T 
qaid, toeleetiedp B operc prm n< Β 


PN spi. z: 
SYrrl -二 < ne 


ο ma-na fz Fh H 0<l2+1 etn 


zl 
ER il 


z 
ei myrti 
121. ji. limasin L-0, 

e0 = 


DEJ … 对 任 给 se>0, 由 


[es -oļ= ο. 
i z 


Ἐιὸ--. 5 < |z| <A 


το *— m 


zsinat] <e, 
`. limzsn Lao, 
ΕΠΕ 
199. RE: dimat-a" (mm 是 自然 数 )， 
[证 ] 不 妨 限定 |z~al<1, PA 
lzj= la- (a- 1) | «laf 127 2] «14 [a]. 
对 任 给 8>0, 由 
[am-an] = |r- a| amenta e a77| 
«|z-a|- ([z| o J217 La] 4+ Jaj) 
3 [ας Q3 ap? 8 1277 a7| «1z-a] m (1+ ]a]) 77 «e, BI 


a 
als mil +a)" r 


; 9 
x senis. zen) 
3 0«|z-a| «o3, # |z" - a"| <e, 
lim anao", 
123. 求证 ， 
(D lim 一 工 - =0, Q) lim Led, 
e 1+e +e 


DE] (D ΝΕΑ One, 由 


| Μην νι m r> L-1>1, " 1)>0, m 


< i 
D Uu -1 
VI 


当 0<z<3 时 ,有 


82. 函数 的 极限 τι 


1 
5, 一 <in 一 二 一 
απο 


mô -—— 当 0<- PIX EP 
h— lz | 
5. lim—lrel 
eee 
- 
PE 


=“ 1 
uo are tg rr 


manual yoa. 由 于 正切 本 数 在 区 同一 等， 务 ) 内 单调 增加 ， 
故 两 边 取 正 切 ,得 

s) 

a-z 
--ᾱ-α-ἰρο, Βιδ-ἰβε, 当 0<a-z<8 时 , 有 


jere s sti 


S dimare 
te 


= 
a-a à 


το "ox 极 m 


125. BERE = ZEP 求 了 的 值 ,使 


a) Μα 2X NE ly -1|«0.1; 
(2) 当 |α|»Χ Bi, WE |y - 1| 0.01; 


(83) 证 明 lim 号 证 ~ 

[ 解 ] C» κια Sz] - 1| eo aey <0.1 λα 
PESO Fue απ. 

a sue | zt +-1|<o. 01 即 Lond .01, 解 得 jz|> V 199. R 
X> 0, 当 [sp X, 由 有 | rro 1| <0.01. 

λος. | 解 不 等 式 得 


1s VŽ. 


ΕΝ 
B 2 一 工 
im 
198. 求证 ， lim (arr . α) ES 


[证 ] 对 任 给 s>0, 取 z>0, 由 
Me 让 me 


z- VDE 


= 
3(Vz Ez +z) "πέσο 


1 -ᾱ 
3ürrirAVzz) s C 


SB. Ro S >X A 


83. 函数 的 极限 73 


Ten 
|νστΞ---ᾷ| E 


lim (γα — z) - 


[证 ] 对 任 给 se>0, 由 
II 
ly! vri 


BENITiRl, Lais RX-- Lal 8 5» ΧΜ, 


|-- 


| 1 

να] 
- BI 

128. RE: lim (sin Vz+I-sin V/2) -0, 

GE) 对 任 给 se> 0, 由 

[αι ΖΕΙ V7 | =2|sin VEVE eos EE 


+ 1 £ 1 
3 | <—— 
«alia Pr iesu Tayz- ^^ 
> 1 1 
Wie. RX= q> 5 z>X 8, df 
[sin z1- sin V7 | «e, 
^ dim (sinVz+I-sin / 2) =0. 

E 


129. 求证 ，(D) limamigz- — 5. (3) limamiga- 7. 


[证 ] (1》 不 芒 假设 *<0， H5EGEDESOENOJNI -F <arotgr 
πο, 对 任 给 se>0 Bec T, Arn 


see (enm gee 


τά 第 一 童 R m 


亦 即 aretgs<- 516, 
由 正切 函数 在 (- S, F) 内 单调 增加 , 对 不 等 式 两 边 取 正 切 ,得 
te (etg 2) =z cte o) - ctg 2. tg 
取 X=otgs, 当 =< 一 工时 ,有 
[arotez+-5 | en. τα ο 
(D 不 妨 假 设 >>0， 由 反正 切 函数 的 值 域 可 知 ，0<are 绍 z< 世 
ΜΕΕΘε»0Βε-5, ΒΕ 


[are tez- 相 - 呈 -aretgz<e 


Di arcigz> 5-8. 


Μπερκ (7 5, T) 内 单调 增加 , 对 不 等 式 两 边 取 正切 ,得 
πο 2) te( 5 n 

RR x=ctee, 当 z> 开 时 ,有 
jerete s - 5| e. eR Jimawigz- 7. 


)-ας e. PEEL LN 


a. 2z+3 2 
190. RE: lim 27 F 
GE) WER e>0, 
2:43 2|, 9 < 了 
32-5 3| 83|3z-5| ΕΝ 
δε Χι--δ, 3 |[z|>Xi=58,# 327 5| 2|2] + (141 - 9) 2l]. 
B 2z+3 _ 2 T T 
zB k-5 3| TE-S9| 3l ^" 
ΜΒ Isi. Re nax[Xs, 如 当 Izl> 工 时 有 
2z+3 _ 
3z—-5 


2 - de 2213.2 
$|- ^om EL 


82. 函数 的 极限 75 


131. RE: (1) lim a" = +00 (a>1); 


© imr- 
[证 ] (1) 对 任 给 M> ERER at M ca", H α» 1 指数 函数 单 
调 增加 , f >> log M, Ru X—log, M, 3 z>X Bi, as> M, 
limas=+e (a1), 


- 


P i^7- leu x, 


一 co。 


(2) NEA M20, i 


«0, ΑΠ oe x iouis M) s z<— X N, # 
Lu B " w 
pom v fm. -- 


182. 求证 ，(1) lim inii lo (2) lim logi -oo 


UE) O 对 任 给 了 >0, wasi 5 Jn e tf 


EE e.a. 


Bisa >M gA s| < V. Ba=mi[1, Varp 当 lzl «ὁ 
时 ,有 | EL |5.. ^. lim 2z+1 


— omi 


(2) 对 任 给 M0, 解 不 等 式 
logsz< M= los τς. 


Socr. 取 6= de 当 0<z<8 时 ， logsz< — LI, 
lim logsz— — e». 
Dasan 
133. 用 柯 西 准则 证 明 y=sinz 在 z=zo 处 收敛. 


76 Αν OR 


CE] 对 任 给 e>0, di 
za" . Z- m 
2 


[sin z -sinz | = | 20s 52 sin 


| < 222] 


«2 


NE 
= =I m+ 


&|z - zo| + |" -zo| «e. 
RR a=, S0 |z -zo «δ, 0x 2" ro] «ὃ Bh, Ἡ [ein — sin z"| <e, 
由 柯 西 准则 , y=sinz 在 z= zo khit, 
134， 用 柯 西 准则 证 明 y=z? 在 z=zo 处 收复. 
[证 ] 在 [e-e =r tz] | 2" | «Iz | - | 2") -«z 2" | B 
当 |z 一 zl «1, |z"- | <1 时 
|z'] o [2 ~ zotz] < [2 --αο] + [19] <1+ 29d; 
ο Εν 
有 ατα Γκ (1ης [α 1) [α) τα”! 520 [2:122 
«20 |n) Iz -zol + |z" — zol], 


可 见 , 只 要 
0l? -ml < gae pp. 9l nd ary 
上 式 右 端 必 小 于 8. 
Mit N ò= mini, TED 3 0«|z -z|[«8, 0-«|α''- ο) - 
OW Iz --α <e. 
由 柯 西 准则 , y—2* XE z== Act 
195. JETER y- 827. ο coo 时 收敛 . 


ΠΕ] ` 对 任 绘 s>0, AR 12" 0, 由 
karaa EE |< 却 + 1,2 
[PEE . Rx=2, X > X, z”>X N, 有 


|== 


z] <e, 


82. 函数 的 极限 TT 


-由 柯 西 准则 , ας 


186. 用 柯 西 准则 证 明 y= sin z 当 2-4 co 时 发 散 ， 


[证 ] Hte ΜΕ X0, 总 存在 
zeX]eem X, ”=2[XJ=+ Ex, 


而 linssin z"| - [1- (-1)| o2» τες 
-. y=sinr 25 z—v+ o BPA RK. 
[说 阴 1 (TIR ECL PR ma paiay Re ib. 
取 m=2nz+ 5, amine SE. τ 
lim olim (915. Se dy mna Zj- Faa 


ς - a 
lim f (za) lim sin( 2n + EE 


1i 


sin(2n + 等 )= -. 


lim G = 

s y-sinz X zoo 时 发 散 . 
187. Ri: f(e) = cos L M α-»0 REX 
GE) Resi 对 任何 5>0 总 存在 mw (€ 


工 
m= 和 m=, 


ine 
有 Iz 一 si<8 但 
156 - 567) |= [eos (2n + Z) -eos 2na |->% 


πα - 


[说 明 ] 也 可 以 用 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 来 讨论 。 


s OY: 
m m= ΠΩ 


78 第 - 章 R m 


lim z, — lim 70, limzz-lim 1 o, 
MU aet Una 


li m) = li =) 
nim en min emen 5) 
lim f (10) — lim cos 2nz— 1, 

名 7- 外 


ος ο. 


(8) X A5 MR 


188. R FIRR: 
2l 8 
O dmn @ mrs) 
zu (ztD(z-2-0 μι z-241 
ΠΗ Ὁ dim (til ^T 


1 
---ᾱ 
3. 


)=um Hs-3 
1 i-a 


E (z--2) (α-- 1) 
ty 


139. REM lim (Vz+ ac Vz — V5), 


rm 
= lim — 
Uni m REPEAT Nar Na ΕΣΣΟ 


ντ 
= lim 
cs A Im 


140. RAR lim [VG+a) (w+5) -2]. 


" 1 3 
ὢ lig( 1-3 


-1 


$2. 函数 的 极限 19 


[ 解 ] Jim | LV (za) ab) - - li (γα) (z--b) -- αὖ 
ολλ iu CU ES 


= lim oth)rtab 
enm V (24a) (1+0) +z 
ab 
arot 
= lim 二 ath 


ID 
141. RRM lim οἳ(ν οἳ Ἓ ΕΙ -αν 2), 


[R] lima (VE EVE ο - lim (t ΤΕΙ - 23) 
kuyay =a tesi 


2 
= lim 
ite (Vat RET nV 2) (να ΕΙ + αἲ) 
= lim 一 一 i ο 


(A. φαν Ta rae eu) 
v. EDI (G2) 100)* 
142. RB lim (z 1) (2 re +e 


im {EED (54 2) (24100) 
[ 解 ] lim DT 


w 100 
T (Xy. +(1+ i +. xa y 
«C 
Maa : 


2100, 


148， 求 极限 lim 


[ 解 ] ὦ #a=0, M 

m Vz-Va-vz-à - 8 
Ja VE me = τα UE 
G) #a*0, RI 


80 *X—x R m 


Mz-vVatVz-a Vs-Va  vz-a 
Pm ΠΝ m 


-= Jafa? = 


( MESTA 1 ) 
E Mat- a* eV zrNa)- «ατα Vrta 


[ 解 ] 
=lim ———*— 
asa (αὖ- a!) (Vz—0 4 Na- b) 


3 £ 1 
“i TT UNT 
(i) α--θ, 则 由 (0 的 结论 可 知 极限 不 存在 . 
im Zt ttan 
146. REE lim kaw sak” "=: C : 
[W] V stattan n= (2-1) (αἲ -- 1) αγ. (7-1) 
(2-114 (21) c Gn ates 1)] 
= (z- i)[n-- (n-l)z+ (n-2) z 4 2271], 


lim EXPERS lisi (n- 2)24- (n— 2)af p bant] 
S 


_ n(n+1) 
E 
146. 求 下 列 极限 ，(1) Hm S52, (2) ng -am 加 和 
im 2 十 sin 和 "Ed c] 
G im Fras 91m i 


[R] lm l-o, 且 sinz、cosz、arctgz 都 是 有 界 变 量 ,得 
pur 


53. 函数 的 极限 


81 


(1) lim £2 £9 
- 6 


(2) lim BERE o, 


Θ) lim LE) =lim 
ΕΕ 


( lim E7987 arotg1= Z, 


147， 求 下 列 极 限 : 


2sin?z--sinz—1 ig'z— 3tg x 
D) im ; üsin*z- 3sinz I! Q) lim ( 
3 cos| zem) 


2enrksnz-l Q0 (sinz+1) Qsnz-l) 
[ 解 ] (lm 1 Zen"z-3enzil lim ης D (sina - 1) 


=m sin 2-1 _ 8. 


πο τὰ.) 
Mgiz-3tgz .Jim zs (tg?z- 8) 
O M a(s) ei (e5) 


[Ci 
— meeer) 
. sin (z- 5) 
cosz:cos 5. εἴ (Z — ) 
nimia: CL 5) — 1 =, 
cos z-cos Z 
3 


(-3)*44* 
REB CC. 


in *—* R m 


m 
3 47 
τα) 034 
149. 求 下 列 极限 , 
Yt 
ERES 
ΚΞΝ 8 .. /sl 
(3) lm EE s (4) lim 
[R] Ὁ ERER r=, 有 
im V£-1 κα. ὅσα 4 δέ. 8 
ΩΝ uu t 
(2) 作 变 量 代 换 z= i 
im E34 jim 32 jm -D (tl) 
in pz ωρα llm 2) (FF 3E L4) 


ΠΤ M 
er ΡΘΗ 137 


(3) (EXER z+6)= 6, 有 


m Vts- B alin? 


E a 
ΗΤΟ ΝΉΕΣΣΙ 


e Veta a αρα da Ond 7 
(4) 作 变 量 代 换 s=, 有 

im E-logg δ-1 μ (EDI) 4 

ivt eut ERR CU 


m 
150. REM lim TTi (m, n 都 是 正 整数 ) 

im 2-1 a jm (τ- 1) (277-277 zl) 
UN) innra ia (z-1) G7 EFE ERG 1 


im ipe “十 2+1 αἴ; 
Pan 


πο 
(1-1 


$2. 函数 的 极限 83 


[R] 4z-1-f" 
2o fl 
in aT 


由 上 题 结论 ,得 
GDÍ-1, ρα 
(2425-1 πα) 


lim 


P 


153. ἘΤΡΒΒΙ. (Ὁ lim VEEL, 


ο φΊτα-ι-5 
(Q2) lim — —, —t*- Gtt n XE & A0. 


I8) ὦ $ Virz-letRjz-(t41)"-1, 


TR, 
ώστε . lc n 1 
ip — ni πτττ-τ-ππταπετταπ"π' 


D ΒΗ, Φ νττ-1--ι, 则 z= (HI, 


O τον εφ» η 
' πο -ia 
-in ra qapay T 
nin-1) 
num mE LS! 
mooo o w 
[说 明 】 本 题 ο λος 8 05 


极限 ,如 : 

着 到 Ja)=0 M im SHTO 
im -VT A- YT) 4X2) 

153. 求 极限 ， (D lig lO A 


wi. 
-l 


84 第 一 章 5» m 


Q) lim (Gta) Ga) a) -7) (nm 是 正 整数 ) 


ca (1) $ #==-1, 则 f=>1 时 有 t=>0。 且 利用 第 152 题 结论 
m- ντλα-Ψεγ--(α- VxY 


αλ 
(VIrt-0Qix:-D-(Virr-D 
κ ys 
=tm VIFT- lim MIFE L.y τ m Vit 21.1 
cr m 


rd »r 
8 tet, 则 zx o, H 1-00, 
Jim (Veta) Grad) (sto) - 2) 


gi im (4: aD TaD ας Ὦ -ᾱ) 


nons 1 


= dig Vra cran) Qa 一 EDIT (1+ant) -1 


= 
e rat a 


1+ 
σταρ Fat) I 
νο πα σα 


ene 
=} (atat a). 
| n 


| 154. WE P (2) -aiz-r a; eau" RE: 


| lim σος 5s (ngo. 


E 

[ 解 ] lm P(s)=0. 
med IrP(GD-1 gus ΙΡ) 一] µια PO 
E E E Pia) an a 


= llim AZt in taa σι 
| CE XE GC 


52. i RE 85 


165. 设 Xa-0. Xu lim $a V3Th=0, 


ΠΕ] λαο ο 
Σοινετῖ- hav IFk- nd 


= Ja (VzFk- Vz)= 


À P VT 
TR lim Èa αρχ ZW 


186. μὲ E LT ZUREDICU ΜΘ lim LEED Got awo), 
(D Ένας C) Aet Ὁ) 5. 
[R] (D ΚΆΝΗΙ, 272 SHSITRTI zt, 得 


1y 
(artD)* _ (+ z) 
+A n d 


(2) 当 大 为 负 整数 时 , 若 A0, 有 


34-0, 分 子 分 母 同 除 以 se 有 


c 


(az-1) qu, (art+ 1)* i 
A 


(3) SEN, 


(aztl)* 1 
ια τε 


151. 已 知 ，lim (zal ke-b) 0, R, k, δ. 
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[ 解 】 由 已 知 条 件 有 
lim MET Pi hob 0, 
此 即 k= lim 
eA 


代入 已 知 条 件 ,得 


b= lim (VE -z+1i—2)= 
— 


= κο ρα ανν 
esim Ναΐ-σ--}ἠ-α ΕΝ 


lim 


- τα 
nikel, b= T Bf 


1 1 


Jim (EI zl ks-b)oü, 


158. REM a. b 的 值 ， 使 li EE: 


2 一 工 


-4, 


(MJ 要 使 lm το ο lim VFA- but, 


sb-Vita ΤΆ, 


Αα Vito m T 
e xl 
αμα ρα 
= VZ 十 G 十 MY] 十 @ 
taati, pad, 
navy 


159. Επ. fa) = be tee d y 


好 一 2 一 2 


limf (0) =2, Nmf()=3, 


R: lin }(α). 
UR] f(z) 的 分 子 、 分 母 同 除 以 2 
astb + r 
yJ=—— 


— 
m (z—-1)-(V/24-a4- 1a) 


FEED SEE 
 2VITa 
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lim(1— iaa lim f(a) = 


d 


lim ο... - 
= zy 


即 可 推 得 a=0, 5 一 2， 于 是 


= tortad .. τι πο. 
fo)= -pop a  lmy(=3,lm=:-s-2=0, 
下 必须 lim (z?-Foz 4d) - 8--2e4-d—0, 
ΒΙ de -8-2c, 因此 


ος ο μη 
LEE) -JGH * 


«τε κος _ 8 


Su infit (z—2) (z 1) 
. c-1,d--10, 
^ στ EN. 
lim f) - liu Ste} -5 
100. ΑΜΑ im (2357). 


ου 
RALAR O, 以 上 各 项 均 小 于 1， 由 指数 函数 的 单调 性 质 得 


3 


" Y " 2 
1 (& = lim (2 
又 ANS) Tim 


uw (2 y 


hitt, ΒΕ 
161. RRM lm (a7, p>0), 
[ 解 ] dcl 总 存在 正 整 数 玉 k<r<k+1, 故 


x 第 ~ 章 & W 


LR d A 
Ca πα 
而 lim (EDT, lim «61 2 o, 
DE; Ln a" 
lim y = lim «ὃς.  ἆ σοι 
- Br 
mit, lim 5-0 (a>1, p>0). 


162. 求 极限 im s [o]. 

ο μπα η 

ΑΔ tim ev [es |o. 

185. ΤΙΜΗ. (Q) Μπαχ], Ὁ) πη[ά]ξι 


(3) lim — 2 [2] (a, 20), n 


man 
[8] Q) -. ΠΗ je 当 0<z< 雪 时 ， 有 
a(ż- «edi jsi. 
当 - 志 <z<0 时 , 有 qi-)e4ipa 
a tmz (4-1)= 1, 
d ündi]- 


(8) 取 0<z<a 40-71, [2]=°. 


£ is [2]-2- lim 0.2.0, 
Pla w ce = 


$2. E RE LR TR 89 


b b b b 
G) 取 0<z<b, 有 之 > 了 o«2 14 [5]. 


z' 


(a, b-0), 
mient ime 
"E αὐ 
164. 求 下 列 极限 (D lim ΕΞ. © um) 
sin (a") ; cos? w 
(2) lim-o (m.s RER): (3) lima Zs 


" £ 1 
外 "as z a^ 


T 
UR? 0) dim E77 


sin (an) μμ. inla) ^ a" ,a 
D in ra μη a^ "σπα “a= 
. 0, n>m 
lim 8827”. n=m 

ο mn", 
D 55, n «m, 


a 
0) lim ο lim (L7 6082) (eos reor), 3“ 85 
κο zens 6 lg rend 4' 

3 
ώση Sins 
enz dz z) Ln 


a 
=m 四 0 


E sinz-gz 


105. R lim — (p40), 


[81 Ἐπάν, N) lim —— s -9, 
ELLESS! 
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mn 


oosmz-oosnz JST g rim 
Επ] sinzpz 
m 2 nom n? — m?) 
ais PAR goain zu om, 
m + 
Hs svp: 


166， 求 下 列 极 限 ，(1) lim e EA, 
Q) lim «βία ἑ 3) — 2etg (ata) eun 
e0 r u 


_ sin (B — 4) 
[W] (D 利用 cg A- cig Bor os. 


lim gz —ciga Jim εἰαία-α) 1 
a 


sinz-sina z-a 


= z-a 
=lim— Sin(z—a) 1 ql. 
P za Sma <+ Sin Z 


(as kx, k=, +1, +2, =). 


(3) 由 上 题 同样 方法 变形 : 
tg (a + 3) - 2ctg (a + z) + cg a 
= 


sin*a 


lim 
E 


lim (etg (a+ 22) — ctg (a 2) ]- [dtg (a+2) = ctg a]} 


-im 去 上 [ sin[(a+ 人 一 (a+3z)] _ πα[α- fatel] 
s» αὐ L sin(a--3z)-Sin(a--z) sin(a+s): sina 
1 sins __ [ein(a + 22) — sina] 


a» z^ sn(atz) — sin(a +z) sing 
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im) lim cos(a + 2) 
aN m 2 Sin(atz) κ» sin(ac3z)sina 


=S (αμλα, k=0, 41. 43, +J). 
ET 


cosz—1 
emo sin?z (/cos z- 1) 


elim 


n p ---- 
+ Siniz(ld Vos z+ Voor) 
e a - 
ΕΕ... 
p = Sin*z Veosztl = αἲ 


的 


1 
sme T+ Uceri Vor 


* $ Voos x= t, ij cos? z— £2, sin*t- 1-1, H α-»0, t1, 


Vez- VRT im VEz -lim 


s lim 


p si 29 m I 
-3 1 
M 于 ET 3° 


A αἱ 
148. 求 极限 m AiXzsinz — Jooss" 
[ 解 ] -2 (V T xsin ze [eos 2 
ViYzsinz- Vcosz lrzsinz—cosz 
= MYYzsinz4 Vcosz 


了 一 cos 工 "ELI 
a zt 


9 κ m 


ο limn ESEL, 
- T = σ΄ 2 


ο zt lim Vifzsnze Voz 4 
E PEEL NET κ κος T E 
= Vitzsinz— Veosz “= l-cosz | zsinz Ej 


169. 求 下 列 极限 : 
| Ἴμη Sin (24-2) -sin (a-a) jg Sin o—sin*g 
D nm tg(a--z) —ig(a—z) ' Φ lim αἲ-β : 
UR] (1) sin(a--z) — sin(a- α) - 2sinzcosa, 
而 iga-igB-tg(a- BL gate B1. 


tg(a4 2) - tg(a— z) -ig2z-[1--tg(a--) -tg(a- 7), 


sin(atz)—sin(a—z) αι 


lim xi 2 sin z cosa 
= ig(atz)-ig(a-z) e igàrz[lrtg(atz)tg(a-2)] 
=costa, 
(a) Six'u-sim^8 _ (sin a— sinp) (sinat sing) 
d-B Τ' (a- B) (a By 
ΠΩ 
g (a— βία ΓΡ $ 
25840, M 
MULUS (sinatsing) 
p (2-8) G8) 
= 2eos 8sin 8 _ sin38 
ΠΕ ΠΕΝ 
258-0, WJ 
ο en*a-sn?B ,. sin 
170. 求 下 列 极限 ; 


O ο ο ο) 


2a 
G) lim(2e te ο-- 3 ) 


cosg /* 


$2. i RR ER 93 
[R] (D Φ1-5-: 
lig a- 2g ο ]-im Ek ASA 


m us 
zo 


aj» 


(2) $2-a-t, 


ο ο [en] 


μας Ἔν ος. «ἃν 
πι (- E = 
Hie ( sin etg Et 


T7971， 求 下 列 极限 ， 
2arcsing ` im 2z 一 arosinz 
由 lim ΕΣ y @ lim 2z-arcsinz ^ 
Lf) (2) 4 aresin z—t, 
im .3aresinz . 20 3 
Lm mmi Tr 


(3) 4 aresins=t, 
jm 2z-aresinz . 2eint—t š 
ΕΤ ΟΝ 2 uc 
2sint 
diccrc rd 
=lim—-—— 
im παμε 3 
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112. 求 下 列 各 极限 : 

owy eie). 

(3) ος e PENES 


--Ν z?-- Ord 5 


ΓΒ] Q) lim( ος 


--- 


[i] É Εν 


2) lim( ο. ΠΕ πο 
9) 各 (入 2 EIE ποία. 3 


MERC 
9) ουν EC x) 
“可 


tiafi x) 


«ές 
ER 


ο εδαγό 


x Mis. eei 
(à lin( 2343244 ttn E im | 
vii 


` ας δα 


DU] 此 类 题 也 可 直接 用 如 下 的 方法 求解 : 


ὢ (ERY vial- (ota) on 


ο ον 
ο ο ο ο 
ΤΕ ο. mm 
(Gum) "e". 
119. RFP R; 
O lim (+ etgz)te*, o lim (seca) mes, 
ens p 


[3 am.) + (4) lim (cosa), 


CR (Ὁ lim(Lictgz) vto lim (1+ctg z) 918 =0, 
E e$ 


(3) lim(sec z) ”+= lim (sec?2)*e's 
E E 


i 
=lim(l+tg’7) τσ =e, 
«5 


lim (1--cos z) τὰ 
/lesz Ye --ᾱ 
Φ tn( Es TEM jd a, 


w A --- sina) wa] d 
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114. RR lim 3" sin -Sx 


UR] 利用 lim ο ο ο RUSO R, 8 


μα 

msin- ini 
Ἢ im FST 

=lim 2 n 


= x 


lim 3".sin— = lim m, 


176. RIRN lim CE Hih a, 070, 


ΓΒ] Emin -lehne (ae> 0)。 由 函数 极限 和 数列 极限 的 关系 ， 


i 1 
lim 271 Ina, lim sd -13δ, 


ποιο πος 


” 


ua (Ey tal EE 


2 YEtVE- 


E Vas pam] H 


ινε. = Gesa) xa. 


176. EX. α,, 5,70, n=1, 2, 8, = 
limaz-a, limb}=b, 


a, b>0, p, 420, 且 p+g=1. RIE: Πο (ρα, qb)" =at, 


[证 ] 由 函数 极限 和 数列 极限 的 关系 ， 若 limz。=1, 有 


于 是 可 以 推断 在 lim z=1 的 条 件 下 


$2. 函数 的 极限 97 
a eral ctii Moda πασά 
limn(z,-1)-lnz 5 [πιαδ-α 
ο. ma 
38). XE limar=a, limbs b. 
由 上 面 证 明 , 可 推断 
limn(a,— 1) =1na, linn(b,—1)—ln&, 
L4 απ pas bs 
n(z,—1) e n[pa, -- gb, — 1] pi (a, 1) +qn(b,—1), ^ 
^ dimn(z,-1) -plna-glnb-lnta*be, 
Jim ra= lim (pa, +gbn) —a*«b*, 


177. 设 wo ΕΕ: a: sina, (n-0, 1, 2, …)， 求 
lim παν, 
UR] ἈΠΕ {οι} 3k. Kitama, 0a, Hika m 0(ne0, 1p 
2,7), d fG)ma-sinz, M 0<n- n< M, 
(i) — f (za) = (zi— 23) — (sin z: — sin αν) 
= (21722) —2 sin ELE 
> (z1- m) = 2sin Zi- že TE 
` κ[λίι- za) — sin (rz 22) ` «ολο, 
<. f(x) 单调 增加 ,由 (0) =0, a --αχμι”-αν-- sina, f (άν) 0, 83471 
{αλ} 是 单调 减少 ， 而 且 下 界 为 零 , 故 (as) ἴθι, 
. Tik lima, =L, 3k L=sin L, 即 得 工 =0. 
HR ο, Matke, aG (0, π) 时 均 有 此 结论 。 同样 aE (- a, 0) 对 


证 法 亦 如 此 . 
下 面 考虑 ταὶ 的 极限 值 。 当 abe BF, 由 函数 极限 和 数列 极限 的 关系 ， 


πα(-ξ- $ ES] 


Drm 


limnage3 (akz). 


车 ao=km, WJ lim na2— 0, 


$3. 无 穷 小 量 (无 穷 大 量 ) 的 阶 
178， 当 wz->0 时 , 确定 下 列 无 穷 小 量 的 阶 : 


(1) a*-- 100027, D V2 -sz, 
(8) z(z1) (à Ta? 
1-2. wl 


ΓΕ] G) lim zum. 1000, ..29..1000z* 8 z = WE 
=æ F 
a0). 


O lm VE -V* 20i ον MEND 

T aT 3 
9. 

α(α 3 1ὶ 

i l4Vx us X41 0 . α(αξ1) 
0 RTT τες ia Ü # ΜΗΝ 
小 (230). 

Lad 
MET B z f 10 BE S j (z 


119. 3250 时 ,确定 下 列 无 穷 小 量 的 阶 : 
Q) Vi+yo-Hi @ ντερ] νο (205 


53. 无 穷 小 重 (无 穷 大 量 ) 的 阶 99 


(3) ε-1 (0. 4) e 
(B) ως Vzsinz), (6) VIS tg SE. 


[85 ὦ … 由 于 
YIT -1= üaYz)-1 
Yay r) +Y z+ 
2 u = s. 
Varay ViraL 
yI—y- 
° lim VERTI -lo lim =L. 
=: σα «5 Ψεῦαγ’ ποσα νι 3 


Yny- 18555 阶 无 穷 小 (z-*0)。 


o ο ap VEE E o mp (VEe V- 


E 


toyi 
i A-L 
= lim Gid- = lim( 2 ro) 
E wem Ji arto [rem T 
z z z z 


WE zl 1 
- li Εν 
m = Hc: πα υπ τε 


^e LELE KES 


(4) 4 sinat, 
ei πα ση 


im 7-1, εἶπα lim 
z 


= sinz z r í «5 


lim 
E 


eroe 一 1 与 2 是 等 价 无 穷 小 (5 一 0)。 
© -- τα 11 ντα) _ im In (1 /Zzsinz) , A/zsinz. 
E z Vrsinz z 
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“limin[l+ Vzsinz] (sums Him ΕΗ =1, 


à In (+ A/zsinz) 5 z ESME). 


VIF ag 
© lm — — 3 - lin 1-2 dim > 
E z 29 xo H 


F 


SIT tg TI 55 z AAMER). 
180. 当 20 时 ,确定 下 列 无 穷 小 量 的 阶 : 
(1) sin (V Irz—1); (2) e? —cosz; 
(8) 13(1-α3) -24/(&—1)4 (4) aresin(/ 4 27 —2), 
[R] O) lin sau E= 3 E sin(VIrz-1) Virz-1l 


MYTz-1 n 
- ay- 3) γω H 
je STD η τε" 


Sin(VITz 一 1) 是 = 的 同 阶 无 穷 小 (z->0). 
(9 lim E lim ttin oose 
Να, 

H 


~ost 3 
2 χει 


Jet cos z E M μακό. 


(3) lim wate) -2V D jm ntz” 
D] αἳ 
š 
-iim Δες 
E Η ] 


αἱ 


κενο, 
ex 


n Sus (rz ο 1 
——— 


^o lm αἲ1α(15 ay? 32-3, 


83. 无穷 小 量 (无 穷 大 量 ) 的 阶 101 


ο πα κ ο. ολ 


(4) 9 VET —2= P, αἲ--Α-- (P+D, 
aresin(/2—73 -2) i, aresin αὐ 


m EJ ΕΙ 
NUT TIE ) 
im 5 . ( [zz 


Ñ 1 1 
is (^)- T 
5. arcsin( VIFT — 2) 是 z 的 2 阶 无 穷 小 (7->0). 
181. s ool, 确定 下 列 无 穷 小 量 的 阶 ; 
Ὁ G-D'(24m) Ὁ G-D"sm i, 


sx, Da 人 apain t )|. 
μα OU — +£], 


1<|2+tsn L| <a, 
ο ο 1) ÆG- Dt EUER D. 


| Drent 
外 ”| 一 ET 
SẸ, non *-* 工 时 函数 -sint 是 无 穷 小 量 , 但 与 G7 也 * 不 可 


比较 大 小 ,然而 却 有 


-下 


|e- tein i-i 


182. 3 c F 时 ,求证 secz— tg o f 2o 是 同 阶 无 穷 小 


t ο im pi, 
DE) e TTL ΠΕ 


4 3h 


102 


sosez-igrim-2n RARES h 6-3. 

188. "ooi, RE (D 1-2 $0a(0- S) 是 同 阶 无 
Ji (a0, 是 正 整 数 ); (2) a 为何 值 时 ,1 一 2 S a(L- Vz) 
是 等 价 无 穷 小 . 

[R] 4z- NI 

ñ 1l-z, ο κ 1-8 1 

μαι τη ο ad-5 a 
“1-αγπαίι- Vz) RIESGO. 
H5 Έα, 即 a=k 时 , 1--2--α(1--/ 5) (221), 


184. 求 下 列 函 数 的 极限 
( lim tma)" +n)" 


se cue 
@) Πως T.) m. «ΑΕ so. 
IR) (D 按 牛顿 二 项 式 严 开 , 有 

(14 ma)^- (1--nz)^ (cà m? — cn?) αἲ +o (22) 
Wine (taar, 


=lim 
E z: 


lim 
E] 
als 

rz 


' m(n- m. 
lim( cim- hn = mam, 
E 


(2) 设 z=1+t W4 z—1, :0. 有 


πα = 5x) ad] 


αλ σαν 
=" m ] 
eol maro πολ τοι C7) š 


83. 无 穷 小 量 (无 穷 大 量 ) 的 阶 108 


(nez, — mcs £o (1) 
I nm tol) 


[n 


(x "ma αλ 
D 


— net, má 

= 
[说 明 ] AW2EB23WBES AW filr) o1 2. M, 
3 cns RESNE, HARR f(a) 比 一 切 其 它 了 (7) 是 较 低 阶 的 无 
# FEAF) e 2 G= fi (2) Hola). 着 G(a) 18 orat 


ie PX) s 
MESURE. WA lim (zy m 


1 
T-0-n. 


RACOERIRACIM 


= GO 
m F2 
A Wo CU 
2o dim EG gig LEG μι fo 


e G) i GG) fm) ex GU) 
这 种 舍弃 言 阶 无 穷 小 的 原则 ， 在 计算 有 关于 无 穷 小 函数 商 与 乘积 的 极限 
时 ,常常 有 用 。 也 称 为 等 价 无 廓 小 代 换 。 


185. 求 下 列 函数 板 限 : 
igz—sinz ; (i--aresinz)*—1. 
由 rj sin*z e r1 r-i ` 
[81 ὦ 利用 等 价 无 穷 小 代 换 : 
tez sins dn (20), 
1 
πα 


(2) .利用 等 价 无 穷 小 代 换 : (1+2)? 一 1~3z， 
(Lraresinz)-1-3aresinz, H aresinz~z, 
e&-—lez (π-»0}, 
。 qim ο ΜΕΣ μα 
D — m x= s= ip Eos, 
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186. 求 下 列 函 数 极限 : 


TET πω ο; 
e lm (2) lim z: ç 


[ 解 ] O ΠΒ ΛΑ. iuo tins 123, 


ς-1-α (20). 
1 
πα 
—sinz 2 1 
则 ar m rrr 
O SIRE 1-2 (20). 


则 lim ip S67) snis lim Arte ca, 
187. 求 下 列 函 数 极限 : 
(D lim In (1 +sin2z) | 3 lim «ΓΩ --1 


«e οσα o Inüatz)- 
[R] (D 利用 等 价 无 穷 小 代 换 ，ln (1+ sin?z) sinta, 
1-o08z~ (5-20), 
ΠΠ oL nta E m -ᾱ 
(2) 利用 等 价 无 穷 小 代 毛 : 
VIFF) -1- ==, 
In[1+ (zqz)lo22+z (20). 
Dye 
dm VERREI-l1 qual 1 
20 πΏταγαὴ 29 ma Σ' 
188. 3i oro 时 ,确定 下 列 函数 无 穷 大 的 阶 数 : 
(D JW —isS, () vaJ; (8) νοεναῖ 
t] (v my. 


i = 


E: 


ο ο ο ο +e), `. 
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NOTI T. 

o i ERES πο 

AVIVE Bait i WS Gee). 

(3) ασε s VE 
= τὰ A 


ERN Rat E XE KG e). 


189. Sz Bi, H 无 穷 大 的 阶 数 ， 


o Er ὢ VE Ὁ) a 


== @ τος. τὸς 


za: πα 


vd -ᾱ 
DR) ὦ: πα , 
vid 
LE 
"EET 
Qv dm pia. 
Q-a)? 
1 1 
a VI ou Eier 1-9, 
== c 
"ES ii »d-2 (-1 
Ov Mm Tr 1B wasüos] 7 
ᾱ-λ 
me 
1, 


^W. SREXSAGAD. 
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Mri z-l 1 
4) 1 =lim xe 
e B1. 2n d[bt(-1] .- "TERT 
εχει 
s 
i 


190. SERRANO RE 
(1) z3—'12?--100--0.012*, — (2) In? (z--10) «a? 


1 Z 300 
s ym PIPI 04.5 07 5 £7 0. 
Un) (07 ασε 718. 0. 9. 


ΒΗΛ, a- Τα 10070, 0.012520, rig COR IATAR AES. 
性 项, Ἢ SIUE < =1, in 2-172100 «0.0124 
Q) Ὁ ο n0, 


E 


n 8 z 965 ΚΗ, In? (r410)520, 2910, 由 函数 极限 的 不 等 式 性 质 ， 
有 上 voi, 即 lne(z+10) καὶ, 


第 二 章 ”函数 的 连续 性 


V lass Oasnspnil 


二， 函数 连续 的 概念 

ὦ) 函数 在 zo 点 处 连续 对 于 任 给 s>0， 存在 3>0， 当 
le - 29] <ò 8, 1f(2) -F(zo)|<s， 即 lim f(2) = f(z), 则 
称 函数 f(z) 在 zo 点 处 连续 . 


(2) 函数 在 zo 点 的 左 连续 与 右 连续 . 
车 lim f(e)-f(zo--0) = f(ao), 


rr] 


则 称 函 数 f(2) 在 zo 点 处 右 连续 . 

* ,lim, f(2) = f(zo - 0) = f (29), 
则 称 函 数 f(a) 在 zo 点 处 左 连续 . 

函数 (o) 在 mo 点 处 连续 当 且 仅 当 f(0) 在 ov 既 右 连续 又 左 
连续 . 

(8) BHE, 2) 内 连续 ” 若 函 数 (9) EKA a, 5) 内 每 一 
点 都 连续 , 则 称 函 数 f(z) 在 (a, 5) 内 连续 , 

(4) 函数 在 [e, 外 上 连续 EENS) EFKA, 8) 内 连 
续 , 且 在 4 点 右 连续 , 在 5 点 左 连续 , 则 称 函 数 .了 在 闭 区 间 上 连 
续 . 

2 项 数 的 间断 点 

(D 第 一 类 间断 点 35 f(ao+0) 与 f(zo-0) 都 存在 , 但 两 
者 不 相等 , 则 称 mo 为 第 一 类 间断 点 . 

ὦ 第 二 类 间断 点 ”车 fxe 二 0) ἢ f( -0) 中 至 少 有 一 个 
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不 存在 , 则 称 zo 为 第 二 类 加 断 点 . 

(8) 可 去 间断 点 车 f(zo+0) 与 f(zo -0) 都 存在 且 相 等 ,但 
不 等 于 f(zo) 或 者 f (z) 在 zo 无 定义 , 则 称 zo 是 可 去 间断 点 ， 

3. 函数 连续 的 柯 西 准则 

函数 jx) 在 = 一 zo 连续 的 充 要 条 件 是 , 对 于 任 给 >0 存在 
570, 对 f(z) 的 定义 域内 任意 两 点 z la, 当 |a - 20] <8; 
la" -a] <ò 时 ,有 


Πίο) - f) «o. 

4. ERRERA 

(Ὁ HEA f (2), σία) 都 在 点 zo 处 连续 ， 则 它们 的 和 、 差 、 
ΒΒ POETON OTON oE 都 在 mm 连续, 但 对 商 的 
情况 还 要 求 g (29) 9&0, 

(2) 复合 函数 的 连续 性 设 y=f(w), v-o(2) 构成 复合 函 
3 y f(o(2)), X p EA to 连续， om poo), f fE s Melt 
出 复合 函数 fop 在 点 m 连续, 

5 函数 的 一 到 连续 

Ὁ 对 于 任 给 s>0， 存 在 3>0, 对 某 区 间 内 任意 两 点 2 α΄, 
mW |a -z”|<8 Bl, 有 SE) -f(w”)|<e， 则 称 画 数 了 在 
此 区 间 一 致 连续 ， 

9) 康 托 定理 ” 闭 区 间 连 续 函 数 必 一 致 连续 . 


---------------------.--παὶ 


$1. 函数 连续 的 概念 
191. 求证 下 列 函数 在 定义 域内 连续 : 


(D /G)=2e+8e+4 Q) σία) A. 
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[证 ] Ο) f(z) = 2z?+3z 十 4 的 定义 域 为 一 切实 数 ， 设 mo 为 任意 
一 点 ,对 任 给 6>0， 
wo [zh 324-4) — (2284-3794) | = | 222 223) + (32 - 3) | 
x3|z ze [77 29] +3|z— ο]. 


sae Del, |;- a | <11, ne 


Νομών 
从 而 
2|z+zJ|+|z- ml+3|z- zo| <5|zo| |z- zo] +3|z— | 
- Go] 3) o7 =l, 
解 不 等 式 [os] +3) |z- zo| «s 得 


12-2] <srar= 
于 是 取 senio El, Ls) 


Y Jæ- σοί «δ Br 2332-74) -. Qd 3294-4) | <8, 
BJ (z) = 3z?+3z 十 4 在 定义 域内 连续 . 
D 90 θες Prio =+ ISTE 8 z 5 E 3 3 


内 任意 一 点 . 

对 于 任 给 。>0， 
w+2 m2] | 36-2) 
Fa Bati | | Grnt D GFA l? 


314 
μασ. 
1 2 2 


^ pee E l aSr] 
3 


2(z—z9) 


4|z— zo] 
MASS | Gard 


Sae 14-32] 


|< 
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得 [z-z <E δοὶ ] 
πι ò= minfa tl i i mb 当 |z- zol<6 时 ,有 


5-3 σοὶ | 
Έστε πατάς» 


在 定义 坡 内 连续 . 
192. 求证 下 列 函数 在 定义 域内 连续 : 
Ὁ fe) -YET 2) fa)= 1. 
Li) OSOVI NEURIR, R a AER 
对 任 给 e>0, 由 
XS cu 


1z-2)] 
Tni 


TV 


即 [2 7 2| «Ψζαρ ΕΟ -ε, 
取 5= Vr lY e, Xle- zol<5 时 ,有 
[VFI -Vn H1| <e, 
Wi (ο) Va lf XR 368. 
D f(3) = 二， 定义 域 为 210 的 一 切实 数 ， 设 m 为 定义 域内 任意 一 
点 。 对 任 给 se> 0， 
1 
i£ 


aid, |s- αὐ] e End, κ 


J| 7 )2o4-2— 20] > 129] - 12 — zo>: 


EIE 


genis flol, 5ὲ εἰ, κ |μ-ου[-ὸ 9, A 1 - |< m 


81. ΕΣΗΕΑ. 11 


JG) ΜΕΛΗ. 


198. 求证 函数 f(z) - In z 在 定义 域内 连续 . 
ΓΈ] f(2)=in z 的 定义 域 为 (0, +), d 200, 对 任 给 8。>0, 解 不 
等 式 


[Inz-Inzs|= ΠΟ zł Jl «ο, 


2-5 — 
于 是 -e<hn (1-28) <e, 由 对 数 函数 单词 性 ,得 
etx me, HD mle- l) <z—ze<m(e 1), 
Βα δ-- min (z(1— e), sa(e—1)), 25 [57 πο] <8 Βᾖ, Ἡ 
1G) -f (29) | = [In z— In zol «e. 
BJ f(2) 2n z #(0, +o) 连 续 , 

194. BMC f(a)=2s+0.01[z]. EAH FEA 670.01, 
总 存在 3==5(s, z)>0, 使 得 |z -αἱ-«δ Rf, |f) - f(2)] «e. 
而 对 于 0<s<0.01 时 ,并 非 对 一 切 ”都 满足 上 述 不 等 关系 ， 求 
出 函数 的 间断 点 . 

[ 解 ] … 对 任何 数 x 与 2' 都 可 表示 为 <=n+r, a'e +r, 其 中 Us<y 
<1, 0&7 «1, n, n 是 整数 . 

[s-s |= Jn ο - 7|» ]1n— Εμ 7 ] 9 IC] - C3] - 1. 
故 el- C3] 1 2] 1 
对 于 每 个 e> 0.01， 由 不 等 式 
μα) - f(z')| = |z4-0.01:21- 2 —0.01[z1| 
«|s- 2] -0.01|[21- [J| 
<|=-z'|+0.01(|z—- | -1) 
-1.01]5- s' | -0.01 «e, 


Μο «Στρος g a= 55025, s o |< ΝΑΙ f GO - 


f(z ) | <e, 命题 成 立 . 
当 0<s<0.01 时 ,着 取 z=n, Z=" 其 中 ο ο. 
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则 [ε]-η, (2125-1, [π-α]-}- 1 --ᾱ 


ls]: 


VORIG [poop (n ois :])] 


然而 


= ++oo01|>a. 
ον z=n(n=0, +1, +2,...)BF, KREIS- f) <e, 故 它们 是 
函数 的 间断 点 。 
ranir, d ener (0crcl, 0«r «2, 则 对 任 给 e>0, RICO 


M Jz-2] «858, |f) f(e) = [n r-0.01024-71- (i-r + 
0.01fn4-r^p | e ]r- n] «e. 


z^. BREC, n-- 1) (n—0, 151, x2, "ΜΕΣΙΕ, TUER 
数 的 间断 点 为 2=n(n=0, +1, 49, =), 


195. 找 出 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 说 明 属于 第 几 类 间断 点 ? Β 
是 可 去 间断 点 ， AR 


O Έτσι O fG) = 
ϐ Κα)- ΝῊ 6) fa) = 


; (8) fo)e 


= πα" 


1- εἷ-. 
ΓΕ] CD 有 理 分 式 函数 , 使 分 母 为 零 的 点 是 它 的 间断 点 。 … 7 一 工 是 
间断 点 。 按 极限 的 运算 性 质 : 


~ 
ΕΝ 
小 4 一 是 可 去 间断 点 ， 落 定义 
s-i 


zT, 
gb BJ f(z) 4E z=1 die. 


2-1, 


κο-5 , Bf i 

D Ei 

D KOGE ERA 550, hl, Mise NA ΕΑ... 
是 间断 点 。 
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ied "P 
1 =s vire ce 
Anz t7 Jm d 


mi-o lng 
小 2 二 1 是 第 二 类 间断 点 
(3) H sek ER) R, A sin 0, 
am ο REO RI LIEU A 
im LL ο ο ο στ ` 


cm Sinmz 
(4) Ξα-0ΟΒΗΦΒΞ, ..α-ΟΛΕΕΜΗΙΗΜΑ. X 

Sne i lim ο. 
ΠΗ «5-0 zr i 


πι 
(5) z—1, 0 是 函数 的 间 新 ， 


ο 4 一 】 是 函数 的 第 一 类 间断 点 . 
196. 找 出 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 说 明 属 于 第 几 类 间断 点 ; 


£ αἲ-1 

(D υ-οιοῖρ — (2) ν--τ-- (351) 
ai ας -1 

(8l QD z=0 是 y=aretg 二 的 同 断 点 。 


" lox y 1 
lim are tg —=—, limaroig 二 = 一 
eV n ἃ 


ον s=0 是 第 一 类 间断 点 。 
Ὁ) s=0 是 间断 点 


i n 
lim afe +e, lim aš=0, 
E E 


sia 


di-1 , lm aš- 
=l, eb —I——' 
ΓΣ as+1 


小 =0 是 第 一 类 间断 点 。 


^O dim 
E 
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197. 找 出 下 列 两 数 的 间断 点 ,并 说 明 属 于 第 几 类 交 断 点 : 


£ 
sin —, z>0, z ” 当 z 是 有 理 数 
(Dy-1 5 Q y= í 
Š (a Fd 【当天 无理 
[ 解 ] D V limsa 十 不 存在 ,-. 2~0 是 第 二 类 间断 点 。 


(2) … 在 zf 天 0 时 左右 极 限 都 不 存在 ，.. z 取 非 零 的 任何 实数 , 均 是 ΒΒ 
数 的 第 二 类 间断 点 。z=0 是 它 藤 连续 点 ， 


sin Ł, s>0 
[说 明 ] (D y= s 
0, z<0, 
RER ας πᾱ------ 
pun 
34 n— + e° 时 
lim sh= lim -l=0, lim st= lim --, 
m m 2NI p M aee 
但 是 im lim sin Eu 


REDRRRNIIRBNŽE lim sin 二 不 存在 ， 
z 当 = 是 有 理 数 ， 
bi soi 7 iliam. 
ο ns 总 存在 一 有 理 数 数列 芭 , 2 二 zo， 还 存在 一 无 理 数 数 
3l 3. αἲ-ναο, 所 以 有 
lim f(s) elim atm, lim (aD =lim( 46) — zo 
而 mast — z, 根据 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 ，lim AREE, 
… 任何 非 零 的 实数 ,都 是 第 二 类 间断 点 。 
198. 研究 复合 函数 fo9 š gof 的 连续 性 : 
(D f(e) =sgn z Ἡ φ(ο) - 1-255 
(2) f(e)=sgn z Ἡ σ(α) -α(1 -αἳ), 
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(8) f(z) -sgn z Ἡ g(z) - 12 - [z]. 
[R] G) fsg=sgn(1+z2)=1, ^. CEC 55, +o), 
3, 20. 
eris z=0, 
2, z«0, 
ο s=0 是 函数 的 可 去 间断 点 . 
1, —=<z<-1, 
-1, —1<s<0, 
(3) feg-sgn[a(l-23)]-4 1, 0<s<1, 
-1, l«z«o, 
0, KR (s=0,z= £1), 
«-ᾱ-0, 士 1 是 函数 的 第 一 类 间断 点 . 
gof=sgn z-(1- sgn? 2) &0, '. CEC- oo, ee) iS, 
(3) "z-K4t 0<t<1, K jS). 
JL fog sgu(1--z- [2]) -sgn(1-- Kt - K) 1, fog 在 (一 co 十 oo) 
Ws, 
gof=1+sgn z- [sgn a]e1, gef #(— eo, o) PA, 
199. 研究 函数 的 连续 性 , 并 说 明理 由 : 
a πα, 34 z KAMM, 
0, 当 z 为 无 理 数 ， 
[ 解 ] 车 (J 为 有 理 数 数列 , 且 lim zw 一 zo， 则 


lim f (2)= lim sin zz,--sin παω. 
38 {zw} 为 无 理 数 数列 , 且 lim zw= za、 则 lim f(2) 0, 


可 见 在 mm= 0， 士 1 43, … 时 ,函数 连续 。 在 其 余 点 处 函数 间断 ， 且 为 
第 二 类 间断 点 - 

300. 研究 函数 f(z) -- [z]sin xz 的 连续 性 , 并 说 明理 由 ， 

[W] X n<s<n+1 时 (ng REO. [z]=n, -. g=[=jsin ma 一 
nin ax, BUESEERESIE RE, PR n <= —<n+ LEGE, 

当 z=n 时 ,研究 a- ο ASO WR, 
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On-i«x[z]«», 
. 0 (n-1)|sin xz[<[zllsin πα| «n[sin az], 
lim n|sin xz] =0, lim(n—1) |sin s] =0, 
hint, 8. 
lim[sJ|sin πα] --θ, 


Nj lim[zjsin az= f(n) 0, 


ος [zein wz 在 z=n(n 是 自然 数 ) 
时 连续 , 


局 理 可 证 z 取 零 与 负 整数 点 处 亦 
连续 


“= [s]sin xz Æl- oo, 十) 内 连续 , 函数 图 象 如 图 所 示 . 

901. 求证 κ(α) - limi (Lim cos (2m12)) 处 处 间 斯 (z(z) 为 儿 
BERE SNO. 

[证 ] 


# <= D, pg 为 互 质 的 自然 数 . 则 总 有 m> 9， 于 是 


mize ni Po13:9« D(a Dmp 
"mie S IBI .. cos mta 1, X(2) 1, 

着 ”为 无 理 数 , 则 m12 为 无 理 数 ，… |cos ο. 
lim cos"(xm!z) =0, 


故 Xz)=0， 因 此 


L 着 = 为 有 理 数 ， 
XO-[y ανα, 
任 取 z, (0) 为 有 理 数 数列 ,使 im ao, 则 lim χα) e, 


{0 为 无 理 数 数列 ,使 lim = ro, 则 lim xo) -0, ο. X RE πο [B 
再 由 ου 的 任意 性 得 狼 利 克 雷 函数 处 处 同 断 . 


202、 研 究 函 数 f(z) --α-χ(ο) 的 连续 性 (x(2) 是 狄 利克 需 18 
δι, 参见 上 一 题 ). 


ΓΒ ERHO, E UR) AARET), R lim rro, WAT 


μα... 


——— dán: 


-— 
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Jim fC) 
车 19) 为 无 再 数 数列 ,县 jim ας το, 则 有 
lim f (a2) =lim 22-00, 
了 (z) 在 % 处 间断 ， 假 如 zo 一 0, 则 显然 有 
9«]fG)- (ΟΙ 1fG) | «[21. 


h lim f(2)=0, 
4f) ax) DUE 2-0 处 连续 . 
Z4, vel, 
me Bm KO-[. s. Lui Rel, IG) 在 
一 1 连续 . 
[ 解 ] dim fC) = Im (8. αν’) -ᾱ -ᾱ, 
E fo» = lim (=+ 1)=2, 


BRE z—liEHRMILEUARTHREERGEÉA, NEES, HDfO+0)= 
f-0)-/Q0), ..3-a-23,a-1, Sa-1M, f(z%) 在 z=1 处 连续 。 


-9sinz, ας UP 


904. 设 f(z)-| Asinz--B, $$ 
= 
3- 
求 4、 了 3 的 什 , 使 函数 在 定义 域 上 连续 . 
t) 易 知 函 数 在 ( - 一 ，- 学 ) (δν S) (Z, e) 内 是 连续 , 当 


s-im, 


cosa, s> 


lim f(s)= lim cos z=0, 
ee E 


lim f(z) lim Asins+B=A+B, 
mx E 


JGES-T Ν, 只 有 满足 4 十 = 0 函数 才 连 续 。 
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lim f(z)e lim 4sinz-Be — 44B, 
pe n 


lim f(z)e lim 
.»-ᾱ-ο 


- 2 sin z=2, 


er-0 


“在 s~ ~ 年 时 ,只 有 满足 如 ~ A=3 函数 才 连 续 . 解 得 B=1, A= -1 
“ΒΒ, A- 工时 ,函数 在 定义 域内 连续 。 


— κο-{ «εσεις zél 
1, sal, 
Ra, b 的 值 ,使 函数 在 z=1 处 连续 . 
DM) mun ERST ον 
lim(Vztatb)-0, -. b=- Ira, 
再 由 τ. 
im VZ 


t — 
em (J zro Trail) 
I =lim H 


1 
——— indi 
| «Ἠ (να ας l-a(r-1) £lra 


1 Ἶ 
n Jb, b= -去 时 ,函数 在 z= 1 处 连续 , 


900. 设 对 任 给 s>0, f(e) 在 [a-re, b- £] KES, BJ 
(Ü) f(z) 在 (a, 5) 内 是 否 连续 ? (2) f(z) 在 [z, δ] 上 是 否 连续 ? 
[ 解 ] CD 对 任何 给 定 的 zo€ (a, δ), 总 存在 8>0， 使 4+e<xo<b- 


已 知 了 (2) 在 [a+e, δ-- eE, .. 7(z) 在 和 连续 。 再 出 的 任意 性 
1 $8 f(z)# (a, 9. 


| (2) 不 一 定 连续 。 例 如 
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Po 
fm-iz 0<z<1 
£ 
ἰ => och 

对 任何 20, 了 在 [e, 1 一 6] 上 连续 ,但 它 在 [0 二 不 连续 . 

207. 车 函数 f(z) 在 点 ozo πο οσο 
虽 有 定义 但 不 连续 ， 则 函数 (1) 7(z) 十 g(z); (2) (92) 4€ 
点 v=o 的 连续 性 如 何 ? 

[R] G) 函数 F(r) m fG) kg (2) 在 点 2 一 zo 是 不 连续 的 ,这 是 因 在 
Ham b, 3 FOER, RI g(z)= FG) ~ 了 2) 也 连续 ,此 与 已 知 世 盾 . 

Ὁ) 35 G9) 0, 则 G02) 一 f(z)g(z) 在 点 2 一 zo 是 不 连续 的 ， 因 在 点 
em AE GC) ER, Ri g(z) = 35 也 连续 , 此 与 假设 矛盾 ， 

而 着 (zo)=0, MJ f(z)g(2) 在 点 ?=m 的 连续 性 不 确定 ， 例 如， 设 


f(-0, 
1, G-0, 
e| 9, (z=0), 


-1, (z<0y 
则 对 任何 z, f(z)g(z)=0, fg 在 点 z=0 AER, 5518 γία)--α, gla) 


1 


, Bh fk z=0 处 连续 , 且 了 (0)=0, 但 是 G(z) =f(z)-g(z)= 


Ñ, past oc OH, 


208. EM f(z) 与 g(z) 在 点 = 一 mo 都 有 定义 但 都 不 连续， 
则 函数 (1) f(z) -g(2)« (2) 7(z) g(2) TE R2 = zo 是 否 必 不 连 
续 , 举 出 适当 的 例子 

ΓΕ] d =r 处 的 连续 生 不 确定 ， 例 如 , 设 


NE z20. ，、_ -ᾱ, α»0, 
fo- y z«0, s= 1, α-0, 
则 函数 f(z) 与 942) 在 点 ?一 0 都 不 连续 ， 而 (1) f(z)+g(7) = 0; (2) 
5) ζω --ᾱν -. AHR SE) ' OREA σ-0 连续 . 


120 第 二 章 函数 的 连续 性 


» 1, >u L >0 
又 如 设 Jo=| 1 Fes x= 2 


Jj f(z) +-g(z)8ü f(a) .9(z) 在 z=0 都 不 连续 . 

209. 3; f(z)e(a, 5) 内 连续 , 则 |f(z)| 也 在 (4, 5) 内 连续 , 反 
之 则 未 必 . 

RE] 8 οὐ Ἀία, b) EE A, RE 60, `: fC) 在 zo 和 连续, 存 
15950, 使 当 [z- ro] <6 时 ,有 

IE) - f(9)] <s. 

此 外 又 有 MAOD- 1f G0 7 £9]. 
这 样 便 得 到 对 任 络 e>0, 存在 3> 0, 25 | 2— zo] <Š ΡΜ) - 1G] 
κο, ΒΙ [FCE m 连续 ，… |7(z)| 在 (, 5) 内 连续 。 

à 1, = 取 (0, 1) 内 有 理 数 ， 

Rh — fO-[ y ¿mo tma, 
MIE, IEO, DAER HEO 了 内 不 连续 . 

910. 35 γί) 5 g(o)tg Ca, 5) 内 连续 , 设 

F(a) - max (f(), g(21*3 G(z) ^ min (f(2), σία}, 
WE F(2), G(z) 在 (a, ὃ) Ñ WERE, 

[证 ] 

V F()emax(f(2), g(2))— fG--g(2) +] fla- gla)! ç 


(2) νο ZC) +a roam : 


3 f().o(2)E(a, DER, MER 
—g(2) | 都 在 (a, 5) 内 连续 . 
FÈ F(a), GE la, 5b) 内 连续 . 


EDS) HALS 


d desk 
2n. esas ao [s Hey 


0, 当 = 是 无 理 数 . 
Φ.4 为 耳 质 自然 数 ， 求 证 ， (TD BB REO, 了 内 任何 点 存在 


81. 函数 连 综 的 福 念 121 


极限 ; (2) mE R (0,11) WFE pJ Ep. (8) παρ 
在 (0, 1) 内 任何 有 理 点 间断 . 

[证 1 C) 先 证 明 如 下 事实 ， 对 于 任 给 e>0， 满 足 五 (z)>s 的 点 
z€ (0, 的 集合 是 一 个 有 限 集 . 

ο τα ο ο 
KME R) >e, 

当 s> 工 时 ,由 了 R(z) 值 城 可 知 , (0, DARA πο 

对 于 任 给 0<a<l 总 存在 自然 数 P， 满 足 P=[ 工 | 注意 到 小 于 


的 自然数 仅 有 三- 个，P<P- [二 ] < 二 ,三 >e。 RIAR E> t 


自然 数 pP 只 有 了 呈 - 1^4. TRO, 了 内 形 如 号 的 既 约 分 数 也 只 会 是 有 限 
^r. 所 以 (0, DAWE Βία)» e 的 有 理 点 只 有 有 限 个 . 

总 之 ,对 于 任 给 60, 满足 R(z) >e 的 点 +E (0, 1) 的 集合 是 一 个 有 限 
4. 
其 次 证 明 对 于 任意 roE (0, D. ROHE zo AE t, 

对 于 任 给 。e>0, 23900 RA E R(z)> e, AES mi mans 

m. W R(z) me (i—1, 2, , k), WMP rota (i1, 2, k). Wm 

7 min(|zo— αι]. [zo— |ο-αι[}; 如 果 zo 等 于 某 个 zy 则 取 5 

min(lzo- σι], ''', [ποτ meal, 127 25i], 7 l7 m]. 于 是 
30e z— ro) <ò BE S | RGO | <e, 

c 由 函数 极限 的 定义 ,对 任意 zo € (0, 1), lim R(2)—0, , 

(2) 当 zo JE (0, 1) 内 的 无 理 点 时 : 

G) R(ro)=0 (MEX); 

Gi) 由 (中 讨论 lim R(z)= Gr) -0, 

-- 由 函数 在 zo 处 连续 的 定义 可 得 ,0,1) 内 一 切 无 理 点 均 连 续 ,1 

Ὁ) 当 mm 是 (0, 1) 内 的 有 理 点 时 : 

Ont, p BERNABE. NRE), 

GD 由 (了 D 中 讨论 Ti R(2) --03Ε Βίας). 


由 函数 在 xo 处 间断 的 定义 可 知 ,0, 1) 内 一 切 有 理 点 均 不 连续 。 
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$2. EREEREER 
912. EER fe) feas coo REX, H lim f(2)-4 


(A 为 常数 ), 则 函数 在 a + co 有 界 . 

Gr] vim f()-4, Rem, ## Xo, S 2» Χο Ri, |fe) 

-4[<1. 
^o K=) - 4154] f) A+ l4 [ «1 |A]. 

Ela, Xnl 上 , 由 闭 区 间 上 连续 函数 有 界 ， 即 存在 Μο, 使 [f Gr) «Μο, 
于 是 , 取 o max(Mo 1+ 14|}， 则 对 一 切 z>a 有 |7(z)| «M, 即 函 数 
了 (z) 在 ao<z< 二 se 有 界 . 

213. 设 f(z) 在 [a, 如 上 连续 . 证 明 (1) oa, b) Ι B 
一 切 有 理 数 7, 有 f(7) =0, Πὶ f(a)=0, (2) # X [α, b] tE 
BHURA no ns A f(ri) FG). 则 f(z) 在 [a, 如 上 单调 
增加 . 

[证 ] (4) itro Wia, 5] 上 任 一 无 理 数 ， 则 存在 有 理 数 数列 {rn}， 虎 
lim fn 一 zo， 再 由 函数 了 (z) 的 连续 性 ,得 了 (ro) m Tim (r) 70, 

由 的 任意 性 ，… 了 (z)=0 s€(—- =, 155), 

(2) Emi, σι Ca, δ] ECERGS A zi <z= 则 存在 两 列 有 理 数 ww， Bus 
# αν W MUD K k T ου; Bu 单调 增加 收敛 于 vo, 并且 ms 一 Bl。 再 由 函数 
Ta) 的 连续 往 ,得 

fla) =limf(an) <f (αἱ) «f (8) «lim FC) -/ίπο). 

γαι, co 的 任意 性 ,得 f(z) 在 [o, 四 上 单调 增加 . 

214. 设 函数 f(z) 在 (c, 3) 连续 , f(a--0) i f (6 - 0) 都 存在 
并 且 异 号 ,求证 , 存在 上 E (a, b), ESE) =0, 

f(a*0), z-a, 
[证 ] 作 F(z-1fG), — a<z<b, 
f(b-0) s=b, 
ΙΕΚ F (z) 在 La, b] 连续 并 且 F(a) MFO 异 号 ， 由 介 值 定理 , 存在 
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EE (a, b), 85 F(8)=0, Bl f(£)=0, 


915. 设 函数 f(z)fe(a, 5) 连 续 , f(a+0)#t f(b - 0) 都 存在 . 
求证 ，f(z) 在 (a, 8) 内 有 界 . ἈΠῚ f RS (a, 5) 内 有 最 大 值 
和 最 小 值 . 

fla+0), α--α, 

GE) d FG)- | íG), a<z<b, 

f(b-0), α-ὸ, 

则 函数 (2) 在 Ca, 5] 上 和 连续 ,从 而 FG) ο PR, -. 了 在 (a, D 
^m. 

但 这 时 7(z) 可 能 在 (z, 5) 内 没有 最 大 值 和 最 小 值 , Pin Για) ==, 0 
<1， 开 +0) 和 了 (1~0) 都 存在 ,但 7(z) 在 (0, 1) 内 没有 最 大 值 也 没有 最 
小 值 .而 了 (2)=sin z，0<z<2x, f (0) f(2x— 0) 都 存在 ,但 (在 
(0, 1) 最 大 值 和 最 小 值 都 存在 . 

216. 证 明 车 函数 (2) 在 [a, δ] 上 连续 ， 且 函数 值 域 为 [4， 
δ], 则 至 少 存在 zo€ [a, δ], 使 f(z0) = zo. 

[证 ] 由 已 知 a<f (4) «Ὁ, z€ [α, b. 3 ϱ(4)-/(α)-5, 函数 
9(z) 在 [a, b) Exe, σία) = f(g) 一 a>0, g(b) — (δ) - «0, 

o 由 连续 函数 的 介 值 定理 ， 存 在 zo€ [a, b], t σίου) =0, 即 f (z) = 
o, 

917. 设 函 数 (2) 满足 ，(1) 在 [a, 5] 上 有 定义 , 且 值 域 为 [4， 
δ], (D |f(z) -f(y)|<iz-y| (α, yE [a, δ]), 又 定义 数列 
ος ο ο 2, =). RE 
Jim z, -ᾱρ, H.zo— f (zo). 

UE) 由 条 件 (2) 得 f(z) 在 [a, 5 连续， 再 由 条 件 (1) 和 上 一 题 知道 存 
3E sse [a. b), ο Cr). 此外， 由 条 件 (2) 又 可 得 出 zo 是 唯一 的 ， 
BMR zt € [α. b) BRE = (s), 那么 1a αὐ] = If (0 (001 < 
[5ο- ac], 318. 

Q) HRA np Ἔθισι-σω Bj za==(n=1, 3, …)， 于 是 
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limz,—2o, H zo0=f(z0). 
结论 成 立 . j 
(2) 着 m> zz 先 由 数学 归纳 法 证 明 a<ras], 2, 9), 
当 ”= 工 时 , 由 假设 得 成 立 . 
H n=k hf, WRH s<, BH n=k+18 HE AR f D E a= 
Ka) 有 
MG) = sl = [f(z - G| «Im - ml, 
此 外 
maa Qn fo) - 22) 7 LEG — m) GG) - F0) 
因为 
[(zy to) + f (z) — f (zo) J: (za = zo) 
= (J(zx) — f (Go)) (Ta~ 29) + (σι — zo)? 
>- fo =f (20) |» dos ae] + (za = 22? 
一 [ze 一 zo| Gai 29] - IG) fG)|2>0, 
P Ga zo) f) — Y(zo) 1!3 (zy — zo) 同 号 。 
即 由 z+ < zo 得 zaza <o. 
SO ma<m (n=18, 3, +)! 
再 证 明 {zn} 单调 增加 。 


Vom cmm eom) e) D 


lani- ολο 


B To- tnst < To- Gm fbmaim2. (n=1, 2, 
由 于 {zn} 单调 增加 , 有 上 界 to .. {sn} 收敛 , 设 


limz,—-K, 


x amei atf) 


ον lim sui lim 
由 和 是 唯一 的 ，. 
(3) 同 理 可 证 oci 的 情况 
218. it f(») Æla, 四 上 有 定义 , BRI a, δ], RETÉ 


αμα», ΒΕ E- LUCERO), Ef (y, BE 
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常数 g(0<g<1)， 使 得 对 [a, 如 上 任何 两 点 z， y Alfe) - 
f(y)|<glz -v|. RE: f(z) 在 [a, 如 上 有 了 唯一 的 不 动 A zo 
zo =J(zo). zo {4 R EE F: fÉ R (€ [α, b], 作 数 列 m 
Flen) =L, 2, 8, =), Rb )HÉCSIGE. lim z, = o, 

UE] ο ο vl, πο 在 [o ONER. 任 取 
zi € a, b] 

12.47 24| = 1f(22 7 f(25-2] κα]σ,-- 25-3] 
afr) f (Ewa) | mm md. 1 
再 估计 任意 两 项 Sarp 和 z, 的 差 : 
Ίων Sn) < lap tnspot] +| Zator Enpa] 7 do 7 a] 
(qnm eqni μψῃ 
mq (gna ere +q +1) |z —m| 
aH AL pna a rt 

ml qot rm Lso, gite eo, # # N, 5 n> N GERM 
IHRAM ο 

由 柯 西 准 则 ，{zn} Ok, ik lim za 一 ro 再 由 ream fa), 两 端 取 关 于 
n-»co 的 极限 ,得 ro= f (zo). 

再 证 明 ro 的 队 一 性 ， 设 另外 又 有 ασ C La, DHE z6m (2), ti | 一 地 | 
= fo) = f (25)| &q] zo αὐ], 0<q<1, (HH zo m. 

319. 设 f(z) 在 0<z<2a 上 连续 , 且 f(0) - f(2a). 求证 ,在 
KH [0, @] 上 至 少 存在 某 个 so, {838 f (ao) = f (ao +a), 

[证 ] 41 (6) --}(0), MW αο-α, dif(0)—f(2a)8 f(a) f(2a). 
«- (ο) =f(zo+ a) 成立。 

38 Λία)» }(0), fEg(z) f(x) - f(a-a), σία) RE HG TUR 
9 (0) =f(0) ~ f(a) «0, g(a) =f (a) -f(a-ca) =f(a) -f (0)>0. 由 连续 
GINA BDERL FE zo € (0, a), 使 得 9 (ze) =0, BD f (zo) =f (ze). 

间 理 可 得 在 f (a) «f (0) 时 也 成 立 . 

920. & f(c) 在 la, b] EXE, a<o<d<b, B E =f(e)+ 
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(3), RE: 4) 存在 zoE(a, b), I K =2f(2); (2) 存在 
zo € (a, b), Œ mf (ο) --nf(d) = (m--n) f(ao). 
LE] (DD Xf()-f(d, WiK-zf(co. Wro, 3/(5ο)--2/(ο) 
=K, HERY. 
3: }(ο) fb, RRS OSS, ΚΙ E=f l) +f (d) >f (d), K= 
fof) «3f(). 
4 g(z -K-3f(2. gle; =K - 3γίο) «9, gid) -K 25 (d) Ὁ, 
由 连续 函数 的 介 值 定 理 ,存在 E (e, d), (Ë g (za) =0, 
Bp 3f (mo) = K. 
(dD ESO =7(d)， 显 然 结论 成 立 . 
πο) ΑΓ, 不 妨 设 fc)>f(4). 令 
g(z) =mf(c) +nf (d) - (m+n) f (z), 
σ(ο) =mf(e) +nf (d) — (m+n) f(c) «0, 
g (d) 7 mf (c) +nf (d) 一 (m+n) f(d) >0, 
s HE TE (e, d), 8 σ(αο) -0, BU mf (ο) +nf(d) = (m+n) f), 
291. Wk 0<a<1, b>0, 求证 方程 -asinz--b S/p3q—4- 
不 大 于 aab 的 正 的 实数 解 ， 
GEJ Wf) 一 2 一 asin sz 一 5b， 显 然 , f (0) £t R LER, 
vVf(0--b«0, X 
f(a--b) ea b-asin(a--5b) - b ` 
=a-asin(a+b) -οἷ]- sin(a+b)]>0, 
QD # sin(a--b) =1, N a+b 是 方程 的 解 ， @ 若 sin(a+b)* 1, BJ fla 
+b)>0, 由 介 值 定理 : # (0, a+b) ΜΗ 6, W f(E) =0, 
即 方程 至 少 有 一 个 不 大 于 (a 十 5b) 的 正 实数 解 . 
222. 求证 方程 z.2* = 工 至 少 有 一 个 小 于 工 的 正 实数 解 . 
[证 ] ferr- 
w ya)=2-1>0, X f(0)=-1<0. 
由 介 值 定理 , 在 (0, 1) 内 必 存 在 EJE ο. 
BJ -3 一 1 在 (0, 了 内 方程 至 少 有 一 实数 解 . 
223. dE f(z) Æla, b] ΕΕΒΕ, HB a<a;<z <. me 


82. 连续 函数 的 性 质 127 


b, WA £ € (a, b), 满足 
fo- fv) +f Cr) f) 
" ; 
ΠΕΙ ἃ f(a) =max{f (z), f(22, ''', fi), 


2) =min{f (2), 6) 52123 
则 fa) « etf 1 fn ceu). 
n 


ο ος B ,< 在 区 同 [a, τι 
定理 , 存在 5E (a, b), 8 fq e Pen Fn fU. 


994. HEARE R P(z) mantan to qa, +G, R 
πε Ὁ Men HON, 方程 Plz) =0 至 少 有 一 个 实 根 ，(2) 
当 m 为 偶数 时 , 着 至 少 存在 z=zo, 使 P(zo) 与 ao 异 号 , 则 方程 
了 (w) =0 至 少 有 二 个 不 相等 的 实 根 . 

ΠΕ] ὦ) 已 知 多 项 式 函数 在 (一 =， 寸 c) 上 是 连续 函数 ， 且 me= 2 
+), 不 妨 设 o>0, 有 

lim Pls)=+%, lim P(z)=-*°, 
于 是 ， 由 函数 极限 的 性 质 , 存在 > 0, 使 P(e) >0 88 P( —e) «0, 再 由 介 


值 定理 得 , 奇 次 多 项 式 函数 P(x) 在 (一 co) 内 , EP EE — 8 £, E PE) 
-ο, 

(2 ##n= 2k， 不 妨 设 co>0 有 

lim P(z)e e, lim P(s)=+<, 
由 已 知 ,存在 z=x 使 Ρίαυ) <0。 于 是 ,由 函数 极限 的 性 质 , ZEE c>0, 
4i =€ (7 e, ο), AA P(e)>0, P(- 0-0. 再 由 介 值 定理 得 , 偶 次 多 项 
式 函 数 P(z) 在 (一 “，zo) 内 至 少 存在 一 点 63, E P5) 7 0; ARE, e) 
内 也 至 少 存在 一 点 fo, E Ῥ(69) - 0. E A P (zo) 5 αν 异 号 , 旭 偶 次 
多 项 式 函数 至 少 有 二 个 不 相等 的 实 根 . 
αι G  ᾱ _ 
335. 已 知 方程 πος ETE 0, a« 70 ($-1, 


2,8), B Ms, REE, A5, hs) 内 各 有 一 个 实 
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3g. 
[证 ] & f(x)= 


ET zt 


则 了 z) 在 CX:, Aa), Qa, 23) 内 是 连续 函数 。 当 2 AE Hf) eoo. 
H aha O Rif (r) eo, 由 介 什 定理 , 在 (Δι, 12) FO Tr E ἐν 使 
T(E)=0, 

m PET m τς S 5 ini 
在 (hx )a) 内 有 一 实数 解 0 

同 理 , 可 推 得 方程 在 (X2, Xs) 内 也 必 有 一 实数 解 。 

926. 设 函数 f(z) 是 [a, b] 上 的 单调 函数 , 并 且 能 取 到 f (a) 
和 了 5) 之 间 的 一 切 值 ,求证 ; 1(z) 在 [4, b] E. 

ΠΕ] 设 玉 3) 单 调 增 加 ， 有 f(a)<f(z)<f(b})，zELa, b]. RAR 
证 法 ， 设 yz*) 在 rcE[a, 妇 处 不 连续 不妨 设 zoE (a, b), (Iff σο-α 
或 zo=5 证 明 相仿 )。 因 为 Cz) 单调 有 界 ， 故 下 面 两 个 极限 都 存在 ; 

dim fG)-B. dim αν 
并 且 f(a)<a<B<f(b)， 这 时 取 c 满足 a<o<B, 3 Bes f(ao), MR 
Ela, 9) 内 将 不 存在 &, 使 1($) =e. SQUE, 

ον 74) 在 [a, OBER. 

227. Ë jz) 是 周期 函数 , Β. Tim f(2) -0, RE f(2) 50, 

[证 ] 由 已 知 条 件 ， 对 Ye>0, 3X0, 3 z>X IN, |f] «e, Hh 


了 (2) 是 周期 聊 数 ， 所 以 对 一 切 z， 有 | 了 (2) [<e, ΤΠ e 是 任意 的 ,所 以 fw) 
=0, 


29. i f(a) σία) ERA R. 
Jim [fo - σ(α)} -0, 
RIE f(z) 一 9(2) 


UE) 设 Iy 和 To 分 别 是 f(z) 和 9(z) 的 周期 下面 证 明和 也 是 
MOLIS 


ΠΠ 159 


νη. ΟΙ 
-|7 T,- T) - g(z--nT,T,)| 
[σα 2T, TS —f(z+nT) | 
7 I γην ΕΣ) - g(s4 n +T, | 
ο Αν 
当 m 充 分 大 时 ,由 已 知 条 件 上 式 将 会 小 于 预先 络 定 的 任意 的 e»0, 这 样 
便 证 明了 T, {88 f (z) WRAN. 
HERS, (σα |= [f(z»T) - (2427, 
当 n 充 分 大 时 ,由 已 知 条 件 ， 上 式 将 小 于 任意 给 定 的 正 数 e> 0， 这 表明 
(2 一 9 


$3. 一 致 连续 
229， 从 定义 出 发 证 明 f(z) =z2+2z - 14k [-1,6] E— x 
ΠΕ] 和 给 >0, 对 于 wz, s" E[-1 61, 由 不 等 式 
κ η 
<l='+a"|-]e'—s"|+2]a' — α"] 
<Ir- a") 
RA Jea τς. Ros BHEN a, s" C71, 61, 38 | - 
EE 


aja- "| «e, 


[f^ - f) |= |an+ 22 — a" — 2s" | <a, 

fo) oat δε 1#E[—1, 6] E— gos. 

230， 从 定义 出 发 证 明 f(e) =sin z 在 (一 co， 50) [-- KG 
8, 

ΠΕ] 对 任 给 se>0, 由 

lin zi sin zl a cos ZEZ in EE 

… 取 6=6, HEER z€ (— s, +e), Mni | <ó W, dr 

[sin ax. sin zə| <e, ^. f(z) =sinz zg(— °, bo)t-XEB8 


991. OE X IH ΑΠΕ B] f(2) -o-csin z dg (— co, +00) 上 一 
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致 连续 . 

ΠΕ] 任 给 e>0 对 于 zz"E(- o, +), μὲ 
Πο ΓΣ z — 2" — sin z"| 

«|z - 2"| + sin z^ sin z”| 


at 


2 


«|z- IEEE |- leos 


«2| - a"| <e, 
LI 235 |z'- z"| c5 B, T 
1f (a) — f (a^) [= |a +sin z! — 2" — sin z” | «e, 
Φα) ==+sin yz 在 (一 co， 二 ce) 上 一 致 连续 . 
232， 从 定义 出 发 证 明 jz) = 7 在 [0, 如 上 一 至 连续， 
[分 析 ] 对 任 给 sb>0 Ro=e, 在 [0, ο]. [5 1] 11191) 的 一 


致 连续 , 然后 便 可 得 出 了 (z) 在 [0, 1) E SER. 
Lit] (1) 任 给 e»0, Rt ο--εὖ, NER z' a" C0, o], 有 
M) - £o) 5 HA ο eVE ME aM S mae, 


D 在 [号 1] b, eno, ΜΗ EE Z. 2”, 由 


mm μονο) » 
ο ο - f 1e. 


2 
EOD, DIETA E ε»0, Me yT, sia σ"ΕΤ0, 11, R18 
-a <ò Br lfa) - £67) | «96, E f() o V ELO, 1] EE 


L3 
- 998. 讨论 ία) =2° £ - K, K) (K>0), 5( 99, +2) 


53. — 8 131 


内 的 一 致 连续 性 . 

IW] (D ἘΚ, κ) ή. ` f(3)-2 &[-K, KK] 上 是 连续 函数 ， 
故 由 康 托 定理 , f(z) 一 z? 在 [一 区 ,KK] 上 一 致 连 续 ，. EMEK, K) 
内 一 致 连续 . 


(2) #(— =, 十 w) 内 .由 一 至 连续 定义 的 否定 说 法 ， 
取 m= 志 对 任意 3> 0, E 


μα - (a) | ]a?-2"?| — | 


"dee 


fin mat CS =, or) E BER 
284， 求 证 连续 的 有 界 函 数 sin z* E ( - o0, +00) E dE — 
BER. 


[证 ] 由 一 到 连续 的 否定 说 法 ， 取 so 二 ,对 任意 8>0, 总 存在 


am Ing, ape na+ S. 
Mos 时 ,有 
ΠΗ 


i 
"ήν 5 Vae cow 
Uh rn o foo |= [inns sin (n | 19. 

ο) sin Elo, +o) E3E— FOE, 

385. EIERS (2) cot eos È 在 开 区 间 (0, 1) 内 连续 且 有 
界 ,但 它 在 (0, 1) 内 非 一 致 连续 , 
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[证 ] B+ f (e) = e cos D RISE MUZO DAES 且 显 
Απ 


lei (021). 
-- 函数 在 开 区 间 内 有 界 。 
由 一 致 连续 定义 的 否定 说 法 : 取 ο], 对 任意 5>0, Hor 


aL 


1 
1 1 Zna” 
Wie Uber 


ils. cu £ L. 
(h-a ea aHa a n 
但 是 n ; 
Mf (o — f (zz) | = 1&7 - eos (2na) — 6173 cos (2η - 1)σ] 
NECEM BP 


fee esL 在 (0, 了 ) 内 非 一 致 收敛. 


396. HER (2) 在 (a, b) 内 满足 李 普 希 斯 条 件 ISC) - 
fGD| «Kl» - y| (K 为 常数 ), 其 中 zy 是 (4, 5) 内 任意 两 点 ， 
RE SEa, 了) 一 至 连续. 

ΠΕ] 对 任 给 s>0， 取 =g NFER z, v€ (a, b), 当 |z-y| < 
δ 8, κ fo) -JOI «EI s- y] «E e. 

“了 (9) 在 (a, b) y Bait. 

237， 从 定义 出 发 证 明 : 若 f(z) 在 [a, b] E — SES, f) 在 
[5,0] 上 一 致 连续 , 则 f(z) 在 [a, οἳ 上 一 致 连续 . 

GEJ … f(z) 在 [a, 5] 上 一 致 连续 , … 对 于 任 给 8>0, 存在 d> 0,060. 
2, aa, b), |? - a" | «5: dE TAC) - £67 <8. 

X. f(2) # [5, οἳ 上 一 至 连续, ΕΕ o0, 888 z. an e(b, ο], 
1a'—2"| <s B, # [f (7) - f) | <8. 

于 是 对 上 述 任 给 g> 0, S = min(ài, δι], 38 2, a" La, c], |2'--α"] 
<8 时 ， 有 三 种 情形 可 能 发 生 : (1) 2', s" €[a, b]; (3) z, z" €[b, ch 
(9) z'€La, b), z"eLb, ο]. 在 (D，(3) 的 情形 下 显然 有 |7(o) 7G 0 


$3. 一 致 连续 133 


<e, TE) ERE F£ ISC) -SENISE - £0) 3-150) —f(7)] 
δε, 因此 不 论 那 种 情形 都 有 下 列 结论 : 对 任 给 es>0, 存在 6>0, 34 z, 
z"€(a, c]R [2 - s” | <Š RERS [f G) — f") | «2e, B f (z) 在 [a, eo] 一 
Sob. 

298. 若 1(z) 在 [α, +00) 连续 ， 且 lim f(z)-K, WER 


fo) 在 [w， 十 co) 上 一 致 连续 . 

UE) V la fi) eK, … ατα. 

>X, E 
MG) -f(")] «e. 

X f (2) ea, 二 ~) 连续 , 则 必 在 [a, XX] 连续 ,由 闲 区 间 连 续 函 数 性 质 ， 
Jis) # La, X] 上 一 致 连续 ，.“. 对 上 述 。e>0, 存在 6:>0, Sm, za€[a, 
X], [m- ra| <51 时 ,有 |f (z) - (62) | τε, 

于 是 在 [ao 十 ) 上 , 对 上 述 任 给 et> 0, Βιδ--δι, H σι, zaE[a +20), 
[σι zs|<8 E, MBH |f (z) — f (z) | «24, 

BD f (2) fa, -- <) 上 一 臻 连续. 

939. # f(z)f£(a, +00) EXE, H Jim (fa) ~ bz] =0 GE 


中 5 是 常数 ), 则 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 一 致 连续 ， 
GEJ — En lim EyGz) —bz]=0, 
< NER 650, 存在 X, S o» X Bi, f 
μα) -| <+. 


Who anger 对 任意 ,zoE[X, +), RE |a- zo| τὸν A 
|fGa) - 5217 Ιαν) δα) DfGn) — bzə)-r-b Cesa) | 
σαι) - 6zi| + |f (a) —bzə| + |b Ga αν) | 

8 

E 

X f(yLa, X] Editt, -. fz) 在 [a. XX] 上 一 至 连续， 对 上 述 任 给 
270, 存在 和 >0, Ñ zi, za€[a, X], 1z1 一 zs| «δι Bt, A |f (zu) - C03) | 


<s, 


BB. 
t3 *37* 
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对 上 述 任 给 8>0, 取 6=min{61, δε], Zi zi、xaE[a, 99), B |a 
τα) «ὃ, 就 有 1f z) -f a) | 20, 

τ. fa) 在 [a, +) 上 一 至 连续 . 

940. 若 f(z) 在 (a, 8) 内 连续 , 则 f(z) 在 (a, 5) 一 致 连续 的 充 
要 条 件 是 f(g 二 0) 和 f(3 一 0) 都 存在 . 

ΠΕ] 必要 性 : CORRI f) (a, 5) 内 一 致 连续 . 故 对 任 给 8>0, 存 
4550, 8 σ'.σ"Ε(α, b), |a -a"| <ó HER |S) Τα") κε. 由 
iei < aes, 0-α'-α-«ὖ ntt 

r-a" |» |(2 7a) (a7 2| «|2' - a - [z" - a| «ὃ, 
Mhz, a" (a, b), FE, |f) - f) | <a. 

Τα Bana ΡΊΞΗΙ, lim 也 z) 存 在， 同 理 可 证 lim f(z) 也 存在 . 

充分 性 补充 定义 Ca) =f a +0), f) e f(0-0). 

则 f(z) 在 [a, OBER, … f(2) 在 [a, 世上 一 致 连续 、 即 得 f(z)#E(a,b) 
一 致 连续 ， 

[说 明 ] 值得 注意 的 是 ， 当 函数 f(z) 在 (- co，+s) 上 一 致 连续 时 ， 
Jm 了 oz) 与 lim f(s) 就 不 一 定 存在 . 例如 ff(z) =z+sin z, f£ (— °°, 
十 co) 一 致 连续 (证 明 见 第 231 题 ), 但 是 Jim f(s) 与 lim f(z) 都 不 存在 ， 


941. Qiii f (2) de (a, 5) 内 一 臻 连续 , 则 f(z) 在 (4, 6) 内 有 


界 . 
[证 ] 由 上 一 题 得 satom fO- 0) ft £6, fe 
f(a*0), α--α, 
F(-|fG» ^ a<z<b, 
f(b-0), z=b. 


MJ P (2) fea, DREK, 从 而 FG) feCo, DEER ë fa) # (a, DT 
AR, 

[说 明 ] 如 果 (a, 5) 改 为 (a, +o), 结论 未 必 成 立 ， 例 如 了 Cz) 一 x 在 
(a, "-5ο)-- RER, 但 却 无 界 . 

242. ἔχ γ(α), go EKR, 5) 一 至 连续, RE (1) 7) 


83. ΚΘ 185 


— 
十 9(2) 在 (4, 2 一 致 连续 ，(2) f(z)g(z) 在 (4, 2 一 致 连续 . x. 
MRa, 8) 改 为 无 限 区 间 (a, -+ oo)， 问 (了 和 (2) 是 否 仍 成 立 . 
DE] (D) 由 已 知 条 件 ,对 任 给 e>0, 总 存在 61>0, Eja- 
jah s € (a, b) 时 ,有 |f(z') 一 了 (2”)| <$. 
同时 又 存在 3?> 0, dE 34 [a^ - 2" | <a z, a" € (a, 5) 时 ,有 
i lg’) - 9 (21 <$ 
Ἡπ =miní(ër, δε], 35 [2 —2”| <8,z'.z"€ (αι), IF (2) +g (a) - 
(GG) ρα) ΚΙ) -f(7)]-19(2) -g0%)1]<8, 
e) +g(a) Æ (a, 5b) 一 致 连续 . 
(3) 由 上 题 结论 , 7), g(z) 痢 在 (a, b) RIS LAG | <M, 1g C2 | < 
N(a<w<b). 
对 任 给 6>0, WR 6= min(8;, δε], (δι ΤΠ δι, Πι(1)), |a —z”| «δ, 
w, gE (a, b), 
If (z'a lw) - (7) 
= |f(2)9(2) -7(α)ϑ{α") e f(2)(2") - f(2")g(7)| 
«If lgl) =g Ca") 197) ] 110 - f] 
<(M+N)a. 
2. f (z)g (z)# (a, 5) 一 臻 连续， 
38 (a, b) 改 为 a, 十 ~) 时 , f(z) +g(z) 在 (oa, 十) 仍旧 一 致 连续， 证 
明 与 (相仿 ， 但 f(z)g(z) 在 (a, + ~) 就 不 一 定 一 致 连续 , inf) = 
z, g (z) ez, Wl f (z)g (z) —2?, # (a, 十 ~“) 就 非 一 致 连续 . 


949. ΤΠ e) ~ χες -1, 0) 及 (0, 1) 内 分 别 一 
到 连续 ,但 是 (2) 在 ( -1 οὐ, DISE, 
[证 ] (D 在 (- 了 Os. 


lim [λα]... eini, lim 
ee s ES 


Xe) Ele o) peii, =, 由 第 240 题 所 证 结论 ， 函 数 在 
[SE 


ILE 1 
E 


136 


(2) 在 (0, DA, 


lim im lialo, 
Am 7 A UE 


X6) 1822] o, 1) ο ya) νο 
Agath, 
G) &(-1,000, DN. Raci, a= L, Sins nilo 


9, 但 
wm 2 
snt 
MG) -fGD|=2— 2 (no), 


5 
由 一 致 连续 定义 的 否定 说 法 ， 取 p=1, 对 任意 的 6>0, 总 存在 αν 和 σὰ, 
ME |r- αν) <ó | (ο) — £60) | 7671, RI f(2) f£ C- 1, 0) U (0, 1) 
非 一 至 连续。 
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1. 导数 
# B χι y — fa) 在 点 :处 的 增 量 4y—= f(a+ av) — γω) NB 
变量 的 增 量 do 之 比 , 当 Δο-»0 时 的 极限 
lim AL. lim Leta) se 


Das m 
存在 , 则 称 函 数 在 “可 导 . 其 极限 值 称 fe) 在 i SO ie fE, 
fe) w δὲ DE 

导数 的 几何 意义 ”函数 Fo) 在 zo ST ΞΕ, WAR y = f(e)#E zo 
处 的 切线 存在 ， 切 线 的 斜率 是 (co ， 切 线 方程 是 y 一 co) ~ 
7’ [ο (5729. 

ΕΙ ΤΊΣ 
在 时 刻 + 质点 的 运动 速度 是 8 (0. 

分 别称 

im ΕΠΟ in 21-49) — für) 
mei τα 和 πω fE ENG 


me pex] 


是 函数 f(g) 在 2 的 右 导 数 和 左 导数 (车 它们 存在 ), 记 作 f. (a) 
和 Jf-(z)。，f(z) 在 z 可 导 当 且 仅 当 f(2) 在 2 的 左右 导数 都 存 
在 并 且 f', a) = f (2). 

2. 求 导 法 则 

若 函 数 f(z) 、g(z) 在 :z ἘΠ Ξὲ, ΠΙ. 

(DD) 和 差 法 则 


138 第 三 章 导数 与 微分 
UG) xgG)]l'-fG)9Q). 
(2) 乘法 法 则 


LG) g) = f (z) 96) - fle) g G). 
(8) 除法 法 则 


Pa J- .-- c (gw) κο), 
3. ΡΕ ΜΗ ΤΕΙ 


人 (oO =0. (2) (zz) =a 

(83) (a*)'^a'lna (a>0, a1), 

(4) (=e. 

©) Qog.z)'= hz (470, a1), 

© mayt, (7) (sin )'-cosa, 

(8) (ο05 α)' — —sin z, (9) (tg α)' =s% z, 
(10) (ctgz)'— —esc?z, (11) (arosinz)'— =. 
(12) (are cosz) = 一 tue 


(18) (aroiga)'- 
(14) (ero ctga) = ——— 


ltr 
4. 复合 系数 导数 
设 y=f(w), u= (e) Tar 3 & iR Sk y— flo], xcu 
9(%) 在 w 有 导数 ， 而 y= f(u) 在 相应 的 点 入 可 导 ， 则 复合 函数 


y-flo(2 在 s 可 导 , 且 96-95. 55, RRE oye, 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 推广 到 有 限 个 机 数 构成 复合 函数 的 情 
δὲ, 
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65、 反 本 数 导数 
HERY- Ρίο) 在 2 的 某 个 邻 域内 连续 ,严格 单调 , HE oT 
ΒΟ 0). MERREN- O Ey He (of), 
BUG - γῆς. 
6. 参数 方程 导数 
设 参数 方程 
μεν 
ο 
3X5 o, VOTIS, Bg (0 κο, Wyth, 


7. BS RE 
设 由 方程 卫 (z, y) -0 E T PJ S B9 FR Cy = v(a), 则 此 


BUE CS ΠΟ ΤΣΙ2ΡΗΚΑΝ. HUP Gs φ]-ο, 


在 求 导 过 程 中 必须 注意 % 是 “的 函数 . 

8、 高 阶 导数 

A) By- f (o) fin - 1 δι feb Qo) B HC A79 (1! 
SOS y f) 的 m 阶 导数 ， 记 作 f) m= 2, 8, ---), 

(2) Bikitu- p(z) R υ-ψία) Ἡ n Br 3k, p 


(wD) - S3 σιώθωσ-, 
^ 


称 为 莱 布 尼 芯 公式 . 

9. 微分 

Ἐὲ 18 δε y= 7(z) 在 = 的 改变 量 Ay 与 自 变量 的 改变 量 Δε 有 下 
SRR 必 = 44z+o(4z). 其 中 ΑΕΗ 4z 无 关 的 常数 ， 则 称 
υ”- 1) τεστ, Αγ 称 为 函数 在 z 的 微分 , OE du = Ado 
或 由 人) = 44z. id 4ο- dz Wi dy— Ada, 


(α-1«β), 


EN 第 = 章 导数 与 微分 


^ BANE o TARRE RERE TE, R ἀ-γ(), dy- 
f'@)de, Tui to Bi n rti, BU n BAE d'y = 
oa)aar Jo d'y- [atl 2, 3, 9). 

10， 中 值 定理 

(D 罗 尔 定理 dba. fG) tila, DJE. b. γώ) 在 (a, D) 
TH. o fG) Ον Gu, E SE πο 
=0, 

Q) 1ΣΗΘΒΗ ERE Wa. f) 在 [α, V] 8 Ht, υ. Jo 在 
(a, ONF. Bite (a, DAWED E, 使 得 

{9-15 9, g SOSO E, 


(8) 柯 西 定理 da. fa), σία) 在 [α, 5] 连续 ，b. fO), 
JEE (a, δ) ΠΕ. ο. g (z) TE (a, 5) 内 不 为 零 ， 则 在 (a, b) Ñ 


一 f(D -f(a f» 
至 少 有 一 点 使 得 POETON IOK 


(4) οσα ο eL 阶 导 
数 , 则 ; 
IO =S +S (ο) ος ολ 


e EOE οκ)” HR, 


ο ο.) 
日 余 项 . 

11. 洛 必 达 法 则 

(D ERASO JONE: a. 在 (rò, zo), (το, zo+5) 
35H g (a) 40, b. im γα) - Inn ge) =0, ο, lim y. feo 


τῷ d) 
z : 
κ yo 


à 
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[ORE T E f). σία) WE. a. 在 (zo— δ, zo), (zo, zo +8) 
TẸ, Β yG) #0, b. lim f(a) =lim g(e) eco, c. lir im LE 
=K, Ν lim I9 =K. 


X25 ao oo 时 ,有 相仿 结论 . 

ας ο RAOVA 

O 必要 条 件 ”函数 Γ(0) 只 能 在 驻 点 及 不 可 导 点 处 取得 极 
dit. 

(2) HEEMI 若 函 数 了 在 (0o — δ, αὐ) (ao, zor) N 


导 , 并 且 
E = (或 <0) z€ (roð, to), 
«0 (或 >0) αἱ z€ (ao, zot+6), 
WJ f om 点 取 极 大 值 (或 极 小 值 )， 

O) 判定 定理 下 车 函数 fa) 存 在 二 阶 导数 ，zmo 为 驻 点 ， 则 
98 f" (zo) 70, f(z) 在 zo 点 取得 极 小 值 ; 当 f" G) <o, 1) 在 
zo 取得 极 大 值 . 

(Ü) οι, oo e, α. NB fo) 在 [w 下 的 驻 点 或 不 可 时 点 
( 设 它们 是 有 限 多 个 )， 则 在 [a, 如 上 

fasce max (αι), f), ''', f), σία), SO 
ζω” min(f(e), fe), ''", fE), F, f0)). 

18. 函数 图 象 性 质 

(D ek ”如果 范 数 7(z) 在 (a, DREE MEMS" (a), 
# f" (9) >0, WER f (z) (a, b) 8 F s F f" (a) <0, WA 
3f) (a, D) s E mi. 

Q) BN WER FG) (s 8, a). (zo, 2-8) RRRA 
BJ Το ο RBA N 

O MER SONORA diim fG) co, Ἢ oc 
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Το) 的 委 直 源 近 线 . 

水 平 浙 近 线 H limf) ~, 则 y= 为 了 (<) 的 水 平 渐 近 
&. 
HER drm JG) Ls, ὑπα[γ(ο) --1οὶ ob. Miy=ke 


+b 为 了 (z) WERDER. 
14. B* 


BRASOH (z, νὴ iOS aa ea: 
U+) 


113 


gma 1t 0D* uy, 


曲率 中 心 为 
nes ED? 
在 给 定 参 双 方程 2=2(t), y- y (08, 
Ee 
TEPATE 
ο ϱ-ρ(όγΗ, g = ο ταν 
"NEU 
ὑπ ο ὗ ΝΜ. ααααπαααί 
51. 函数 的 导数 
Ὁ 导数 的 概念 


944. 设 函数 y= νο, R (D) 在 z=2 处 , 4 4270.1, δε 
一 0.01 时 函数 的 平均 变化 率 ，(2) 在 z=2 处 函数 的 变化 率 . 
[ 解 ] (D 函数 在 z=2 处 ， 当 4z=0.1 4 一 0.01 时 的 平均 变化 率 分 
ΒΙΑ 
fitr) -fld .VETO VE 940), 


.1—4/ 2 
E 0.1 
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fGetán-fG) νΣ40.01- V2 
Az E 0.01 
(3) 函数 在 z=2 处 的 变化 率 为 
lim. £640) fe) lim PIT LEA! 
E ME 


p p 


20.3581, 


= dim 7.0.3536, 


1 
an VETERAN 8 
945. Wr yas beo, R, (1) 从 v1 一 1 到 ws 一 3 函数 的 平 
均 变化 率 ; (2) 在 2=2 处 函数 的 变化 率 ; (3) 当 z BI ACH, BR 
数 在 处 的 变化 率 等 于 从 αι 到 zs 的 平均 变化 率 . 
[ 解 ] (1) 从 m1=1 到 zs=3 函数 的 平均 变化 率 为 


Σία) f(a) 19) -HD (oatb3+0) altbl+o) 
σαι 3-1 El 


=4a+b, 
(4) 在 >= 2 处 函数 的 变化 率 为 
lim 了 ze+4z) 一 za) _ 
200 da 


[a(3-- 42) *-- b (3-- ἀπ) +e]— (a:22+5.2+e) 
da 


Em 


f(33- Δα) - f(2) 
dz 


= lim 
m lim sa24z+b4z+adz2 _ 
4.0 4. 


(8) 函数 在 = 处 的 变化 率 为 


dab, 


lim fi E -f(z) 
= pp ee ie (a2?--bz 1 ο). λατ ib, 
Joni I zs 函数 的 平均 变化 率 为 
enr n {κ εἰπε έοὶΞ(αε] θαι τοὶ ασια) 45, 
2az+b=a(za+m)+b, .'. s275, 


当 z- Tg, ymas tort KEERI A zi B) za 0335364638 
LI 
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[说 明 ] 函数 在 处 的 变化 率 是 曲线 4 一 7(z) 在 (z, 19) ARWR 
率 ,而 函数 从 αι 到 z; AP 率 是 曲线 过 (zu f(z0)、(za, f(22) ΒΒ 
点 的 割 线 斜率 ， 对 二 次 函数 来 说 ， 平行 于 过 (zz, f (0). (za f (2) OS 


线 的 切线 , 其 切 点 的 模 学 标 为 21772, 本 题 指出 了 切 点 的 一 种 求法 。 


246. 从 可 导 的 定义 出 发 ,考察 下 列 函数 在 指定 点 的 导数 ; 

Q) y= [sin z|, z=0 处 ; (2) y=zlsin ο], z=0 ἀξ, 

[分 析 ] 由 函数 在 zo 点 可 导 的 充 要 条 件 f', (zo) = f“ (zo) 知 在 下 列 情况 
下 函数 在 za 处 不 可 导 : (1) 在 zo 处 函数 左 、 右 导数 至 少 有 一 个 不 存在 ; 
(3) 在 za 处 函数 左 , 右 导 数 存在 , 但 不 相等 。 


sns, 0-α«5, 


[@] Ὁ f(x) -| 


-sinz, - Ἕπα-ο, 


aup Snir 
dur a N 


s O aa lim fan ~ fO) 
450) “δα ση 


j ws fkan-fO μμ — si r _ _ 
1-0) fim, dr PET E 


S fO) Af (9), .. y= [ein zj 在 z=0 处 不 可 导 .。 


zsinz，0<z< 呈 ， 


(2) ο-{ 
5 -zsinz, -$«2«0, 

dim 2(0342-—9(0) jg Δα-εἴη Δα. 
50-2, p )- P ER 
PDEPMEIITORIONEMES I T — 
ἅν AE τν 


79.0) 59. (0), 7. s==|sin z[ i£ 5-0 AEST, R. g' (0) 0, 
247.， 求 下 列 函数 在 "~ 工 处 的 左 、 右 导数 : 
O Ζῶ -G-05 Q s) 


I 
΄ ii -10} iim (sD) -0 
(g) Ὁ mig, LEED i, 7 
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= lim 
LET 


JD = lim Ze. Σα St as do. 
mio ᾱ- 


λος μη 


= = +e, 


=+, 


Gg.) lim, 2 四 = σαν = lim 他 -Js 1-0 ts 1 


m ᾱ-1 NUT 


一 +eo， 


0 — 


gD = lim, = 全- lim 4623-0. μμ EN E 


[说 明 ] Q) ο ο ο τη 
AdAy-G-D'mWRNORGE BYGTy ον 
si. 

(gg(a) = (a 13 g£ z— 14, ac 
9, XXI IB y= (> D ERATU 
R. Ross AS" GEM). 

948. i /(ο) --(αἹ--οῦ)-σίο), σία) Æ o=o kb E k. R 
7/9). 

[R] 已 知 lmg@)=9(Q, 

fe) -lim t- LO -lim (1) --οἲ) +, MIS (3) 
ο c 


lim tetó« νω- 2e:g(e). 


ος (a) ΤΙ σέο) trO ο ο 
Z 12.0) 
9, σῷ) κο, RE: lim LE DOS, 
UE] vO) =g00) =0, 22 240, 则 有 : 
fi — f0 
πω. z 


gG) “gg, 
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fiz- zu m £9? E 
c imt ol zm -20 
ew gu miin poena [ox ΠΤ 二 二 Sm gO 
A 220, 
mo [σον Ime B. a, URB, G) 在 
5 处 可 导 . 


[分 析 ] 讨论 分 自 函 数 在 分 点 处 的 导数 , 常 利用 函数 y= 了 (z) 在 z=zo 点 
可 导 的 充 要 条 件 : f, (za) =f- (zo). 
ΓΒ] 车 f(z) 在 。 处 可 导 , 则 了 (z) 在 处 必 连 续 , 即 
E Τα) = lim fm f, 4 debo 


Σι pap lim Za, 


ex ο 


f.) = im, LLO o i. arbe 
ed 


r=] e TO 
a(z— ο) 


im +b- (ae+b) _ ji zx 
= rr ar 


ORB fit sno 处 可 导 ,必须 a= στο 
23 a= 2c, b= οὔ, f(z) 在 z=c 处 可 导 . 


sicuro μμ M. a URL SO 在 


。 0 处 可 导 . 
[ 解 ] 车 f(z) 在 oc 处 可 导 , 则 了 (x) 在 ce 处 必 连 续 , 即 
πώ... 
EA F-(0) = lim, Lito lim Siz sine 


— 


= lim 70080, 
— 


fO im 19:19. lm «εν sino, 


— r= 


az- 
= lim 26 =a, 
emm ας 
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Β f, (e) =f-(e), 得 a=cos ce，.. 要 使 f(z) 在 zc 处 可 导 ， 必须 a 一 
Cosc 及 b=sin c— ac, 
<. i acoso, b=sin c—c coso Bf, f(z) 在 z=0 处 可 导 , 
252. 车 函数 f(z) 在 z=a 处 的 导数 为 4， 求 : 
(1) lim (25-42 — (842). (9) μαι {920 f). 
p Ar Dd š 


(8) lim f(atot) —f (a+ Bt) 
D ῃ E 


[R] Ὁ 7 7(z) 在 za 的 导数 为 4， 即 : 


im f(a- 42) —f(a) .. "eit iz) — f (a) ES 

ανν RUNE EET MD 
lim (atas) -f(a- 4) 

P Δα 


i f(a-- Az) — f (a) 1- Lf (a) — f (a— Δα) 
dz 


ae 
lim ος -fa L lim f(07 42 — fia) 2,4 
4.0 4r Pl 
(3) lim LEEW -FO jim Τία:-31}--Τ(α) gA, 
15ο t 4-0 1 


im {(α Σα!) — f (a-- Bt 
qae p 
_lim [fa+a — F(a)1+[f(a) 一 fla+BD] 
t 


ει f(ataD - Γία) alim LHBN 一 fa) B 
D at 1.9 Bt 
= (a- B) A. 
253. 如果 函数 f(z) 在 z=a 处 可 导 , 求 证 : 
lim 3 (4) —af( f(a) —af'(a), 
z—-a 


p 


ο ο .. im LEAD = gea, 


dig ἀξία) afla) ym zf (a) afla) +af(a) --αἴ (5) 
c z-a e t-a 


πίω FO fO him S£) af 3)... gg) - afia), 
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. lim AD-AS (a) - afa. 


904. EMER f ETE, 则 7(z) 的 导 函 数 为 奇 函 数 ， 
[证 ] — & x 为 区 间 内 任意 一 点 ， 
ασ 


Em 
= lim JË — (ze —42)]— fCS zo) 
P E s: 


由 于 了 (z) ARN, WE: JL- (t-41) ]=f (2-41) SEE 
f(z0), 故 
ο Len 4 - KG) ci find f 


= feo, 

V f'(—za)= —f'(zo), Wi αὐ DX RE RC RU «(ΡΜ 
[说 明 ] [RESI AVE σα ο UR C 
956. Wii f ORAR, Hf OFE. 求证, f'(0) -0, 
ΠΕΙ v fG)R AER - 7(4z) e fC- 48), 
又 “天 (0) 存 在 ， 

^ f 0-£50)-f-0 Ὁ 

f.) - lim, fun = {ο = iim, σσ) πο 


ο ~ £6 - 10)... (y "S 


d O, @ ñ: f0--f0, "m N 

s. f 0)=0, 

356. 设 J(z) 在 z=am 处 可 导 , 试用 导数 的 定义 , 求 极限 
lim fia f (os 


NECI 
[8] ua (a fro 


ais Of (ot fave fio 


r= 
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ο ο ο Sus 3-2,f(- (raza!) 
aa z-a Lad] s G—2 ατα 


πο pia) + 32 ία, 
257. dif 2) 在 = 处 可 导 , 且 " 为 自然 数 ,证 明 , tim [roe 


D)-;jo)]-f(). 反之 , 若 linn|y(z+ 革 )-7(o)] 存在 ,是 
n ΡΙΒΠΗ f (z) 在 ”处 可 导 ? 

[证 ] 按 导数 定义 ，J(z) ο ο 
43 4s- T, 则 有 

lina[f(2 3) 5] re. 
反之 不 成 立 ， 例 如 设 
0, z-0 X l,n-12,3, 
» 
fe | L 


E 1, αφθ, 
在 2=0 处 , lim dion 但 了 在 z=0 不 连续 故 不 可 导 。 


(2) 求 导 法 则 和 基本 公式 
258， 求 下 列 各 函数 的 导数 (其 中 ο, t, z, rima 


2 i = 
Dyt ita Ον πρώτο ` S: 
a E 
O =n E, E 


(6) y= —2vlog,v-coss, (6) Bg 


UN] (D y=- 
667 -- 1014. 
yj. 
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NT UDIN 
Dy aoier, i 


)。 7 3eses-etg s- (1+8?) ~4sresce 

4 = 
e (I+) : 
ET 
ha 


ο ο ο. v), 


ες] 
(6) YT 
μα μπα 
959. κ - 920 的 上 § 
求 Tatba BFR 
y] [arabzio(GarMb)-r-(urabric) 2aP-o 
e) [ [xr ] ΣΙ aroja 


wa [e l i 


260. Ἀτπιβκιώθαι, (D e (D σα”, 

[分 析 ] (D 可 将 原 式 按 指数 运算 的 性 质变 形 ,再 求 导 。 

n ὢ (23557) BG -uG)] 
-5-(0.49' —15- (1.8*)" 
-5.0.45150.4--15.1,8᾽151.8, 

(3) Feat ea (ea) 4) =a: (e2?)*-In (ea), 

361. 求 下 列 函 数 的 导数 : 

(D y= 2sinzcosz—cosz — 

V7 1-—sinz- sin?z — oos!" 

(2) y» (1— tg* z)cos a tg2 m. 


..  Bsnzcoz-cosz _ cosz(2sinz—1) 
US] (D V qi-anzrsn'z-cosz  snz(Jsina-1) 
"E^ 2&nzeosz-cosz Ὑ | n 
5 = (ae ασε) - (easy o cet 
(3) … (d—tg!z)cos?a-- ig? z— (1— ig?z) sec? z-cos! zr tg? zo 1, 

-- y SEQ tg) cos? tg?z] =0, 


eg, 
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[说 明 ] 求 导 数 时 应 注意 对 函数 进行 适当 短 等 变形 化 简 ， 以 减少 运算 
E. 本题 是 采用 三 角 恒 等 变 形 . 

282. 求证 ,y=f(z) 4220) 与 y=f(z)sin az, 在 交点 
处 ,导数 值 相等 ， 其 中 画 数 (z) WS (a0, 


s=, 
UE] 解 方程 组 {ee πας, 
BS) --ἷν οὐ) --δ, IB f(a) >0, 所 以 得 1- sinaz=0, 


解 得 交点 的 模 从 标 为 = 当世 + T. (m0, +1, +3,. 


ο Flo fO. uen 3 


s= f(a)sinaz, R) = f'(z)sinaz+af(z)cosaz, [E] Ë # sila.» 
f(E + 是 )， 即 在 交点 处 两 者 导数 相等 


a 


2683. R, y=shz, y-chz, y-tihz, y-cthz 的 导数 
[Wl hee (ENHET, a (ha'=oha, 


(ebay (£7 (ehz)'=sh =, 
I (say. 1 . NO 

[d DE dus Ὁ (ha)'=seeh3s, 

(eth z)'= hey -- er AD (ethz)'= —eseh?z, 


[说 阴 ] 上 面 一 类 函数 统称 为 双 曲 函数 ， 双 曲 函 数 在 工程 中 是 较 有 用 
的 ， 它 有 如 下 较 常 用 的 性 质 ，eh?z 一 sh*z— 1, sech?z 十 th2z 一 1，etha7 
-~ ese hizo, 

此 外 , 双 曲 正弦 的 反 函 数 用 Arsh z 表示 , ArshzeIn(z- 271) R 
曲 余弦 的 反 函 数 用 Arch z 表示 , Archz- 土 mn(z+V 丈 -了 (x21); R 


曲 正切 的 反 函数 用 Arte dO, Ariha= in [ΕΞ (jz| <D; RAR 
切 的 反 函 数 用 Arethz 表 示 ，Arethz= dn Pa (1/53. 
204. R. Arshz, Ατομα, Arthm Arcthz 的 导数 ， 
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ΠῚ y-Arshz, zcshy, PAR TRF, M: 1=ehy-⁄, 
ER EN ; "ANE £ 
Pç (Arsh z) "= 


s= Arehz, z—chy, PREX 2 RS, R, t=shy-y, 
AV VUA = 
-l 


上 ^ 
^ uwa (4351). 
yo Aribz, s= hu, BEER z RS, RE 1= σπορ ή. 
1 


d = 1 =. 
5 a er r a cm 


(zl «D. 


>. yu Ll 
AC (Arthz)'- iF 


ym Arcihz, z=cthy, PUN α RẸ, BI 1= 
P 


p= 1 一 一 一 一 一 . 
H= ahy Ta 
ll dam. 


(Ar eth z) i 


905. BA, ΑΣ 证 2 一 Ar eth 二, R: f 


CR] 按 反 双 曲 光 数 的 求 导 公式 : 
= 
poza ry 二 

z 
1 


[说 明 ] 事实 上 经 计算 可 得 : Arthz=~ Areh. 
366. ΕΙ, 为 多 项 式 Ρ(α) 的 两 重 根 ， 求 证 : a 亦 为 P'(w) 


HR. 
[证 ] 已 知 a 为 多 项 式 Ρ( ΑΡΣΗ, NP SUE (2-0)? 因子 ， 即 


P()-(z-aQG) (QG 40). 
P'(z) = (z~a) -L2Q (z) - (z— a) -Q (z) 1. 
a Jy P' (z) RIR, 


P'(a) =0, 
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967. 求 多 项 式 f (2) 2 az b ERAI (a 0). 
UR] j'G)-32.a, Ek f (2 EROR, AUR zo WAA 
[τς μια “Ὁ 
f(x0) =0, βαξή-α--0 Ὁ, 


ὢκᾶ- (x= 3στοή!-3δ- ατο--0, 2a, 3b—0, r= -2, 


RAF: 4+27b=0, ο. 5 f(x) ma? taz b 的 系数 满足 4a8 十 
37b? 一 0 时 ,多 项 式 有 重 根 . 
968. Bd, f(a)=z"—ar-b, Kd n>2, # a3&f(2) -0 
WER, Βα, b 为 非 堆 的 有 理 数 ， 求 证，“ 是 7(z) 的 有 理 根 ， 
[证 ] f()=a"- αυ -δ, fa)9nz"3-a, 已 知 < 是 7(z) 的 草根 ， 
Mi: f(a) =0, f'(a) =0, 
. o αλ αα- ὃ--0 -D 
fen -D 
Oxn-@xa: nar- ana- nb — na^ ax 0, 


e a η, ὃ 
a (oo. 


da, ὃ EAE ACC B a B f (2) = Op RR 
269， 已 知 ，{aw} 是 等 差 数列 ; αι αι -ᾱ, ait (17 1)d, i, 
求证 : 
Ρο πα 
~ eges σκι, 


τα)” 
(n— 1)z^- nz: 


an & (Si»)- ë X) B 
a à (k- 12-2 2 ο ο. y 


μι μις 
[ur 


$reg. 则 
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$ g- Dap {nD dart? nant + gt p 
ἃ e-na = o 


x PEE a 
@+@, et Dag 


(d — a4) 9? -anigi tag? 
"amplus prem «13. 


[UB] 由 本 题 很 容易 推 得 等 差 数 列 与 等 比 数列 对 应 项 乘积 构成 的 数 
列 前 ”项 和 ,如 


B, qt 29^ ng 2 二 mnm (xD). 
970. RE: 
Legeg n? gh? 


— 1+g— att) gt (2n?- 2n — 1) gt —n*gnt? 
G-o* ; 


Gr) 设 ra= Sese (3je2). 


由 上 题 得 : ο κ... (+1). 


απαλή 
A Ρο -(ᾱ κο -[ z- ος ος 


= l+tz-—(n+ 1) 1133 (2n?--2n — 1) 2^*1— niy^*3 
ü-z)* - 


$299 
Ομ. 
(n 19g (2242 "n 
BE fermone n" qwl. 
271. R: 01201430: Έπος Ε.Ε EUR. 
[R] [ας 7y -CE-- One Chr OR ] 
一 CE3203z 十 … 十 anCRzr E, 
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得 aa $ eta πο 


H z=1B, 4808 CL 20lee nOD a, 

当 z= --ᾱ ΗΝ, E 01-2024 (71) 770020, 

[说 明 ] 当 = 取 常 数 9， 就 可 得 组 合 数 数 列 每 一 项 与 等 比 数列 每 一 对 应 
313ΕΡΙΡΩΑΡΙΙΣΙΗύ nU. in2—2, 18 Ον. 2*4 2032-303 2 
-pnOp anie πλ 


972. RE $WOI-n(ni1)s, 
DE) See hre- ὅλο, 
H bm, P 


全 za- 入 ΝΡ soe] - [See 
-[-2)^- I] n(- 1) 1+2)", 


于 是 当 z=I 时 , S kæ- Dena - 1) 2777 


- P 45 (η -- 1) 29-2— η (n--1) 2073, 


(8) 复合 西数 的 导数 


319. 求 1(z) -In[in(ln z)] 的 导数 . 

[分 析 ] 求 复合 函数 的 导数 ,应 注意 复合 函数 是 由 哪 几 个 函数 复合 而 成 
的 . 例如 y=f{g[9(z)]} 可 以 看 作 y=f(), w=g(v), vp(z) 三 个 函数 
复合 而 成 。 为 了 方便 ,复合 函数 求 导数 时 , 不 必 都 写 出 中 间 变 量 ,只 要 由 外 
层 到 内 层 , 一 层 一 层 逐 层 求 导 ,不 漏 层 , 可 以 简化 运算 . 

[ 解 一 ] y=Inu, u=lnv, v=Inz. 


is EPI: UR ON Y 
< ys {nln (n) T7 (nu) us ve rine 
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[@=J (mund) uer n 0n 27 


i 1 ; 
πα Rz (In z) 
i 
“Zh =n 
274， 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1) y-sin[cosi(a*-3?)]; (3) y aro dg i 


(8) y- arctg [In(1--z?—ctg z)]2, 
[ 解 ] (D 逐 层 对 中 全 变量 求 导 
y'= (sin[eos* (a 23) 1' 
= cos[eos2(zt + φῦ) 1. [eos (zt-+ 9) Y 
= cos[cos? (zf z5) ]-3eos (zt +-z2) [cos (zt + 9) Y 
== cos[cos2 (244-29) ]- 2008 (24-2?) -[ — sin (314 αϑ) 1. (af 2 
==cos[cos2 (zt + z?) 1.3 eos (zt + z) -[ — sin (zt +z?) ]- (4254+ 32°) 
= - 2(4z5 + 32°) -cos[cos? (a* ^ z) ]- cos (24-29) -sin (zt-+29), 
@ y= (arg 422.) ————( = 
(neto) y (s) 
Qc ades) Ὁ 
xa) (1229: qa 
y'= (arctg[ln (14 αἲ-- ctg z) Y 


TF -edy 


1 
=a iate de) 
Date- eg z) Y 
2m0(4e-aga 1 0. 
iqhürs-desy ew r-r (570 743 
τ π(βεμοοοβα) ln(11 - ciga) 
(TURO dez FT Fe dir] 
1 naati l p E 
915. R v- 13 In Et 505 are fg y 


G 
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数 


μμ] ντ η 
UM E h G 273 aide zi] 


=[ 吉 21D -λικ(α 9) 


一 3T ( ardg zy 
er 
ail 


[说 明 ] 涉及 对 数 函 数 求 导 , 适当 注意 使 用 对 数 运算 的 性 质 , 进行 恒 等 
变形 , 以 减少 运算 量 . 
916. R y ~are tg (sec 2--tg 切 的 导数 . 
[ 解 一 ] [2rctg (secz--tg x) 1]. 
= (seez+tgs)' _ seoz-tg risos 
Lr(seez-igz) l4 (eriigr)? 


36. see z (tg z- see z) 
T scm +2seez.tg zT igis 
ss αι Lair NONE 
z 


(1--tg?z) +seevr+Usecztgz 


[ 解 二 ] 由 三 角 恒等式 se6 zo tg cn tg (35), 


à Να 
8 arcig(seoz-Htg a) o m4 (som =, seg). 


arctg (5ο62--1ᾳ9)Υ-{5-:. 2) -去 
277. R (aro cos)? [In*(are cosa) — In (are cos a) 3 ] t 
导数 ， 


[fJ $ usarecosz, 
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eres [Interes c) - In (arecos) + ik 
-[ ως w+ 了 站 ` (&recos 2), 
-世人 入 人 ee 人 -二 
ult- σι) 


_ Barocos z" (lararecosz - 3) 
τ-- 
[说 明 ] 求 导 时 ,仔细 地 观察 函数 的 形状 , 18 3088 B IBS E, 利用 复合 
函数 的 求 导 法 则 ,就 可 以 减少 求 导 的 运算 量 ,如 本 题 令 u=arecosz, 
278， 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(D y-In(etVitz) (2 y=In(tg w+ VIF tga), 


£ 1 
tm) O) σποτ ανν ο περα. 
(D $ tgz-u, y= IT), fi) GIO RE BE EORR 


My o = na] ect, 


Ji 
Soy see]. 
979. R yn zia 的 导数 ， 
[Y $ Vz =u VztVz-o, 


则 (Yer Jey=G/Eru= 


= +v ey 


1 
μα 
2Vz+VetV T Ë ss 


wm ατα) 


1 
7 WI Te == ENEJ Jl 
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LIÀARAVx MW. Va 
CaVa-Var E REN ανα 
280.， 求 下 列 函数 的 导数 : 
(D y- Voti 
Q) y- V sinet) + VsinGz ED, 


UNO ὦ ο ο ez, yii, ERRORS 
法 则 ; 
= (3), uim i (z+ E EERE CEE απ, 
3Vz +1 
9V(z-i r 
Ὁ) 4 sin(2z+-1) =t, YF =u, 按 复合 函数 求 导 法 则 及 (1 中 的 结 
R: 


DOE ai 


ο αλ Snc ee), 

Ώοος (35 1-1) (33/3 
9V inizi nr V sin (rr DI” 
981. k [στι - 156 are etg (a) 的 导数 

O Ita lig $ 
ΠΒ] $u-a., 
+ |> een] 

-[ “u 1-w 


Mom 


Wedge] om 


uds are tg uisa lna = S A are otga e, 
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29. R - ELS 的 导数 - 


[ 解 一 ] y= 36-17-36-) (2:—1) 


απο 
23G-D[G-0D-(3:-13. 2 
G-I i-is 
26-03 
[RI] yen Ὁ 1 


(G-19  z-l τα στ 
y=- 


2838， 求 下 列 函 数 的 导数 


D y-O 248341, 


αλ αρ. αργα. ant 


= 2 (tahi E 
M e 


按 复 合 函数 求 导 ， 


Θ [8-1 ο Dll e dos d enr 


ROME». +n] 
1 A, Iy 3 (la, 3 
-L (+L [—Ó40) ----τ----τ., 
i ποτ 
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[ 解 =] νυν 


-- 
ñ+1= (3-1)? - 85 +1)3, 


3 
TE αν 
m 
e 1-rcos k. 
284. k y- EOS 的 导数 ， 
4 l-coskr Y 
ἵκ (5951) 
— — ksin kx(1—cos kz) — ksin kz(1-- cos kz) 
ᾱ cos kz)* 
_, — 2k sin kz 
κος τὰ 
[ 解 =] v dhok ag, 
YrcoskzY o (og ZEY = - ptg 三 .sos 好 
(Gas) me m) sas ον) 22. 


[ 解 一 ] 利用 复合 隔 数 求 导 公式 ,得 
— T ETE 
UII 利用 对 数 人 恒等式 aere Nee, 得 
ο. 
[说 明 ] dutin f (0 ato (8A ΗΡΑ, BORSE, BAN 
es, x 
[aneo] = [o (z) ον = loga- [o (z) "^ Š1-g'(z) 


-ioga Σο) ge). 


296. k om we P 的 导数 . 
IN] 仿 上 是 的 方法 求 导 ,得 (CUm 车) 


ΡΠ = 
-[( ο -ge 一 一 
mum 


2 


E 
"ll 
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l.c. 1 elogsare sin + 
4-3) -aresin ΞΕ 


287. κ γω) YFF 的 导数 
UR) [VSEETTEIy- (52e (a+ fy 
一 二 [sz+ oet 3 (a+ nhy 
-ipeeeentr [seen] 
[说 明 ] VRGRUCSRENSTER, JERSHER DENISE, 
288. R abe 


IW) [Vein zvan z sin z] = ein ky-I 


ἀρ cos z, 


289. R f(e) -ln 12 VLL 的 导数 


Mrz Ml-m 
EW) Xf 便 等 变形 
u AE zi Z In (1- 1725 - Ίνα, 


z 
" z m dv. 4 
Ῥ) =[ln(1- 1-25-1n z]- Aim 

^ fo-—— 

990. R In(A/2733—5) In (a7 F3--5) H TR. 
[分 析 ] 采用 对 数 公式 In Ni+In No = In (Ni No) fet GER, 
[RO Cine 713-5) In (/27E8 --δ) =[la(z+3- 35)] 

=[jn(z? 一 22)]'= Lu 

291. T FUR SES τ δι. 

(1) y=f (sin*z) +f (coz), (3) y=f (0) er， 

ΓΒ] (D w—2sinzcos zf (sin? z) -- 2sin zcos zf (cos? z) 

>= sin 22[ 7" (sin*2) — f'(cos?2)]. 
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(D of (eese κκ Κω 
292. 458 δα f (e) EIE IJ S ERA ο BERT SS B. f (e) 天 0, 则 


EO) 
Dire nr £O. 


[证 ] 3 f(z)>0Bky, In|f(2) | 215 f(z). 
1n ἘΠ y fn 
[In |f(z) D'-Un £(2] Far 
3 (ο) <0 时 , In|f(2) | 21n (7 (2). 
Cafy7(z)1] 一 Da( 一 7(z))] 了 一 


-fo Pn 
-fe fe 


: pe f 
& [ay 了. 


十 十 1 


m 
293. sk In νετ 的 导数 . 


Ld Amm) (ἑι(ϑ}-'-γεία) 
η fon eis ORAT] (3555 359) 
εδ 5 δι, WERK: 

f) 一 (n|fs(z)|+--+In|fx(z2) |) — “π|σι(α) | algal) |), 


再 用 上 题 [In|f(z) [Y 2 结 论 求 导 . 


fo 
ΑΓ ͵ 
εν ην 
Ll. 2z+1 1, az-1 1-2 


T Feti 本 TOHT ατα IT 
[说 阴 ] ”同样 对 形 如 f(z) =In[ff (z) - ff (z) fi G)] 的 函数 求 导 ， 
也 可 用 祖 同方 法 。 


394. R In ZELENE 


STI 
E iyi 
[8] [ιν σεν Εν Ciney RT*ETDY 


423--6r 
ΚΕ 2/z 2-1 1 


CUNT FHT 
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人 X 2x4 十 3z2 一 (z2 二 D} 
Ma ERE E E 
EE 于 十 373 二 工 

= (P-D VAIE 2-1 
a(r? LAV IBI +] VrH 327] cer γα ΕΤ 


dei won Br- 
uc ELA NS, 


[81 [Vem δε ντ 


να 
=[V őn] / ὃς - /2|Y - [A 61n | V 81 /2 | 
NEP RN E E: 
v$ Vaz- Vz * Briva — 35-37 
(1— a). P d !.cos g 
996. R (arc cos z) WFR. 


[分 析 ] xtX P EDE ORE, RRAN 
导 法 较 方 便 . 
UM) f= 


(arecos z)? 


1-z?|.e? -1 |cos z 
yole esl, 
两 边 取 对 数 : 
In|f(z) | In] 1 --αἲ[ -Ine?714-In|cos | - Infarecosz]*, 
两 边 求 导 : 


3 

Us — == 
997. R f (z) = (z—a)%** (z—b)2+ ( — ο)". (2—4) SH. 
[分 析 ] ”在 因子 较 多 的 情况 下 ,采用 对 数 求 导 法 较为 方便 , 
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ο ο ο DRE. 


Liz- T Γ4-ῶ 
UNT 


m (z—a)*« (α-- 9). (ze)? (z- d^ Í 


B(z—b) ，Y(z 一 oj7 | δα νὰ 
ΣΩ͂Ν ατα] 
= (z-a)*«(2-)*- (2-6) (2— De A 
γ è 
tatra) 
σας 


298. R Y GP Ty: 的 导数 
UM) 采用 对 数 求 导 法 : 
YTE 


Tv = 和 
两 边 取 绝对 值 
TORNS GP 


(23-1) 
ΠΠ -à[z?-1|]. 
等 式 两 边 求 导 : 
29. iG S 
wur ΕΘ 


fos 

, 1, 2 4ν 
f Gf GR 3) 
fo =4. 


299. R (tg e)" 的 导数 . 
CRH] ymu(z) t? (u(z) >0) RERE, 无 现成 求 导 公 式 可 循 , 一 般 
可 采用 下 列 方法 : 
[ue] = ettet monos ln ufa) 4.69962] 


uz) 
uo [rm «co en], 
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[R] [itga] ο η 
= ἀκα)’: (cosz-ln ig aseo), 

300. Ron 的 导数 . 

[ 解 ] [ary m [eto om] met on. (n41) (In) 
z 

= (n4-1) (lag) s-atioer-t 
801. 求 y= (In z)“ 的 导数 (27D. 
ο er aur i ΠΠ n ] 
` In. 


sme 
p 
Iz 


902. ok f(z) zz“ +z 的 导数 (070). 

[R] & fi) uz, fix) eos, fala) oz S RE f= fi fat fa. 
fo 

δα) = (as)! e (eri) emo nz 1) παν. (1+1n2), 
fia) ο n z) .Inz+z 

f) irt ο ολ. 
下 列 函 数 的 导数 ，(D y= zl (2) z=2|zl. 


== (nay [man α) 4 


(m) Quee ^ T 
1, α»0, 
”-{ S vs 
当 z=0 时 ,由 f(0+4z)=|4z|=|{ n pe 
S eur E ad 


ο ο Bi o i oem ao). 
(2) g= zlz| 此 为 两 函数 了 与 |z| 的 乘积 . 按 乘 积 的 求 导 法 则 与 Q) HE 
ips omo yo ο en (a|) = le E eile, 
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3 2-0 B, lim nn i 
Bp. 
CRJ y= |]. v =sgn z(z=0), iX — Hie HTF] (z) } B 


数 ,在 非 零 点 的 导数 ， 令 4= 了 (z), ΙΟ 1. 
求 导 法 则 ,有 (| 了 (2) | ν-ρῶ «sgn f (1) (f(z) 9), 


304， 已 知 函 数 了 (2) 在 (a, 5) 上 可 导 , 求 : y 1f (2) | 的 导数 ， 
[ 解 ] (1) 若 j(z) 汪 0， 由 上 题 的 说 明 , 有 
(0569 =f (0 -sga f(), 


=ln|zi=9, yl--o=0， 


y -2|zl. 


(2) 38 f(x) --ο, 
0) ἀπ (4930, WFE) [) Ίντο. 2EUERR TR: 
显然 lim f (2) 一 0 的 充 要 条 件 是 lin μα 15ο, 


d f(z) =0, Bp lin εδ £a ie 


-0, 


=lim — À> 


nte 59. -ο. arcad aasan, 


= UFOn mlin LLLE ua EE 


— ἃ" o 
+ =lim i decade, 


"m UFE Das 0. 
Gi) 3m f' (za) +0, THIR S'o) 0). 
lim loal -1，lim 5ο. 1 
— T— T6 cm Xd» 
ELO 在 和 处 的 右 导数 : 
μα LOLI μα. Ds μαι [L]. |5-οο] 
E IE e E-m cH ᾱ-ᾱς | so 
= kl. 
IF) | 在 αὐ 处 的 左 导数 : 
πα ON- qs, EO μα EL| Je 到 


— = — ᾱ-- δρ srol e~ to 


=- irl. 
z 2 dre les, FEE, 
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[说 明 ] 本 题 说 明了 一 类 形 如 |f(z) | 均 函 数 的 求 导 方法 ， ME fa) 
ΟΝ dE f 23 9E SU fn) 一 
0, B. f' (29) 0, MEUD D'ier = 再 则 就 不 可 导 . 
此 外 ,还 可 有 结论 ,加 里 |f (a) | 在 ου AESHECS ο ο BJ f (zo) 
1818, EUH IG) =0; 
上 面 结论 证 明 如 下 : EU) D. «m0. 即 
tim LEG E Uf) yim EEU 6 
ped παρ. eon a 
ΑΙ; 
是 有 界 变量 , lim (5-0, 
κα T— Io 


e. δία) 
Fol 


=0, Bn f' (ze) -0, 
305. Ry- | (2-1) (2 D?| 的 导数 . 
(N] $ G-DGtD*-u, 
(1) 3 us 0 RE (D ze 3D. 
E1572) (D? [Y - Civ LG 7 D (z+ 097! 
- ez Dein. ανν αν 8). I. (een da- 3. 

ὢ #==1, 95ο, 

lim LAFO ο ος 

£ = 2 


e ᾱ- esito 
lim O-O lim bG-DGED.. g 
ma ᾱ-1 mro 2-1 


2f) 在 z= 处 不 可 导 . 

(8) 4272-1, f(-0-0, 

πιά) - £D. μι LED G EDI -0 
z+1 PEE EO 


EX 
sf) Er- LETS, f (— 1) =0. 

[RB] 由 上 题 结论 : [G7 D Ge πα ο (4- 2). 

ο. -工时 ,导数 为 堆 , 故 |(z- (- D [e == -1 处 也 可 导 ， 导数 
DF. "r= 18, ΘΒΟΝ 8, 故 | (z- D (+D Ers L AERIS, 

显然 , 这 样 解法 比 从 定义 出 发 可 简单 些 . 


πα 
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aeos =] , 240, 
906. 求证 jc) 一 


内 有 不 可 导 点 ,但 在 z=0 处 可 导 . 
GE O #s=0 0 ο (~ 


在 z=0 的 任何 邻 域 


2 一 0. 


— «δ, 
xL BA, roo- e TEO φβσώωπο, 
9, 2-0, 
ge) (ges ολα Uem E πως) m +0, f(z) =|g(2) |. 


, 由 上 题 得 了 7(z) 在 z, 处 不 可 导 , 即 在 z, 的 任何 邻 直 内 总 有 不 可 导 点 。 


. Jes] 
(2) 52-0, # f(0) =0, Ti f (0) olim — 27-0, fies 
一 0 处 可 导 . 
901. R y= |sinss| 的 导数 . 
[RI (D em 时 , 则 
[lsinsz|]'= ra 2| ο sin? z cos z-- 3|sin z| -sin .cosz, 
(2) z= kx 时 ,由 第 304 题 结论 , 令 wsinaz， 刀 = (sin? z) ex 3 ein? ze 
cos z, W |, aa m0, .. |sin° z|”|,_, | =0, 
总 之 ， [lsins z|] - 3]sin z| -sin z-cos z. 
908. ὑξ ful, j=1, 2, =, mn) 为 可 导 函 数 ， 求 证 
Ifaa) fia) - fim) 
dL|faGo faG) o fala) 


fa) fa ` E "S 

fui) fu) - fu) 
p| flo) + fsG) 
-3 


Hn) fu c nr 
Ga) fa) c fe) 
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并 利用 结果 求 : 
Iz-1 1 2 
F(z)=| -3 α 8 
-9 -8 sci 

的 一 阶 导数 . 


[证 一 ] 当 ”= 工 时 ， 左边 = 是 fa(z) e fit, 右边 fi1(z)， 显 然 
EX. 
di ne k- LIERESE, KÄ n— E I, 由 行列 式 性 质 
A(z)  fu(z) * An (2) - faz) * Aus(2) - +fux (z) Au (a) 


ολλ Αι 
其 中 Au) JE fo G) fan h pak. HA: 
4a) - 3 Ala) +u) Aala) 
- Ese au) Λι 
m farala) fg) 


- fes) 


"lese 
£fui(z) … ζωα). fassalt) co fe 
fua) - fula) 


fori) fomil) 11) 


- ΣΠ ΑΦ 2) o fat 
fat) 7 8 
fala) co fula) 
- 35e “ πιω] 
fu o fato) 


由 数学 归纳 法 可 证 对 一 切 n, fne y.” 
[证 二 ] 利用 导数 的 定义 以 及 行列 式 的 生 拓 ,有 


ατι 


|? 0 
Ἐτεαε-|ε = 
| T 


$1. 函数 的 导数 


ICM g- Ecl s £—-E- MI της g- g- 
ο τ ο 2 g-j=||js 5 s- 
5 y - [o ο ο τ t τ-ς 


TARH 


(EME o Qno (nv. 


qe [2121 


(E (αὐπρ (nn 


Θ6Ρ 131 = pex (zp + y£ 
Qpemvem s pinang ο εξ. 
αι 
(2S -- αρ εαν» (αϑ{-- αρ 09 (2p +e) Pf RT mu = 
αλ" E (mans λε. 


[271 e [2174 
(rye fom (αρα) ee 


(ufo m er -| ανα) 


waf (Qul lepton -. ρε Gy+zyn£ 


La) vut 
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909. EH i yo In LLL 满足 关系 式 2y (Lee 
DEI v-[-l&Qez]--.L2 (5-1. 
Bye τος RAGURSUEE, B 


ο Ενα λατ 


Tz Iz πε IFs 

左边 = 右边 . 

310. 证明， i-e VIFT A In ak ET 满足 关 
RA =y +n y. 
ΠΕ] τς) «(b isa) « [Eme ver] 
ΕΣ 1 202. 

οκ μίσος cni 

将 上 述 导 数 代 入 关系 式 右 端 


ay ln y e z (z- VIFT) dn (e ΝΤ Γαΐ) 
-[ie z xV/ TX +n Var =a 
,左边 = 右边. 
(4) EHE C 


SH ο ο ZE 的 导数 . 


| [ 解 ] (erosin £)= G) = 


"ET. 
[DEVE 


Rm 


$1. gir ας 173 


m 人 
ο IDEE sm am 
312. ο É 


lep 1 
[证 ] 设 y=aresec z, N) s= say εἴτ secg-tg y. BD 


sec y SET 1. «yet, 
xs 
ub vy), S <<=, 
1 = 
——— E, 
dy sees Visec* y-Y a 
& de -1 


a 
, <<=, 

sey VmCy- A 

—L. eak, 

| i 

i 

PE ESEE 

zya * 

于 是 ， (are sto z)'= 


[说 明 ] 同 理 可 推 得 


í 

Vs > 
— ` at (1151). 

919. BA: y= arocso — . ἃξι 一 二. 

UR) ΕΙ ΕΕΒΕ 


a XE) ae nae 


^ GE τ) τ zi zu) ας 


"EDEN 


55 


Γι (ahb). 
914. RFI ARRE 
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(1) y-arectg A 


4+5 tg z 
F à 


(2) y-aretg 3 


@ , msinz-ncosz 
一 arc sin 
y s Mera C 


Cr NES 


d 
Im) ὦ =- 


(a? — ο-””) (a5 — agt) 一 (627 十 eroe) (agt + αλ.) 
c τ yr 
— gm-emynmiXeem 


(gear 


- -— P 
Za) Bepe- 
H 
"RN dl 15sehz 
Og (Te) = BF gri 25 tg T 
3 


3βοοῦα 8 8 


Br Oi8snzosz 5T4snir 


à VERQQ cos z+ n sin a) 
"tu 


(3) dL ST U 
dz ορ.) 


E m cos z+ n sin z 
Vm (mesin z — ncosz) 
m moos z-+-n sin z 
NL m an z + 2mn sin z no 
moos z+ n8in z 
(moos z+ n Sih z)” 


esga(mcosz--nsinz) (m cosz+nsin t0), 
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πο I 区 E. zw z(6- =) 
N (6-2) 
XT 


(D) 参数 方 程 和 极 坐标 方程 的 导数 


2-24 |t], " dy. 
y=5°+4t|t]. 


dz ` 
E) Shios, ο (90. 
G) 3 (20 时 ,由 参数 方程 求 导 法 则 , 得 


dy ἂν, de W8] 


dr dt ds γκρι 
Gi) 3 1-0 时 ,由 导数 的 定义 : 
Ayz- y(4t) -- y(0)  5C41)? 1- 441] 41], 
Axe z(At) — z(0) =24t+ | 4t]. 


. du] jim She lim 564074 44t| 4t 
区 νο 12 7 3r [4i 
= lim 2443441441 ϱ 
ΕΙ 

ση 


315. Em saraf 


参数 方程 在 t=0 处 亦 可 导 . 
dy _ 10t-8|t 
综 上 所 述 P-gp, 


[说 明 ] (QD 1-0 αν IREE, 所 以 该 点 处 的 导数 不 能 直接 技 参 


ο πο ο BRASIER 
发 计算 . 
μμ 


v-4(0. 求 它 在 如 处 的 导数 ， 如 果 o (8) 一 
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0, 那么 必须 按 导数 的 定义 , 考察 
im Plot 41) 一下 (fat 
aeo pCa 4t) — p(to) ° 


着 此 极限 存在 , 它 就 是 Z 


eS 
z-P-, 


PE NAS 求 y 关 于 ww 的 导数 , B. 


316， 已 知 sn] 


讨论 t=0 处 的 导数 . 


du ο dr: 
[ 解 ] δικα. δή. 
当 80 时， GHO BE SSC RS fb, 

dy ἂν dt 8111 


dr dt dz 
当 t=0 8, “το, Κ ΡΜ ΡΑΣ ΚΕ AR BAREH 


L3 
im HD y (ua ELS 
Hn z(t) - z(U) "o s 
所 以 在 t=0 Aty T z PS. 


. s=, dy 
am: ex EROR [Ua R S. 
Ug] Shearer, D so, 5 neo HR SEDERE, RE 


du ἂν dt aen 
dr dt dz ; d 


3 t=0 时 ,由 导数 的 定义 


ἀμ] ο ο ων 
dz so r9 x()—2(0) e P 
n en 9 
综 上 所 述 πάσης 
=a cos? p, 
318. cA 参数 方程 Ds. Oy XT o 的 导数 ， 
åy 42 — _ 3acos psing, 


[ 解 ] q δα "ροεφ, dp 


$1. 函数 的 导数 177 


bigg (peER aoo ει, +2, w). 
ac 3at 
rd 
sto. ansaa] 3 求 关于 了 的 导数 ， 
νε; 


ος ϑαι(4--05) 
ΠΩ {ρε apo ᾱ- 


. Yo ak- 

[说 明 ] Mp te 一 工时 函数 在 该 点 处 无 定义 。 
ΗΜ 
y-2—-8t4-8, 

并 问 在 何 点 处 的 导数 为 零 . 
(Wl {he-t doaa, 
于 = -+ qnm. 


Μπο 3040-0, 得 1 二 一 1 代入 参数 方程 ,得 该 点 兴 标 为 (一 入 
4. αεί 5, 948, =o. 
391. GR arotg Mw 对 于 In(1+2) 的 导数 (zw> - 1). 
[ΘΠ] qysarig V/z, z-In(14-2), 问题 可 以 看 作 
pres (4480, ok ur 的 导数 . 


5--α(α), 


[ 解 ] M 1. n aretg VTF 


ΠΗ 


892. sk SiS 对 于 Pe aile] κα), 


[8] ἂν IL Rae, 所 求 的 导数 为 -型 . 因为 
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-人 (所 + 号 ) -~ 2 


所 以 


dy ἂν /de S(5-a€) am fe a 
a uji or m sm (EE) elca), 


323. EARR ION pco (MRKAR). R 
曲线 在 直角 坐标 中 的 S, 
[分 析 ] 曲线 由 p=p(9) 给 出 ,由 直角 坐标 与 极 小 标的 关系 ,得 


z=p(0) :00s0 
[a 93930. 
按照 参数 方程 的 求 导 法 则 , 即 可 得 到 y 关 于 z 的 导数 。 
= α--αθοοφθ, 
UK] 将 p=a6 用 参数 方程 表示 得 gung TE 


du. y (0), asin0-+a0e9s0 _ tg 0+0 
dz x0) αοοὐὔ agsing  1-8tgÜ" 


SM. EX ARIA AE BLS p0 sin g 二 cosg， 求 它 在 直 
fas D 
UR] 将 p=9sin9+cos9 用 参数 方程 表示 ,得 
z= (0 sin 9 +cos 9)cos 0, 
T E bea dr e did 


dy _ y' (0) _ 0-cos 9: sin 0 + (sin 6 + cos) -cos0 
dz  z(8) 8-cosU-cosU— (sinB +cos9) sin U 


"vm amr (6149) 
3825。， 已 知 出 线 的 极 坐 标 方程 为 =a sin 30 (ERE 113148). 
求 黄 线 在 直角 坐标 中 的 型 


UR] 将 p=asin 39 用 参数 方程 表示 ,得 
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ον 
y=asin 3 sin, 
— 1 (0) _ 3a cos 38 -sin 0-- a sin 38 -cos 0 
z 一 TO Sa cos38-cos9- asin Bg sing 
PEE (Jtr 3 cos 38 cos θη sin 8θ sin £), 
826. 已 知 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 p==a(1 十 cos 0) (DER). R 


曲线 在 直角 坐标 中 的 E, 


[R] 将 p=a(1+cos9) 用 参数 方程 表示 ,得 
| 
ya (1-- cos 6) sin 0, 

~ du αὖ. a(1--cos0) cosó - asin @ sing 

` dr ox,  -a(l4cos0)sinÜ-— asin Ucosg 


μα -acos 2). 


—asinó—asin 


327， 已 知 曲线 的 极 坐标 方程 为 px- os cos 2p (RAR), R 
曲线 在 直角 坐标 中 的 OU 


ΓΕ] 方程 两 边 求 关 于 e 的 寻 数 , 由 中 函数 求 导 法 则 ,得 


2p:py7 — 2a^ sin 29, gym sende, 
= *=p(@)cos9, 
按 极 坐标 方程 的 求 导 法 则 
{yn 
得 To=pocosp— psing, y, psing+peosg. 
asin 2psing 
„ Ὁ αυ. o ppEnekpesp ορ Toe 
C de a, pecso-piing oiin2posp paing 


" 
— Shin2psing- peosp _ a'sin2osing — a? cos 2g cos g 
a*sin2pcosp--p'sinp a*sin zø 208 p +a” cos 2p Sin p 

= Sin 2g sing — cos 2p cosp 
sin Zo cos p T cos 2p sin g * 
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. Jü--dg3e Gpshm keJ). 


(8) τὲ αν δὲ οὐ ἥδε 


538. 求 由 方程 uy = V a 所 确定 的 y 关 于 z 的 隐 
函数 的 导数 (z, 920). 
[分 析 ] 由 方程 R(z, y) =0 所 确定 的 通 数 关系 叫 隐 函 数 ， 对 Ρία, y) 
一 0 两 边 求 关于 z 的 导数 ,并 注意 y 是 = 的 函数 , 即 可 解 得 多 (z)。 
[ 解 ] X zy να (zy>0) 两 边 对 = 求 导 ,得 : 
MERKEN 
3/: Y 
5 απ να (uo. 


829. R d Jy 18 2-27 = 2*1 (270) φῇ XE ΜΕ CR S δὲ 


aL 

az” 

UR] 方程 两 边 对 z 求 导 
ΕΑΝ ΑΝ 
(2 In 2- 2H η 


Q2 - 2 ul 
Vet ens (450), 


830.， 求 由 方程 are tg t-m ary! 确定 的 隐 函 数 的 导 


dy 
ua 
[R] ZUjEPHANERGRSE 
1 πη 1 rtu 
pra E V m+ V +£ 
Ὃν εἰμ (ug, 
dr z-y d 


831、 求 由 方程 sin oy) -= WERDE CU ik D 
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L) 方程 两 边 对 x RS. 
cosízy) - (y+2-y4) =1, 


, £. 
D z 


832.， 求 由 方程 只 - any t 2ay* = 2a? ME [81 A S fE (G, a) 
处 的 导数 . 

LE]. 方程 两 边 对 < 求 导 3z?~ay- ary, t 4ay-y,—0, 

, = αὐ-- 813 
= Tayar" 

Βλίία, ο. 

899. Sh y # V2z— V y 1 
导数 . 

(Rl 方程 两 边 对 z 求 导 


2.1 a 
$0» EET ^0, 


B 
, 16y" 


^ f... FE 
3(2)* 
因此 (4, D 处 的 导数 为 化 la 一 分. 
394. 求证 由 方程 zy -ln y 一 1 确定 的 隐 函 数 Gy D, WE 
P+ (@y-1) 3-0, 
Ur) 方 各 两 边 对 = RS 
t 2g 

yt -0 YW yegi 

RAS Gu- Ds 8 


ον d) em 
P+ 1) ym he αν - 1) PES] 0, 


故 方程 确 定 的 隐 函 数 满 中 ναι ὥ το, 
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$2. 导数 的 物理 意义 和 几何 意义 
(D 导数 的 物理 意义 


836. Em Φε ya, —B AP 自 原点 沿 2 轴 正方 向 向 
ἘΠ, A P fe < ΒΕ ΕΤΗ, id M iey MRR 
交 y 轴 于 @ 点 ， 当 卫 按 OP 一 2i(t 为 时 间 ) 规律 运动 时 , s Q 
点 的 运动 速度 大 小 . 

[ 解 ] @ 点 的 运动 速度 为 -8 ， 由 +=24, ντα), 故 按 复 合 函数 求 导 法 
则 有 


5-5. DE --ϑα.8-- 4r=8t. 


日 点 的 运动 速度 大 小 为 8t. 

896. 有 一 长 度 为 5m 的 梯子 , KAER R E, "ERIT 
沿 着 地 面 以 3 m/s 的 速度 离开 塘 脚 滑动 ,车 7 
t=O pj, T Mo E CERO 

Ὁ 求 梯子 上 端 在 距 地 面 4m 时 的 下 滑 
速度 ; 

(2) 何 时 梯子 两 端的 滑动 速度 大 小 相同 ; 

(8) 何 时 梯子 上 端的 下 滑 速度 的 大 小 为 生 m/8. 


UR) (D 设 梯子 的 上 .下 端 在 时 刻 t ΛΟΡΕΝ 2Η) y a (a), 
梯子 的 长 为 5m， 因此 有 
[z(0 Eu (0 Y 25. 
等 式 两 边 求 关于 t 的 导数 : 22 δν νου ον y, ος -£ =, 
MERU, TRER m, 且 下 端 作 3m/s 的 匀速 滑动 : 


=3, Z=: 
ν-4, α-9, 8, 


$m 


* 
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Rer Em νο ο 

D AERE PORE UT kas, 
Er g 2g 
vom a-| Zal, 


得 fz|= lul. ο ο. 
梯子 下 山 作 匀速 清 动 ,速度 时间、 路 程 满足 


53 
dz avo δ 
oies, άλλως s 20. 


ΜΗ ΦΤΗΝΑ DA 可 四 ， 即 经 过 EV Tst, BFE TIARA 
速度 大 小 相等 

did. kde 4. -ᾱ-9, 4-82, 
με y=25 

4y-32—0 
得 z=4(m)。 由 dans 解 得 $09. 

当 第 村 s BJ, BF ENDRA 4 m/s, 

397. MAESE, 绞盘 位 于 比 水 面 高 4m 的 岸 边 , 强 
索 的 卷 绕 速 度 为 2 m/s， 问 船 距 岸 8 米 时 壬 岸 的 速度 ? 

PETER 
BARAT 的 导数 ,得 deos. 


δὲ 2 ο ἃς ορ. ας ἃς 
Bagnes Wy 
.r=8, s=V FFE SA m, 
dz) 2κάν 5 
dt [μα 8 


当 距 岸 Bm 处 船 靠 岸 的 速度 为 V 5 m/s, 
338. EE Gh 4 οπού 的 速度 向 轴 裁 面 为 等 边 三 角形 的 锥 形 


=V5(m/s). 
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漏斗 内 注水 . 求 当 水 深 为 5em 时 ,水 面 的 上 升 速度 . 
[分 析 ] 水 面 高 讼 A 是 时 间 t 的 函数 : h 一 罗 ， 漏 斗 内 水 的 体积 也 是 
时 间 t 的 函数 : 2=2(t)， 已 知 漏斗 内 水 的 体积 变化 过 度 为 4em/s, 即 


ptem, 求 水 面 上 升 速度 o 
[ 解 ] ο ο ο μα... 


r= 


两 边 求 关于 t 的 导数 ; 
9.28.29, do. αι dh. 9 ἆσ 


dr wd 47 Cp o ws d 
Gv . ὦν 12 
已 知 7*5 ^ dte 


2 emys, 


当 水 深 为 5om nis Επ 


939. 截面 为 倒置 的 等 边 三 角形 的 水 档 , KRK 20m, 芳 以 每 
19 3m? 的 速度 向 水 村 注水 , 求 水 面 高 为 4 时 , 水 面 的 上 升 束 
[3 

[分 析 ] 水 面 的 高 度 与 时 间 的 关系 为 n= (D, 水面 上升 束 度 是 关于 
ΤΩ 

(MO RENED Sm ERKAN, ΕΕΛΙΒΡΥΚΑΙΕΒΌΚΤΝ 
间 的 导数 ο ΤΡ 水 水 的 认为 BA 


两 边 求 关于 4 的 导数 dos Pa B 


AATED tm, ΚΠ Esp tuos Do 
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940. 一 人 过 桥 的 速度 为 4km/h, 同时 一 船 在 垂直 于 桥 的 河 
道上 以 8km/h 的 速度 在 桥 底 下 划 过 ， 此 桥 高 20m, fij, 3 min 
时 人 与 船 离 去 的 速度 . 

UR! 人 与 船 之 间距 离 ,与 时 间 有 关 ， 设 为 3: 


MENET (= DER ο e nos 20099 p 


200000 


t 


EA, επ 
4 5 


200000 


则 t=3 min κ JS Oye 362 


min), 
故 当 3min 时 ,人 与 船 离 去 的 速度 为 148.93 m/min, 
341， 已 知 斜 殷 物 体 运动 的 轨迹 由 参数 方程 
Ie cos ο) 


(m/min) 2148.92 (m/ 


(0<t< amen 2) 


ytosin 0E gë 
B, το 为 物体 运动 的 初速 度 , 0 为 初始 时 物体 运动 方向 与 地 


fi Jc fB. R: 物体 在 时 刻 # 的 运动 速率 与 方向 . 

[分 析 ] 物体 水 平方 向 的 分 速度 为 怠 , ΦΑΞ ΗΡΙ ΠΚΒ vi Br 
以 物体 在 时 刻 上 BREUI GIC X vm V O Eg D. 

物体 的 运动 方向 ， 即 物体 在 时 刻 上 速度 的 方向 与 地 面 夹 角 的 正切 即 是 
τ). 

[R] G) a (0) e vocos0, y (8) --υοεἰπθ- gt (ea 22582), 

oo 物体 在 时 剂 + 运动 的 速率 为 

s= 27 4) Ey (t) = N/ i cos B3 vi sin" 8 — dogteindt g^ 
Vo. 
G) 物体 在 时 刻 t 运动 方向 与 地 面 天 角 的 正切 值 : 
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_ wsing gt 
υροοἪθ - 


BIRA t ERDIA SUTER ο tg a= Egt 


wcosD 
942. 在 直线 上 有 一 个 动 点 ， 它 到 原点 的 距离 和 时 间 满 足 关 
ES 


st ic, 
问 在 何 时 动 点 的 速度 为 零 ? 

[ 解 ] viti e iep- Perl) 0-8, 

< H =0, 4, 8 时 ,速度 为 零 、 

949. 一 物体 重 3kg 作 直 线 运 动 ， 距离 与 时 间 满 足 关系 ，s ~ 
1+t+ 妨 (时 间 单 位 为 3， 距离 单位 为 cm). 当 物体 在 5s 末 时 ， 
它 的 动能 为 多 少 ? 

(8) 动能 B= 二 mw 而 ootkin, ον) 10m/9. 
则 Ee lx 3x0. 11*-1.515x 10710). 

944. J t-0 时 开始 ,通过 一 导体 的 电量 Q 由 公式 @=28 十 
811-188}, 求 第 5s 末 的 电流 强度 T. 

[R] 电流 强度 I 是 导体 的 电 最 关于 时 间 的 变化 宣 . 


10-24, E IOBA), 
de 第 5s 未 时 ,电流 强度 为 23A。 


《2》 导数 的 几何 意义 


345， 在 抛物 线 y-2* 上 取 神 坐标 为 z1~1， ze=~3 的 两 点 ， 
F]. 在 抛物 线 上 哪 一 点 的 切线 与 过 这 两 点 的 割 线 平行 ?并 求 出 切 
线 方程 . 
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[分 析 ] 曲线 y= 了 (2) 在 位 于 其 上 的 点 PG v) 处 切线 的 斜率 是 导数 

TE), 因此 求 过 曲线 上 一 点 P(zo, ο) ΣΕ 
9-9o—f' (x9)(z— zo). 

[ 解 ] ο κ- IB 9-124 

Mbi yo zh 导数 : ν'-3- D SSJQ SR, 7 2z—4, o2, 即 
NY 

切线 方程: y-4-4(5- D. 

946. SRI AL 2" (2--y) -a* (s—y) E— (0, 0) 处 的 切线 方 
程 . 

UR) 对 方程 两 边 求 关于 z 的 导数 : 3z2 二 2zb+ za 一 ai. Mao 
0, y=0 RA B a? - o*y, lios 70, 843 vem = 1, 

7. (0, 0 A880 813225 vf om 1. 

得 切线 方程 为 y=z。 


347. 车 Μο ιν gi HERA RAR Molto, yo) 
的 切线 和 法 线 方程. 
[81 XP 如 丙 边 求 关于 z 的 导数 


MEC ES aita z) 
wx 07 v= a-a" 
到 2$ (3a— πο) 
BA HER A Mon, v ΕΠΑΦΗΣ SRL, 
因此 ,切线 方程 为 
3(3c — 
v-v = m (θα), 
法 线 方程 为 
—a 
οσο αι 


348. RMR 6y 7223-07? - 12z 十 2 的 切 点 坐标 ,使 过 切 点 
的 切线 与 曲线 y +ay=2ar 上 原点 处 的 切线 平行 。 
[ 解 ] 原点 在 曲线 y^ray-2az 上 , 技 隐 函数 求 叶 法 : 
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29-9, a= 2a. DE 


Seen 2. HEEL y Hay Dac 在 原点 处 切线 斜率 为 乙 
H 6y- 2:49: 122-82 两 边关 于 二 求 导 : 
6y,— 62^ 185-13, 
由 切线 斜率 为 3， 得 的 =z2+3z 一 2 一 2，m2+3z-4=0， 解 得 z=1 r= 
34 
将 z=1 代 入 曲线 方程 得 
6y=2.1+9-1-12+2. ». yek, 


将 z= 4 代入 曲线 方程 得 
6y=—128+144+43+2. ο, y-ll 
Sole Abbo enam sse os. (0. E) (= w. 


949. RIO, DAHR y 2 — 2274-4 的 切线 方程 。 
[&] P, 2) ΚΒ να) - 227-4, … 了 点 不 在 曲线 上 。 
18 Q (ro go) 是 曲线 上 任意 xLQ 的 切线 方程 为 : 
νο) (zò (1-2), 其 中 f (To) --θαῦ-- ἄτο, 
切线 过 (3, 9), ，… ᾱ-- Gd- 21344) = (919 — 42) (2— εὐ) 整理 得 ， 
azj-4zbe4m-le0, (2-1) (34-3231) =0 
34V. 


ΕἸ 


A n=l, 


将 切 点 坐标 代 人 切线 方程 : 
h: 9 一 3 一 (下 - 
SENS. EY) 


màs a». (5555 eva). (5 


1. y- (6+VB)=— 3 


350. RMR νε 过 原点 的 切线 及 过 切 点 的 法 线 . 
[ 解 ] v-es yee, 且 原点 不 在 曲线 上 。 设 (zo, yo) 为 y=e" 上 任意 
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一 点 ,该 点 的 切线 斜率 为 5" .过 有 曲线 上 任意 一 点 (zo yo 的 切线 方程 
为 : 
y-y™e °: (z— zo), 


又 切线 过 原点 , 则 0 一 名 一 em(0 72), ez=e%+-zo, 解 得 ze=1, yore. 
因此 过 (1, e) 的 切线 方程 为 ; g 一 e=e(z 一 也 。 法 线 斜 率 为 -6 
… 法 线 方程 为 : g 一 < 一 一 所 (2-1). 

1-28 
351. BAO 由 参数 方程 人 T 给 出 , 求 过 (3,2)、( 一 8， 
3.5) 两 点 的 切线 方程 . 


4 dw. dy/dt | —1l 
[ 解 ] gr aya GO 


(3, 32A C ΕΜΜ t= 1, # (3, 2) 处 切线 的 斜率 为 
ET 1 


ri TT 

nO, ORDERS y 22 - 6-3). 

(-δ, 3.5) 不 满足 参数 方程 ( 即 该 点 不 在 曲线 9 Ἐ), it P (co, go) 为 曲 
RO 上 的 点 , 且 该 点 处 的 切线 方程 为 9 一 (3 一 如 ) = EI 1-2), Bl 
为 (-3, 3.5) 在 切线 上 , 故 3.5 一 πα -3- xi 2), 5-23 
=0, 解 得 b= 1， -2, ^. 切 点 为 (3, 2). (9, δ). 

«Ὁ 3, 3.5) 的 切线 方程 为 : 

y-2--i6-8 和 vy-5-lG-9. 
953. ΑΜΑ y^ = az fü ^ = Bay 相交 的 角度 . 


[分 析 ] y= 及 (z) 与 y= 天 (z) 在 交点 卫 (zo. yo) 处 的 夹 角 日 是 两 曲线 交 
点 处 切线 的 夹 角 ， 由 


ieo- Aaa 
Toe fio fii) | 

得 9 的 值 , θΕ[0, z). 
[ 解 ] 


ee 
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得 两 条 抛物 线 的 交点 为 (0, 0) (4a, 22), Hr (D AA. dos 
E 


|z-4] 
由 tgo- al 


#8, (6a, 24) 处 , O=arotg S, π-- arc tg ᾱ; (0,0) 处 ， 由 该 点 处 两 曲线 
导数 分 别 为 0 与 ~, 故 夹 角 为 5. 

Lh mas Ri ze ay 相交 于 (4ᾳ, 20), RRAN rotg B. π- 
arctig Z, HAFO, ORNARI 5. 


ο -day HWER Um περι πο 


z= day o] 
te I δα M 
YFF 


# Q+ ¿a tay Ht RA @, RORIS um Ss 解 4(@+ 殷 
22a, f yia, y= 一 24( 舍 去 )， RAN Ala, a) B ( — 2a, a), 
Ba* lms 
y urge 9 ind 
KEBEAANDARRAUS b= L, ΑΒ HIRIE Y=. 
dh—4ay, Ώσ--άαψ,. yy 
抛物 线 在 点 A ο ο L, 在 点 也 的 切线 斜率 为 对 = —1, 
E A RAA a; 


ltgal= Ee <. a=arotg3, s-arctg3, 
2 


H BARKA B: 


LÀ ~ p= —arctg3, 
μεθ! ο = P=artg3, =-srts3, 


348. S XE X7. are tg3, x 一 aretg3, 


$ 2 导数 的 物理 意义 和 儿 何 意义 191 


354， 已 知 两 曲线 01。y 一 2?, 0>:% 一 一 2(z 一 3)2， 求 两 曲线 
的 公 切 线 方程 . 

[分 析 ! σι. u=f(z)=# ' W AUREOS αι, Cr y-g(2) = - 207 
—3)* RI ABUSO za. MADRP E PD ία», d (22). (αι, f (αι) 两 点 ; 
且 满 足 在 (zs, g (z) ) 与 在 (zt f (za) ) 处 的 切线 斜率 相等 . 

[R] R: ARH Ci (αι, 2D, 9 C; (αι, -ϑ(αα-9)3, 

Cs ψ-α", y =2z, 


«Ἢ (z; αἲ) ΑΕΠΠΒΕΦΗΚΟ y' l-ma, = 221. 
Cz: y= -2(2-3)*, y'= - 4(z—3). 
ον (zo 一 3(za- 3)? REG EDEL REUS v | e, — 4(22- 3). 
在 (zs，- (22-3) DES: 
9 3(z2- 3)* —4(z4-3) (z— za) Ὁ 
由 于 0s 在 (zs, —2(zə —3)) σι, αἲ), Cris αἲ) EOR, 6 
za — 3) (21 — 23) Ὁ 
22, 
3)=2m ER 


4(25 - 3) 4 2(5 - 9)? 4 (oy 3)(-32-6- αν), 
6(z,-3)*5 —12(2, - 3) (2-24). 
解 得 73, =l, … cs 处 的 切 点 为 (3, 0), (1, -8). Hii ca y= 


—72(z-3)*, y= -4(z—3). 
c WAC, OO REAEXOS y 12,50; DR (I, -8) RR y 1,18. 


于 是 , 由 Q 得 公 切线 方程 为 9=0, y 8 - 16. 
956. d dk [(α), σία) 具有 如 下 性 质 : 1) fe), σία) #£ α 
一 0 处 可 导 ; (2) f(0-g(0-0, (D ERAR, MRR y= 


JG) y - go BHCHR SE TG. (4) Ἢ 3534 a, b, ο, d i 


" i, 0 bf (z) Lim 25352) 
f (ctim ez-df(z) m go B ez--dg(z) 
同时 成 立 , 则 ad, 


UR) o fO =li G) fO) -lin PO, 
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由 条 件 (和 得 


(0) = lim Gr+bf (2) _ y, 
ΤΙΝ z 


^ £ 
N a+b lim Lasbf (0) 


oralim E uem Seraf 0)’ 
m marc 


或 [f (0) *-- (e—b)f' (0) - a=0 Ὁ 


"(elim Z) (0 2:59 (0) 
LES g'(0) lm v g'(0) arag (y 


*. d[g'(0)] + (c—5)g' (0) —a=0. 
Ποπ ο ο - 0 = - τῆ. 


Ç rR $$ -a-0, ᾱ--(ο--δ)}/(0) -α[/(Ο)7-0 :«Q 

@+@# —(d-a[f(0)T-(2-a)-0, ~. aed. 

866. EAEN f (ο) -- 2931 αα Ἡ g(z) = bz° +o 的 图 象 都 过 
APO, 0), Ek A P APUL R: a b. E f e) gO) 
解析 式 . 

[分 析 ] 若 f(z)、9(z) 都 过 点 (p, 4), 且 在 该 点 有 公 切 线 , 则 有 了 (Pp) = 
9(p) -q, E. f'(p) (b, BUGESLEROUR. 

[ 解 ] 由 f(z) 过 点 P(2, 0), 8f(2)-72.2a.2-0, ..α--8, 因 
此 , f (z) 223 — 8z, f' (2) 622 - 8, f (2) 216. Xh g(z) iit P(3,0), 
Άσίθ)-δ-ἁ-1-ο-0, ..ο--4ᾱ, g(z)-bze, g'(z)=2r. ΝΤ 
fia), g (z) 在 P(2, 0) 有 公 切 线 ，.… g'(2) --2:5: 3 一 16， 得 b=4, c= 
-16, 

Aof()-225-8: σ(α) --4πἲ--16. 

357， 由 原点 0 31 f (z) —z° — 3a + bz (a 0) ΙΑ, UI CS 

次 曲线 于 以 外 的 点 P, oy), ER Ps 引 此 有 曲线 的 切线 , VU 
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RTF P, 外 的 点 Pa(za, ga)， 如 此 继续 作 下 去 , 93] 5841 CP. Qs, 
Ya}. Mb noo, ΚΡ, 的 极限 位 置 P 的 坐标 . 
DE] s= 2-3an+bz, y =3z32- 6az+b, 
过 曲线 上 Pi (z, y) 091882 Fa; 
y- (21 - 3ax}+ br) = (331 Gaz; +b) * (z— mi) 
由 于 Ριίαυ s) *0(0, 0), 且 切线 过 原点 ,因此 原点 坐标 满足 上 述 方程: 
—zl+-3azl— bz; — (321 — barı +b) (22), 
2:1-93azb-0, zj0, .. 271.50, 
,Pi(1.5a， 一 3.375a? 十 1.5ab)。 
又 过 曲线 上 Palan yn) ΕΑΝ 1, Ἀν 
q — (35- 3azi--bzs) = (313 — Garn +b) (2 — z,), ' 
加 过 Pn-t(zn-b a=), üt 
a} iBar bts (73 Sar) δαν) 
= (312 — Gaz, +b)  (24-1— Tn), 
° Ent Eni ΠΡΟ ΤΑ Αα. rn-+ 整理 上 式 ,得 
dia zar tri- Sa (zn-1 十 zn) 6-37) - Gaz eb, 
aj α sits — 213 — 30 (24.1 — Ta) 70, 
(zn1— Tn) (22-17 328) — Sa (251 — za) =0, 
解 得 mert2r,-3a-0, z.it2ro-39a, 即 Ta- a= -ica-o, 


* =-=. αχπθ.δα, uem uu (uJ) RUBROS 0.66, 公 比 为 
-dpESIOL, 


we (- 3), 


s-om(R pte demere (3) dn 
APAY 极限 位 置 的 横 坐 标 q，… Ῥ(α, ab- 243). 
858. ikf(z) -α’--2, 3I y - f) E RR (αι, f (ον) 的 
切线 与 z 轴 的 交点 为 (zot1, 0), 其 中 a =2. 
(D 求 曲线 y=f(z) 上 (2, 7(2)) 点 处 的 切线 方程; 
(2) Πο. Raka (5-1, 3, »»)ν 
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(8) 证 明 : 0<z, 一 V3<I (5-1, 3, =); 
ὦ 证明， nac < 3 


(5) R. lima, 


ge. (912, 


CRI (D f(-z -3, γ(α) -3», (2, 了 (3)) 在 曲线 上 , 故 切线 的 斜 
率 为 了 (3)=4. 


切线 方程 : y 一 2=4(z 一 2)。 
(2) ΝΑ "μίαν. 了 (z*)) 的 切线 方程 为 : 
Y- SEa) = f’ (2n) (2-22), 
即 y- (48 - 2 22, (2— αφ). 
切线 与 了 轴 交 点 为 (zn+t, 0), $ y=0, 解 切线 方程 ,得 


-(d-3)-2 (iot). timer 


a nt S 
D -人 


M / 313 
mar CeEM Bo] 
同 理 可 得 
B 
esce 人 一 2 idi 
0.O 相 除 得 
Zt VT (z+ /2)2 
AV (m-N αλ) 
由 递 推 关系 得 
mt 2 (αν Ωγ" 
t- MÀ Μπιν £ 
"P pivi- 2+V3 
i. "(Suiv ESPTE We arn À 
per 
-- θ-ο,.-νΞ- 2/3 


BWT)” 
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得 Q«x,—/ 2-1 (n-1 2, =), 
《4) 由 (3) 得 


RD αν EM 232 __ - 
OW {3+2V3)” tI) 


"e 
a= VA (3+2V3)” -1 (3+2V 2) (82/27 
mai-N 2 (3+2V/2)”7-1 G+2 AU 
-Q0naMT (34-2 /2)77—1 
VD EY 
164193 
Grx/4)7-1 
mV l6412/2 κ 
+, «εν πο (17412 δ) >2V3 
Tnm 4 Š bid GV DL va, 
Bai Ep Ü- A3). 


Φ VA onmes 


ane t 3. limz,7/2, 

950. 2: f (0) 是 一 个 n 次 多 项 式 Q2), Rl yf) 与 
α SIR ULT Μία, 0) 的 充 要 条 件 是 了 具有 形式 

1ο) = (s—2)*QG). 

DE) 充分 性 , 设 f) net NSD), RE fla) = G- ο (2) 
的 形式 , 故 @(z) 是 mn 一 2 次 多 项 式 , 且 了 和 Q 都 有 任意 阶 连 续 导数 ,了 (加 
--β(α- α)-Φ(α) + (z- a)*-Q'(), TR f'(a) 70, 又 有 f(@)=0， 

即 曲线 y= 了 (2) 过 (a, 0) 点 , 且 在 (a, 0) 处 切线 斜率 为 0, 即 以 2 轴 为 
切线 . 

必要 性 .车 f(z) 是 一 个 mn 次 多 项 式 (n>2), tiii y= f(z) 15 z ñi R t) 
F(a, 0) 点 时 , 下面 证 明 f(z) =(z—a)%:Q(z), 
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τ f) = (z— a)2.Q(z)+ Az+B, R) 
J' a) =2(z—a)-Q(z) + (z—a)%Q'(z) + A 
WR f (2)90 z Sh (a, 0) 8, H f(a)=0, f'(a) =0, 即 可 确定 4=B= 
ο, B f(z)= (a—a)*-Q(a). 


360. 由 四 次 函数 确定 的 曲线 与 平行 于 w 轴 的 一 条 直线 交 于 
不 同 的 两 点 ,求证 该 曲线 必 有 对 称 轴 . 

UR] 由 上 题 可 得 ， 卷 四 次 函数 y=f(z) 与 平行 于 z 轴 的 直线 
y=c 相 交 于 (a, ο), (8, 0) 两 点 ， 则 四 次 函数 必 有 了 (x) =k(z—a)5: (z— 
Byte 的 形式 ,其 中 。 是 常数 .如 果 四 次 涵 数 图 象 有 对 称 轴 , 则 两 交点 为 对 


Volt, BINAE D UR UT RI BETON h =o, … 对 称 负 为 ae EB 
5 RIEM (2582) s (528 - a) 相等 


A 
«ο 58) (ss 858 +s, 
(sh) a ye 


: (t2) 
9 次 函数 图 象 关于 直线 = SË pixi. 
861， 设 曲线 y 一 只 十 pz 十 9 5 z 轴 相 切 ， 求 证 pg 满足 
aa 
(8) »(8) --. 


[Β--] 由 % 一 +pz+g 与 二 灿 相 切 ， 所 以 切 点 的 模 坐 标 必须 同时 满 
B: 


[Ze D 
357+p=0 Ὁ 


将 @ 变形 得 =(z? 十 p) 一 一 9， 两 端 平方 , 则 
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a. (a? p)*-q* EX] 
将 加 四 = 一 和 号 代入 得 


3 3 2 
-plge s Gr 
URL] 车 三 次 项 系数 为 的 三 次 函数 与 x 轴 相 切 , 必 有 
f(s)= (a-a)*-(«- B), 
Mo f()—2 - 2a-- B)z* + (o? 2a8)2 — αἲβ, 
比较 两 端 系数 ， 得 2α--β--0, a'F2aB =p, a^8— -ᾳ, 解 得 p= --θαῦ, q 


= QI (S) ocu 
369. 3153 «为何 值 时 , HL ym az? 与 yao= In o 3811. 
[分 析 ] 车 两 函数 皆 可 微 ， 则 所 对 应 的 两 曲线 相 切 的 条 件 是 ，( 了 ) 两 曲 
线 有 交点 ，(2) 交点 处 的 导数 相等 。 


ie 
πω... “0 


即 在 两 曲线 交点 处 ,参数 a ο E Q s, 
Q) Vio (ar =2az, 由 = (n eL. s a t, 必须 在 它们 
的 交点 处 的 切线 斜率 相等 ,所 以 有 
za = 1 am 
同时 满足 QD. Q Pit, 两 曲线 才 相 切 . 
NE T E aul κά 
i Beo 
Ὁ ο. 
των 
DCN 
3 ο ο ns ΒΘ], 
383. ck ya^ 与 OF 轴 的 夹 角 ( 夹 角 取 锐角 )， 
[分 析 ] 5 OY 办 的 交角 是 曲线 与 直线 z=0 HAA. 


1 
Er ue 
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UR] y-a,y—a na, 在 (0, Ὁ λε) S Cs |. la, 所 以 当 
2218, ΟΥ 轴 和 y=0” 切线 的 夹 角 为 


a: 号 -areteUng. 
当 0<a<1 时 , OY tài uc a* 切线 的 夹 角 为 
a=% i aretg(lna), 
864， 求 “的 值 ， 使 抛物 线 y= ort MARR oy c LEE LR 
ΒΑΣ (D Ὁ 5 
UR] %= az 和 yel ER I ERAAN a>, KURE y= az 和 


εν--1, 得 交点 坐标 Av wu, 


(az) = 2as, ο ay Rea (4 y=- 
τ JUDA AO, h=- ΨΩ 
抛物 线 与 双 曲 线 的 交角 和 
ος WEGE |- -ἲς- i 
O 着 交角 为 至 : 
E 


L3Y9 = +1, 3⁄Ə= + (AVT - 1). 
2a a -1 


ο ο Bagno SPENT, κ. ARTT, s 
DET 


m Var, gas (ERST, 
(2) 若 交角 为 5. 
LSUE VF, w/X-irQ/SaVa-V 3), 
2aVa-1 
4 YE =K>0, M SESTO 
- VSL L, qr ἀν βρη, 
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(Ene 


an VES nmani om [83 = By 


时 ,两 曲线 交 成 村 角 
305 证 明 ; 抛物 线 z! ey! at (ao>0) 的 切线 在 坐标 轴 上 的 
RUEZ ñus a 
[证 ] Htt κα paN RS. 
EE A se - JE, 
“在 抛物 线 上 的 点 P (zo, νο) 的 切线 是 


Lat 


TE z στ 
l=- FG 7* V Toya 
# y MERED 
ly yo zo: f' (20) = yu +V Toto 
E 2 ROS . 
ll zor + 2V Toyo = (Vm + uo) a. 
2 2 3 
906. ΙΕ} ELTE R οὐ γη" = a? 夹 在 两 坐标 轴 间 的 切线 长 为 
定 值 w(c>0). 
GE) AREA duri Tim. 
i ue 
过 星 形 线 上 点 (zo, νο) 的 切线 为 : 
ϑ-νο- 
切线 在 = MERRE 


τ (2-2). 
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αμα END 
b—^ αρ 
切线 在 y 轴 上 的 截 距 
HE 
mh tef Gl) myta Rn Vw. 
夹 在 两 坐标 轴 闻 的 切线 长 a 
Q= (z+ V ly e (vot X yo? 
ο Ua zat VI HHY wl et Vu 
= (a3 ob ub ead + od 
yb) obi 


“d=o， 即 夹 在 两 坐标 轴 间 的 切线 长 为 0. 
907. Ri y. 5 1n αγ να SET (a0) H 


ντ 
το. ΝΕΤ 
ο 


a— Vor 
物 线 上 的 切 点 为 4， 切 线 与 y 轴 交 点 为 了 ， 求 证 线段 AB πε 
长 . 


ΠΕ] y= {σα (a+ 272) -h(a 3721-97] 
a i z 
"ive v 
1 s z 
-ayer yv 


Ves 
IARE 
z 


db A (no. y) 为 瞄 物 线 上 任意 一 点 , 则 切线 方程 为 : 


Ej 


| y-y- - ση (z-z), 


求 切线 与 9 轴 交 点 : 2-0, 得 
| ysyt Vo=, 
切线 和 y 轴 交点 是 B(0, yt / a=). dt ΑΒ 闻 的 距离 为 3, 则 ; 
| P= (25-0)* (yo -yo - VTR)? i (hd) =a, 
“.ἆ-α RW $, 
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z-—a(cost -- isint) 


38. ΕΙΡ |° C ap, 求证 原点 到 上 


线 上 所 有 点 的 法 线 距 离 相等 


du _ a(cosi-cost-iint) _ 
ΠΕ] dz οι πας 的 


设 P(zo, y) 为 曲线 上 任意 一 点 ， 其 对 应 的 参数 为 p Ri (zo νο) 处 切线 
ΔΙΣ. tg to, 31 P 的 法 线 为 : 


ο ο ο 
m y+ctgioz=a(sinto—tocosto) + (SE +teosto). 
g-elgiz-a.oseto, ο Eni y-a-0, 
由 直线 的 法 线 式 方程 的 意义 可 知 , 原点 到 法 线 的 距离 4= a, H P (zo yo) 
的 任意 性 ,所 以 原点 到 曲线 上 任意 点 的 法 线 的 距离 相等 . 


369， 证 明 对 数 如 线 pm os (k, a 是 常数 ) 的 切线 与 切 点 的 向 
径 之 间 的 炎 角 为 常数 ， 且 求 P(aei, 1) 点 处 的 切线 方程 


[分 析 ] 由 极 坐 标 方程 的 求 导 法 则 , 可 以 RA 
求 得 (p, 4) 点 处 切线 的 斜率 , 同 题 可 归结 为 A 
切线 与 直线 0=p 的 夹 角 的 求法 . 

设 极 坐标 方程 P=pP(9) 给 出 的 曲线 切线 ue 
与 向 径 的 夹 角 为 由 在 曲线 上 了 P(p,9) 的 邻 “ 

近 取 一 点 Q(p+4p, p4p), PERR PO {ε PRl0Q, 0Q=p+2p, 
ZPOQ- 4p. 
如 图 所 示 , 4 Q Bilik P, M 


Sa ου psin Δρ 
te y= lim tg ΖΡΩΒ- lim goo D pF dp - pcos dg 


* 


ῥ sin dy 
- dim PHAR ε μπι 4p --Ῥ-, 
aem p= cos p) do anm 2pein AE. Ps 
2 ,dp 


dp + 
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igy. 
P» 
Brace XSDRIIBA EPO DAURIR igan ERIT. 
当 曲 线 由 极 坐 标 方程 给 出 时 ,本 结论 对 求 曲线 上 卫 点 的 切线 与 向 径 
OP 的 夹 角 , 是 比较 方便 的 


[ 解 一 ] PON XGRA p-ak* 上 任意 一 点 ， 求 Ρίρ, gp) 处 的 rA 


1 —p()esp—ascosp, | asia 
g-p(psingcae*sinp ᾿᾿ lyj;-az*[ksing-Fcosg], 
dy thsingtcosp 

因此 i Ene 


切线 斜率 为 SE, ΕΔΑ teo, 于 是 兴 角 由 的 正切 为 


ksing+coso sing 


kesin p cos p-+ cos p. ksin pcosp--sin2o 
cospikcos o - Sin gi 
Ecos!g — sin p cos p + F sin? o Sin ooo 
cosp (kcos e — sing) 
即 点 切线 与 向 径 之 间 的 夹 角 为 常数 . 
Mom du  ksino4cosp -kt 
ahai, 2), RATE E 得 切线 斜率 为 多 


e 直角 坐标 系 下 的 切线 方程 为 ; 
£i 


x 
yu 


[ 解 二 ] RhA P(e, D) ennemi tao, 
< = aM..1 
由 公式 。 j= c εὐ-τρητ-η. 


即 对 数 螺 线 上 任意 一 点 切线 与 向 径 之 间 夹 角 为 常数 ， 过 了 的 切线 斜率 


- 直角 坐标 系 下 的 切线 方程 为 : 
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«ΔΕ ρα 
PES 


370. PORUM, 0 acos 29 的 交角 . 
[分 析 ] C, 是 由 极 华 标 方 如 给 出 的 曲线 ， 
ο ασ RS 
为 mw RUE φ-ψ'-ψ. 
* ME TE 1] 
ταση σ * 
p-asn3, | na 
νην, 0-5, 
zanmen (a S), »(-Ύξα, τ). 
A p= asin 29, 有 
igo fro tg 2. v e% 
ο AERA H te Lote] d 
N p=acos 20, EE 828. “955, δε, 
+. P, P 两 交点 处 切线 与 向 径 内 角 分 别 为 


tg Vle tg ples 


了 


5=- 
8 


两 曲线 的 夹 角 p 的 正切 为 : 
. p=arctg $ 


igo- ——T 


1-- 

371， 证 明 阿 基 米 德 螺 线 p= a6 SUA p=- E R LAE 
BE. 

I 


ΠΕ] ἡ 
解 得 交点 坐标 为 P(a, 1), P'C-a, — D. 而 e-at 的 切线 与 向 径 夹 角 正 
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Ws tg ο. 
ο τα τος 
-----η- πα 
P ABE tg /| pm — 1, P' Ab te / o1. 
BF e 9-te |o om νο 交点 处 切线 互相 垂直 
3872. 求 心脏 线 p= a (1—c05 9) 上 任意 一 点 的 向 径 与 切线 的 夹 


fi. JR 0-2 RER, 


[W] pea(1-cos6), 158 (0025), SE --αεἰαθ, 


> i ος L 
owe Re A oc 0 *7 


sje 


考 切 线 的 倾角 为 a Na-ÓtU-Or T. SO-T M igael > δ 
9-5 时 切线 的 斜率 为 工 

893、 求 抽 物 线 妃 = 2Pz 的 切线 长 ， 法 线 长 ， 次 切线 长 ， 次 法 
AKO0. 

[分 析 ] i uo f) 在 M Gro, VO ο ο μμ. 
ο ο ος VERS ARAD T, 
ων ο ο τα BRER 


ΓΝ 
Ν.-αοἠ-ψι-}(αο). 次 切线 就 是 MT 在 z 轴 上 的 射影 
MTI-T.-M.- - He, 


(ου 
次 切线 的 长 是 | “1! -| πᾷς 。 次 法 线 就 是 2N 在 = 轴 上 的 射影 
MN,-N,-M,- ef (zo, 次 法 线 的 长 是 
TEN, lyo f' (zo) l. 
规定 ; | 于] 为 切线 长 ， 


ο ος res. 
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IENA ERK, [MN |— lw- VIFF (79) |. 
[ 解 ] HRH y= 2Pz BERN RE ey e P, 
Q) 切线 长 : 
Ir IFJ E) -|22| Jo vna. 
(2) RRK: 
lov IFTE) | =V + P2, 
3 次 切线 长 : 


ο |.-|. πᾶ ; 
-| |- Inl. 
(4) KERK: » 
lyf (za) | = P. D 

由 上 可 见 ,抛物 线 vt 2Pz 的 次 法 线 的 长 是 定 
KP, KIRKI DANWEI o HANM T OMN E 
二 倍 。 这 个 性 质 可 以 用 于 作 抛物 线 的 切线 或 法 
f. i M 点 的 切线 :在 < 轴 上 取 

ITM,|=3loM,l 

(注意 方向 ) ,得 T 点 ,连接 TM 即 是 切线 . 

3M 点 的 法 线 : bt M 作 平 行 于 y 轴 的 直线 交 z 轴 于 ML, 量 得 MIN 
P, 连接 NM 即 是 法 线 . 

874. νο” 在 其 曲线 上 任意 一 点 处 的 次 切线 长 。 


[W] KIRK: ο ο. 


[说 明 ] 一 般 作 指 数 函 数 y=。? 的 切线 ,只 要 在 M AYE z ARR, PR 
足 为 P, IRIPT|=1, 连接 了 M， 即 是 切线 ， 同 理 ， 作 3=Iaz 上 任意 一 点 
的 切线 ， 由 反 函 数 性 质 ， 只 要 作 M AE y S E38 P, 取 |7BP|= 1, 连接 


TM, PEIR, 
a 
* 


Ji 


AM 


op > 


Το] * 
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3 
| 的 切线 长 ， 法 线 长 ， 次 切线 长 和 次 法 线 


切线 长 : 
L* g iv TT = |a-cos? t-tg t| - leset] = la cost] 


法 线 
ly Iru | = 1acos?t-ctg t|. 


83. 高 阶 导数 


376. 已 知 : f(z) =r, R: fi f" G2. 
ελ κ 
f (2) =[f' (z) 9226? πο" c Ae = 6r + don, 
f" (2) =[f” (z) Y 65 +122 + 12227 82e? 
f! (ay 62 2426 Bata 
[说 明 ] 有 时 为 了 方便 , 亦 可 用 如 下 名 法 
f' (a) =e 9110 -. ος ary, 
7 (0) e ο... 
Pyar, y me 229 RA, A f" (m 
又 1950034489, 20 f" (8) 一 6 十 8zg 二 47 
得 f (z) 66? 12225? 8257 + ἀπϑ ο’ Bao, 
f 0 699 2477 8a, 
977. BA f(e) = aro sin(asinz), R: f" (2), 


acos z 


UH Γκ’ 
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ON rrr a^ cos? zsin z 
—asin z-A/1—a!sin!z + /Te 
Vsinzz 


f'-Urer- 
a Fas 


工 一 az sinzz 
Gfa2? 一 lsinz 


(-atsintz) f 


818. a-igi R: yu. 
[R] voyenn- a?) -n?e (gts 
-i sec? to —2tg 2t, 


~ wn (-2tg 2t); - 4sec?2t, 
[说 明 ] 求 时 , EEREN νι 进行 化 简 , 这 样 可 以 减少 求 导数 的 运 
TR. 
359. em. yf (x) ο. 


[2:3] rz * 
A gy RAF z ER, 8 


对 外 求 关于 的 导数 ,得 
= Catil y y PENE -υ"ὴ 


ra 


ΕΤΗ 
980. ἵξα B. y. A.B.O 3:85 B y 0, 又 设 
Jf (2) = Ae'*-- Be?* sin yz Oe^* cos γα 
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B$, ER f (z) =0 的 充 要 条 件 是 : 
FO) =f (0) =f" (0) =0. 
[证 ] 必要 性 : 5ο. H fü(2)—0, f(x) 0。 对 一 切 z 成 立 。 
取 z=0, 于 是 有 了 (0) =f' (0) =f” (0). 
充分 性 ， 
WO (0) = Aa + BBA: sin yz 十 再 yehz cos yz. 
0β6/” cos yz — Oye" sin yz 
= Aae? + (BB — Ογ) e: &in yz - (By  CB)-^* cos yz, 
f" (2) = Aa'e^* (8β-- ΟΥ) (B= sin yz+ γε’ cos yz) 
十 (By 十 CB) (65: coya- ye? sin γα). 
由 了 (0) (0) e (0) =0、 所 以 有 
4+O=0 
| Aa4- By 08-0 
Aa? 2BBy--C (B^ — y?) «0, 
解 方程 组 得 C= - A, By-(B- a) 4, 代入 最 末 一 个 方程 得 
Γα7-3β(β--α) - (02-y9JA=0, BD [la-8)’+y]A=0. 
eO, 2. (a- B)?-+w2+0, 8 A=0, Ai B=C=0, .. f (e) =0, 


1 
381. eA f (2) -[ ΠΩ mam 
0, 2-0, 
f (et 2-0 处 存在 二 阶 导数 . 
[ 解 ] Ἐαφοβ, 


一 aur-lsin 工 - xzo-i.cos 荆 
f G) ar tii d ite, 


当 z=0 时 , 
1 
drain 
" im ZD -FO η. E 
PO i ss ss aa 
= lim 4227'-8in. Rs 
P Γη 
acl, 则 天 (0) 不 存在 ， 只 有 a>1l 时 , 70) THEHSTO Xia 
>1 前提 下 ， 
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" Ax) - f' (0 
PO- js Zen 7 


a(42)*7-sin. +- (Az)=-2-cos i 


= lim 
P E 


m lim [a(4a)e-2sin L.— (427-5 +], 
其 中 sin ine + 是 有 办 变量 要 使 7(z) 在 ==0 处 有 二 阶 导数 必须 a 
23, 
-.  α»-δ Br, FÆ f” (0), B f” (9) =0, 
382. BRE f (0) 在 zo 点 的 邻 域 满足 ， (iD ΣΗΜΑ, (0) 
站 (wo) 存在 , 则 f(z) 的 反 函 数 f(y) 在 点 yo( 一 f(zo)) 处 二 阶 可 


P BUO ος 
[证 ] f fE zo 的 邻 城 产 格 单调 ， eere BE Ne fy-t(0), B. 


17 (9) # y ARTS, Df? (9) = vu GU" 
XT f (u) 3E TE, KU] f (y) 3€ vo ER, Bü dy y 0 Ν 4ο 
eim, 
BAS" G0 £HE, 7. 了 在 知 连续 ,有 lin f' (zo 1-48) = 所 (zo)， 由 此 可 
得 : 
zd rc 
(guy t _ (DG Tura -Fy 
pus s "ER (scr dz) Go 
elu zh ΠΟ zf {πὸ}, 1 
4 fzotdr)f (ro) }ίαο 45) - f (zo) 


im 二 [P 297-42) — f(z0)1. E 
E r 机 


1 
F (zo Az) °F (zo) 


= Jim ἆ (505541) --7 G9) , P 
im 2: ΕΙΣ 


+ 
FEFFE 
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1 1 
= — f" (z) -oə<——.. -— 
了 了 GT 


即 ο 


988. BA: y- aro sin z, R: yss. 
[ff] ο κ. «μα. 


inz)” (sinat, (sing) | sin(aresinzi 
a p=- Sn = = 
Erma Lisiny)y]* losy)? — [cos(arcsin z) J? 
=s 
Q-a 


avt 
2: 


984. BA: iB y (0), 满足 = 


1 1 
4 


z τ. 
d^y AS dig ΝΣ 
E da* ) ( dy* ) 
[证 ] 由 第 952 题 结论 , 根据 反 函 数 导数 关系 , 有 


EA 
dir dr? 


E 


.求证 : 


B 
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385. BA: o (να πι), R: ZL. 
(81 Hi EBUREDSHORE ERKI 


r=} EET RE (2 + 2. De (w+3 2). 


yd: 
x LL Bu: (22y) ~ (627: rp 9-239 1- (1-- 
at Gy) 
πο en] 
u p 
=Á σα AD [339-224] | 22? 3- 6? —3yt — 224 
ary gaty? . 
j? — 3t às 
- αν I 
MEM (3846y? E By e 2h αλά), 
386 BH: υ-α’, 


υ NIOR SIE: ya cit ανα) ey 1+inz)。 
ο ο”... 


H ' = atm 2) E 


τς ο E e [2a a t- 


| 
| "T 8 E 
得 sms ο ο i] 
æ= at cost, d? 
387. BA: ^ R. Y 
Ben. λα. tcd 


dy  sint--tcost 
| πα 
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xy sin t--tcost 
du d (ay ae "S= iur) 240 
dz? GT = (atcost); =at teint)** 
z-—acos*i, d* 
388. 已 { ’ κι -ὰ 
知 y-asin*£, R: da. 
dy 3a sin?tcost 
ΓΒ] “στ —3Gaewusnr^ εί. 
dy 
dy G sot _ 1 J 
dz? T, Sacos?tsint 3acosttsint 


ἄν 4cos?tsin?t —cos*t 
a (38) „Zao σι 
da? 7j βαρος =“ 
x cos? t— &sin?t 
f = Sa? cost tein?t * 


w=a(t—sint), dy d 
389， 已 知 : * S, 
- [ος ος. * μι ἃ 
du asint 
UBI απ ος 一 de 可 
t 
Gy comu A it 
Br E 4s gel 
t t t 
ay d Mond tez 
αν ya 


z-f'(), 


(HN, Β 
vare ro μην 


990. BA: fr 


να. R: 
[ 解 ] rd ues KOR fG-yo, FO. E17" (040, 
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d'u 
de 


z=sin#, 
891. Ee 和 :参数 方程 | 求证 : 
y= sin Kt, 
(Ls) -ay Ey 
[证 ] 由 参数 方程 求 导 , 得 
y, keokt dy  kcosktsint- K'sinktcost 
dz « cot dé D 
(L= αγγ". zy + ky 


ys 
a (1- sina c) .-E cos kt sin ! — J sin kt cos # 
cos* t 


ο ο ο 
Fatima "anot ο ο + ksin e 0, 
cost 
ty, 
w= e sint, 
μων; 
y" (a y)* 726 — V). 
[证 ] 由 参数 方程 求 导 ,得 
dy. wj ,cost-sint, l-igt _ 
T ECT IFigt ε(ξ- j. 
Y =- 
ον (3), eli) 
Ts 
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Xy -)— f(e sins. πες - DE 
=2e-see( F t) [nisse 


ne (t- :)(- 
因此 VG yy -2(y - y). 
893. 15 μι σ΄ ezy- e GE {9 Pa CIE z=0 W — B; 5 38k 
Yzs(0), 


ot 


[8] 方程 两 边 对 % 求 导 ο as. 


ez 


ο — (+z) -- 
ο [ολοι 


ys+1) 


当 w=0 时 , υ--1, 


OO) =- 一 


πο 


τὰ SE F 9 συ 
[R] br αἲγ' a9? 两 边 对 z 求 导 br 2a7y- y, - 0, ΑΝ 


p u^ 
395. RH y= tg (o-cv) BERE QUERER CA = 3 W 好 ec。 
UK] y-tg(z-- y) PRIGRX T AGS, y= sec (nr) - (1-95), 


μ.ο) Ἢ 
T-seez(z+g) 
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g = - 2 EE 


ra 

898. pm. az2°-F2bzy c^ 29de+2ey4+f=0. RE: 
dy _ exvbutd du | A 

ds bsrtcyke da^  (brtcyte) (4 为 常数 )， 


Πε) 将 方程 两 边 求 关 于 z 导数 ， 
ET ruby oba D 2oy 48. 2242, 48.50, 
du. ar-busd 
r w 
对 上 式 继续 求 关于 = USE. 
dèu (b? euo tar k bu k d) — (abut Cor eut e) 
de (zi cy Fe)” 
— (ae UL + (b° 


注意 到 上 式 分 子 : 
(ac~ V?) [eve y]+ (ed - eb) (bd as) 

= (acb?) | - 2 oru de 3 bzu + 
s (amb 7 ortoyte 


L (ed eb) Seu ed. BTE 
ΤΩΝ TT TT 


eiae - b?) «(ἀκ +ey+ f) -- (cd eb) (ar +by+d) 
1 
(2-2) (σου e) ro 
由 (ae 一 b9) (dz ey) — (cd — eb) (artby) + (bd- as) (bz 十 cg) «0, 
即 上 式 中 括号 内 一 次 项 系数 为 堆 ， 所 以 上 式 总 可 化 为 4 其 中 


Urtcy+e 
各 是 中 括号 内 常数 项 
Bon τμ 
dit br τον το) 


807. RIE y =x" [οι cos (In z) - οι sin (In 2) 118 18738: 
ay" + (1-2) ay + (1+n2)y=0 (Hih ci, ο», n BEARKO. 
πμ ο ολο 
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L.E- cisin(ln z) +o cos(ln a) J ντ tat rt, 


= 
整理 得 ~c, Sin (In z) +s cos (In z) = rem, 
两 边 再 对 z 求 导 
一 二 [Ceteosdna+osintna] 
an 
a^ " 
-ᾱ y ο σε (.— 2n)y nz ty 
ΚΒ TE > , 
去 分 母 整 理 得 
ay" + (1- 2n) zy + (n?+1)y=0, 
[证 二 ] id 


à ES PM 
y-z Vara gara +7 2] 
=z".k'sin(0-+ ln z) (e vasa 6=arete 2), 
5. νε αν I (nsin(O- ln z) d-cos(8-la z) J. 
hes (n?— n 1)sin (--1n z) + (2n— 1) 909 (8-1n z) ], 
Cy y! 代 人 左边 即 得 
a3 κο n - 1)sin(0+- z) + (2n— 1)cos(0--1n z)] 
+ (1— 20) z-kz*"[nsin (0 +n z) +cos(0+ ln z) J 
+(L+n®) -zk εἶ (0 1ο z) 
ka ([ (n2— n— 1) + (1 -- 2n) -n+ (1-33) Jein (0--1n z) 
E [(2n — 1) + (1— 2n) Jeos(9+1n z) ) =0, 
ay" τα οσα” 
398. REAS) 于 “<zo 处 有 定义 并 存在 二 阶 导数 ， 应 谱 
如 何 选择 系数 4、5 及 6c， 才能 使 函数 
6), ω 
F(a) = 
uL ον 22749 
存在 二 阶 导 数 . 


UR] HEM, cha RE, F(z) 存 在 二 阶 导数 。 
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28 z== BE Σ (4) Έχε ΡΙΞΤΕ, 
Ci) 了 F(z) 在 zo 连续 , 即 f (20) -ο, 
(i) F(a) zo τ 5,, RI F', (zo) = F" (zo), 


于 是 Fi(n)- lim 3 (92) δαν e p, 
z pe Az ὦ 


ἐν 75 (σολ ὃ. 
Gii) FP'(z) 在 zo 可 导 ; 即 Ε” (zo) = Ε΄ (zo), Bi (ii) ΤΙ F' (zo) =b, 


于 是 τα) -- lim T(t) Em) lim Βαδο εδ boa, 
p p dee ds 


Felafel), ο α-ἆ πώ, 
因此 , ΡΘΕ sf Het A 
aed f), b=f. (zo), cmi. 


999. Qu. f (e) =e. QR; fo G2 BRE. 

[分 析 ] RIC) 的 ” 阶 导 数 , 一 般 是 先 求 jz2) 的 一 阶 ,二 阶 导数 ,然后 
推测 了 (s) 的 'm 阶 导数 表达 式 ,再 用 数学 归纳 法 验证 

[ 解 ] (5)=are f" (2) a? e^, 推 知 : f(z) mane, 

验证 ， 当 ”= 工时 上 式 成 立 。 BEH nek- ΤΗΝ fohe) aote, 
则 由 高 阶 导数 定义 和 求 导 法 则 得 

FO = (87 (2) (eert) e att, 

ον ne kRBIRU. FEJO) 一 ae 

400. R: [(z2? 二 1)sinz] 9», 

ΓΒ] 按 菜 布 尼 蒋 公式 求 导 , 因为 (22 二 了 的 三 阶 以 上 导数 均 为 堆 , 所 以 
仅 计 算 展 开 式 的 前 三 项 导数 。 

L2? 4-1) in zJe%= (234-1) - (sin z) 99 4- C (2*-4- 1)' « (sin 2) 09 
πο 1)" - (sin 209 

2019. 


.= (22-1) -sinz— 2-20.20052— “2sinz 


= (£7—379)sin z— 40-cos z, 
401. 已 知 : f(z) =sintas, R: f (2). 
[AR] 直接 对 stntaz 求 n 阶 导数 运算 量 较 大 ， 过 到 高 次 的 三 角 函 数 


E 第 三 章 导数 与 微分 


— 然后 再 利用 


[r3] f(D -sintaz- (ο) ed 


5 G ES θα) = louem [e a) 


(oma) = — 1.2 cos 2ar-sin 2ar-2a= - « sin das, 
4 + PI 


Y oi νο, 
(4 e020 ΕΠ 


us πως 
$09 EP 


κ 


一 二 (tares (t em. 
vo feo -i (4a)"-cos (aa -) 


-二 Ga"eos (241-35) (ΠΑΝΟ. 
402. BA: f (2) -οὐθίας, R: f (2), 
is f) — cos az-cos! az= cos az: (1+cos 2az) 


1 i .3 1 ed 
= sar +7 οὓς ας cos 2as—— T cos ax + + cos θα», 


由 数学 归纳 法 验证 得 : 
ng 
(4 cos az)” = ERT cos (sas 22). 
- foo) ο ο ο 
49. επι. fG) = 3. 求 : PG). 
[分 析 ] ”为 了 减少 求 有 理 分 式 高 阶 导数 的 运算 量 , 常 先 对 有 理 分 式 进行 
代数 恒 等 变形 , 一 般 是 先 将 有 理 分 式 化 为 整 式 与 有 理 真 分 式 的 和 ,， 使 分 子 


219 


指数 低 于 分 母 指数 
[ 解 一 1 fee 
由 于 - G1) 的 二 阶 以 上 导数 均 为 等 ， 


fo- aL. 
当 #>3 时 ,用 数学 归纳 法 易 证 ， 
feu 9539 


[RZ] 按 莱 布 尼 欧 公式 , 当 ας 时 有 : 


(E(t) m 


ο i ο 


401. Όχι, f) m S. R: PG). 


[8-1 v ποσα τας Όλες 24. 


Ενα) Bn BS 80553 (<), Br 
(y. 
τες) "παρ" 
[ 解 二 ] 利用 羔 布 尼 获 公式 
^Y» (us 1 y» 
Xe) (03). 


"OU 1 ys. («γα 
由 于 人 (x) - Gu 


^ MO t (-1)-k! " 
- GR = EUR Mi D^ 
405. 已 知 : f@)=— . R: f ο). 
[81 Ad fG) s ἀν 


fo- iC =) 


Ips 


UFa 
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Mot eo Rebus! 
“ὦ. +I cm) 
i2 1.2 
了 四 一 lg teil 
用 数学 归纳 法 验证 ,得 
1 


fo) (= dr [Án (21), 


408. ea: fG) od. f, 


Un feeQ-L ;ῶΘ--[ἱπιητείπν 


1.2 1.2 " 1.2.3 1.3.3 
fiae O -g te 


用 数学 归纳 法 易 验 证 ; 
o» (a) e (— 1)" n! -1Υ» t 
POs C Ὁ) cesa OD co s 


本 1 = 1 
Canton 7 ipd 


4x. B. S-Z (exo) R f). 


d 
UR) fe S (ER. 2)-2. 


exrd ο 
由 数学 归纳 法 易 验证 : 


οσο». 


ἀγὶ 
(3) (690). 


PE "eg 620, 


DE] Bush (am men, m= κ ΒΙΠΕ ΔΑ 
-ġo d rd gari. (— 1). m ο] 


mrkt) 


(2n+1)! ink)! (C-l): g. 2551} 
-fac D'ULERDU Γη Aide. e 
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οι (-1}} οι. (n)? 


S ΠΕΙ (2n4l)r 
409. BA: f(2) 一 (0 一 QO)"p(z), φία) 在 2 一 4 的 邻 域内 存 
1E (n—1) Fre il R: fm). 
ΓΒ} HRABRA A 
fe) nt (2a) φ(α) 01s la- ο)" φ (3) 
+e +ORi a) "p(s), 
显然 7 >(a) ==0。， 按 导数 的 定义 ,函数 了 的 n 阶 导数 为 ; 
foa) = lia Zen - feo) 


ΓΞ 
t G a)o() Ca la-a)?" (2) } 
mim l ttot g-an longa), 


n fea) ntp(a), 
410. RIE (0 -cos bz) — re? cos (bz-ng), 
r= vato, εφ--, 
且 用 莱 布 尼 艾 公式 得 到 下 面 关系 式 : 


7" c08 ng — a^ — Oa" 2b? -Oj«an7*- b*— -e 
ο ο D Od an T m es 
[i] 当 ”= 工 时 ， 


(e008 bz)'=e. (acos bz -- bsin bz) 
=y at DÀ ,ere cos (bz -- p) =r- cos(bz -- 9). 
a b š 
Vengo 9 vue 
SRRI. 
假设 n= 时 成 立 : 

(£* ους bz) ?— rk. e* cos (bz-- kg) , 

再 对 上 式 求 导 得 ; 


322 FEE ESSA 


(eez-cosbz)@*1.= γα, ρρα.[ᾳ ο b sin (bz kp) ] 
ie [eos pcos(bz-- kg) - sin p-sin(bz--kg) ] 


rise τομ 
ον š n=k+1 时 亦 成 立 。 
这 样 便 证 明了 对 任何 n, 


Cer cos bz) to re eos (bang), r=V UFO, tg pu. 
HAN EREN nett cosbzcosnp -r"a sin bz sin ngp， 而 左 端 按 莱 布 
尼 蒋 公式 有 : 
(e λα... ba)! 
CR (e) 079» (cos bz + 
πο ας ο ο (cosa) 9 
ο ο ο ο 
ο ο p Chana. t snb 


ed Ομ ανα τε. οὖν ieos(ba+ Acl z) 


ΤΟ; 


比较 两 端的 有 关 项 便 得 到 
recosnp=a"— Oa™ -2b Oa tbt e 
2.004 Clear to 


1^ sin np 0a"!.b— Ci 
411. E. f(z) -2"Ine, Ki: 
fo EXC αι b: 1) (2-0), 
[证 ] 应 用 菜 布 尼 茨 公式 ,得 
yo(z) 一 3 Qa) 79. (In αγῶ 
Gyon e SiO Gn ns da ye 


=n!lnz+ Èa- Εν (e 10 Cn 


της} $y ott i» ` cunas 322 3—) 
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现 证 明 等 式 àa- 811. 
根据 数学 归纳 法 , 当 n=1 δὲ, τι αν ο BRA 
(- p H 
&c2ze- 3}. 


ο. 


mtl 
1 c ET 
amta 
— 81 2" s ο S CX e 
SUO Ohm τον ; 
aca CO 22 " 
- Κὰ- mE k sut Smi 
πρ ppr Aoo $t Dia 
由 于 Ἂς 1901,41, 
- 
We r-r Crest S CX ea 


t y p ic c» 


mene 


= M T ez À 
gom " "M 
n δι ο ον Ei 

[说 明 ] e 1305. =1, iB T. 
Q-a) P] (71052 

4 2-1, esc 1)01,—0, 由 此 可 推 得 

Siopeenai 
412. RUNS 

: Tala) = A τ 
满足 方程 ᾱ- απ, (α) -I'n (2) m^. (x) =0, 


eos(marecosz) (m=1, 3, :-.), 
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[证 ] 求 函数 Yo(z) 关 于 = 的 二 阶 导数 ,得 


n (a) = +y Sin (marec eos2) 


UY Ye 
z (a) = -meos(mareeosa + zm sin(mare cos), 
Tala) FA ix πια. ai 
ατα ze. 


Tue - qs Tue 
将 所 得 的 导数 代入 方程 左边 ,得 
(1-23) T2, (4) - 2T (z) + m*T (z) 
= -m°T,,(z) zT. (z) - zT, (x) +m°T' ,(z) =0 
Q.— 2?) T& (2) - TS (2) +mT,(z)=0. 
419. E^ f(z)-arctgz, R: arcige Ίεα--0 Abi n Wr 
导数 . 


1 u 一 2z m bz 一 2 
UN) fue {ορ 7" θ-τγεπην' yB 
f) Q2) -1, 4S RRUURSCSIER A SORT = En ft 8 9, 
& [7 (ο) Y9- (14-α3) + Cf, (2) Ye7?* (14-α3γ' 
" nin- D Cf (2) o7 Q2)" -0, 
Qa?) feto) 2n f (a) +n(n— 1) fX) «0, 
将 ==0 RAER, f*9(0)-en(n- D) -ye-5(0) =0, 
c ο -n(n- 1) ο 
由 了 (0) «0, (0) 1,7 (0) =0, f" (0) ~ —2.n>3 ERREUR SARI 
fen(0)=0, fie) = (71) Qn), 
414. R: y=arosin s 在 z=0 处 的 ” 阶 导数 . 
UM] dope M νο ντι. 两 连同 时 求 关于 = 的 导数 ， 
得 : 
-gpr cM TD, 


BUE. (1-2)y"-aey =0， 对 上 面 等 式 按 菜 布 尼 区 公式 求 关于 z 的 n 阶 
导数 ,有 


$3. & Pr Z = 225 


(=a) yp C4 (35) yD Cg 2- gf zit Cp gie, 

(1-2) νο n1) 2-gfe* ey 0 (0232), 
Æ α-0 B$, y^* (0) n'y 0) (22) GIBIE AR 
已 知 y(0) —0, y (0) -1, y (0) —0, y"(0)—1, 由 递 推 公式 即 可 得 ; 

gOm(0) «0; yón*50)—Cm-1)117 (m 为 自然 数 )。 

1 
E, s40 
«5. kure - | o. 
A, B fe (0) -0. 
[证 ] … Jim r= lim 让 =0， (9-0, -. f(z) 在 z=0 处 连续 ， 
3 ανα 时， 
fo-Le*, re-( LL. 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
joe n (E). n=1, 2, 


其 中 P(E JESO) 的 ? 阶 导数 有 关 的 关于 Ligna, mast, 


在 z=0 处 存在 任意 阶 导 


f0)- lim KADIO lim S —= lim 25, ~0. 


Bi n=k N oo(z) 在 z=0 处 可 导 , B 9(0) =0， 当 n= 十 1 时 因为 
feta - p (1). > (240), 


"nap 
Fe) = lim DOO 


E 


1} -ᾱ 1 
p (13. EE 
= lim (z) = lim 4τ 
«ο E 4. 
因此 可 见 TO)=0 (n=1, 2, m), 


416. 切 比 晓 夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 是 Dale) = e (人 one) 
(m «0, 1, 2, …)， 求 切 比 晓 夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 的 显 表示 式 .并 
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且 证 明 工 ,(z) 满 足 方程 
aLr (2) + (12) Lin (z) +mL, (a) =0. 
cE 由 羔 布 尼 蒋 公式 , 即 得 Zn(z) 的 显 表示 式 为 
Lo -E2C 1)77C&m(m- 1)-- (m-ki), 
4 uman, 求 恒等式 zu! (2— mu 0 f (m 1) ES 8 
τ Gum e Go meteo, ; 
` [ruin CL, ue] [(z > mus e C1, ut 0, 
gu(9*- (z+ um (m+ 1l)ur?=0 
由 于 wm=e "LAG, bul 
` wet enr, 2) - Lu (2)], 
ue e a7 En (z) -- 2L (n) + L, (2). 
38 um, unto, um 的 表达 式 代入 O R HIE et, 即 得 
ay (z) + (1 -- z) (z) + mL, (α) -0, 


4I. ο ο RE ο. 

用 菜 布 尼 欧 公式 证 明 : y= (1-2) 7677 满足 
(1— 2) y(*9 — (n— az) y — nary" --θ, 

[分 析 ] 为 了 验证 等 式 ， 对 y= Q2) et ΚΕΠ ΕΡΕ ΚΔ SUR 
(SH ο ο σα mink T — SR 
B, JE SUIS ο Lm 2). z BC MILES 
ἈΠῈ HER IST dS Je ALII ο ο. 

[证 ] 将 y= ο λα 两 边 求 关于 z 的 导数 ,得 


yma: (1- 2) 27167 ase 1 -α) 


Jaw. H Qonqay 
ALERPSRXSR n Ero Bor Xt sai 
aajo n gas fed na gf, 
SALIH (ago (a7 az) naf, 
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418， 由 函数 微分 的 定义 出 发 , 验证 y - 32" EA, 3) 处 可 微 ， 
并 求 函数 在 该 点 的 微分 . 

[ 解 ] 4y-f(-40-f(), Ay-64r-34£, 其 中 6 是 与 4z 无 关 的 
常数 , 346 πὲ hz 的 高 阶 无 穷 小 ，… 由 微分 的 定义 ，%= δα) EU, 3) 处 可 
微 , 且 该 点 处 的 微分 为 gg 一 6az. 

419. R. γ-αὐ" 的 微分 . 

[8-1 技 导数 与 微分 的 关系 ; dy= f'(z)dz 来 解 , 则 

F(z)= (22)! e et ret (1 νο. 
dy- f'(z)dz= (14:2)e*dz, 

[ 解 二 ] 用 微分 法 则 来 解 , 则 


dy (ze) e z-d& Vet dz re dz et dr, 


no dye (14 z)etdr, 
400. R; y=aro tg Ὁ 的 微分 ， 共 中 wv、v ABAE 2 f παῖ 
L3 
[8-1 由 导数 与 微分 的 关系 得 
te utn 


fe- 


nàg) 


o) cu uio 
- dy=d(arotg 2)- AE dz, 


[RZ] 由 求 微分 法 则 得 


dy- daro tg —= ΠΕ 
R dy d(uretg 2) 


421. KIT PESE C HR RU PCIE ER. 
(D y- Va 5s, s= ++; 


— u 
AUD as, 
wv 
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θα 
T^ 
(8) y-Inig 5, u= arc sin v, v—cos?2s, 


(2) s-cos?z, z= 


UR) 《1) 按 一 阶 微分 形式 不 变 往 有 
dye (VPF) (24.52) 3 (22+5)d2 
- eso ases arena, 


”dy= (28 +4t 4- T) (312- 2)dt 
: SUL i D (84 3r+6 3° 


(2) dec (cost tds ost) (2) ται, 


ds= — 2eos sein αὖσ»».- sin 27 (5). 


doe $sin 


© dy (In te DJ tu (t tg DE 


= (1n te), (aro sin vse (eos 2914s. 
aci -2 -l sin 2sds, 
P er as asin dede ως τον 
2 
_ 2sgn(sin 29) 
de ae ον 


422. R: υ- aoar Ipema. 
ΓΒ μμ 


ου. 


i 


ο 
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459. πο 
O v-as Ang 
Q) y=cos*p, 其 中 φο--5, Apo m 


2x 
- ELI = - 0.00756, 


(3) dy 3cos 3pdy， 


^o dy =3c0s Z.Z =0, 


i 2 350 
p 


(4) dye 4zds, '. des -0.4, diss. 70-0, 


424. 证 明 近 似 公式 να Έα ma (020, 其 中 |e| Ha 
比较 是 充分 小 的 ), 并 计算 M123. 
ΓΕ] f()- VG Ez (a0), HE x90, Area. f τετ 
由 fe ἀπ) esf (zo) +f'(zo) "45, f(z) =f (0) 3 f Q) -ᾱ, 
得 Ma Fama, V-V Fiz 
. ΥΤ22Α.11. 048, 


ERA] AERA MERTE OI — 系列 近似 计算 公式。 如 当 
1z[ 很 小 时 有 : 
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| 并 
Ἀ 


βίη πόα, tg z8zz, Virselels, aia, 
τες 


s5. In(1--z) zz, ο” 2,1 -α 


425. η: tg 30730' 的 近似 值 ， 


ο τα 439-4. 


rosea, P(E ος 
由 FG Az) e f (zo) +P’ (zo) ` Az, 
«30 etg ο. 
1g30*30 mtg S sort πο, 
lg 30*30'2:0.5774-- 0.0116 — 0.5890, 
ΤΙ tg 30°30" 的 近似 值 为 0.5890。 
[WZ] 技 近似 公式 te zr ( 当 1z[ 很 小 时 )。 


αμα tg 39° +tg 30 
ig 303mg (0* £30) = 3E ree gus 
3. = 
ayayz 3 ΥΠΟ _ 0.5774+0.0087 0g 
EE ; X3 ^ 1-9. 5774 x 0. Uo οι 
3 "GU 


400. xk yz 4Ez-2, Az-0.1T4, ΕΜΜ S 
微分 ,并 求 函 数 的 增 其 与 微分 的 绝对 误差 和 相对 误差 
[ 解 ] y=f(2.D) -f(2) 22.3 - 2.172222 1.101, 
dy= (3? 1)dz, vlr - (3x 2-1) x0,1- 1.1, 
绝对 误差 | - dy| 0.061, 
相对 误差 a= Hr 5.25%. 


em. (XR ESUAGE, T-2 T, 其 中 1 为 


摆 长 ,重力 加 速度 9= 981 cm/s, 25 TEAR T MK 0.015, 对 
摆 长 1=50cm 的 长 度 需 要 做 多 少 修改 ? 


^ 


84. 函数 的 缴 


231 


[t i 

[81 Τ-Ίπν-, AMT ARKA 
ἃ. 1 π 
= .— di--—— dl, 
Vg at να" 
35 dT 0.01, g=981, 1=50 代入 上 式 得 
d= 9.01 x V981x 5o 

3-1416 


aT. 


20.705, 
摆 疾 需 增加 0.705 em. 
428. 如 图 所 示 , 一 根 长 为 2s 的 金属 线 放 在 跨度 为 21 的 两 端 
AE EFKE f. 且 满 足 上 一 一 + 一 一 | 
2 ft š 7 
sii 2). 


25 

O 计算 当 委 下 的 长 度 发 生 的 变化 为 df 时 ,金属 线 的 长 度 变 
化 为 多 少 ? 

(2) 如 果 因为 温度 变化 或 负重 的 原 加 ， 使 金属 线 长 度 发 生 的 
变化 为 ds 时 , 求 下 牌 长 度 的 变化 为 多 少 ? 

OO O) (1) 
其 中 路 度 1 为 常数 ， 两 边 微 分 得 ἀντι. (ξ- 

ο πο = Sf ar 

πο ο (z df ο 


B 


499. 求证， 函数 y= 于 中 全 XR wdy- (y+ 


z-zinz 
1)dz, 


Ho -zlnz) ln z(1-1nz) 


. u, ΕΕ ο] 
Code ai- lns)" πα ha)" 
由 微分 与 导数 的 关系 : 
NEED Qni μα} gy, 


πα): Glas) 
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2ra- ees 7L Badge (αρ 1)dz, 


430. 验证 由 方程 arc tg δ Ίαν α”-γ7 ΕΝ [818 HC y 
f (2), 满足 关系 式 z(dy - dz) - y(dy +da), 
UR] 由 微分 法 则 对 arctg 5 on zT ey 两 边 求 微分 得 


1 zdy-y 1 
ΠΟΥ ουτε σι EVE Ty 


` (zdz + 2ydy), 


整理 得 Auie zdy-ydz _ zdr + ydy 


» HEX z(dy— dz) =y(dy+dz), 


ιο 
,方程 定义 的 隐 函 数 满足 关系 式 。 
431、 求 下 列 函 数 的 二 阶 微分 : 
(D ν- να (2) y= αλ) 
Θ) y- ^ Q dia 
[WJ (1) “υἱ--- = ^nod*hye - x dz, 


(2) … yi 4 (2-1) (5z? 一 2z 一 1)，… diy=4(z+1)(Sz2— 22 — 1)dz*, 
(3) ` gia πο 4-1), 
zu d'y 47-21n 4- (2° ]n 4— 1)dz?, 


.. z. = — ab(a? — δθγοίη ἃς 
s (a? cos? z+ bš sin? z)? " 


νο... αὐ(αῖ-- δῦγεϊη ἃς js 
κος b int) ο” 


49. EA. yf HUP sf yt =a) RE, R: dy, 
ΓΒ] 对 方程 两 边 求 关于 z 的 导数 ， 
RETREAT -D 
Μπ cl E 
对 @ 式 两 边 求 关于 z 的 导数 ,得 
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将 @ 式 代入 得 wir ὃν. 
得 dus iM Scy ass 
439. XH y e 在 下 述 两 种 情况 下 求 4y，(1) = 是 自 变 
量 ，(2) = 是 中 间 变 量 . 
(W) ὦ) 当 = 是 自 变量 时 ,有 
dy-d(e*)-e'dz; d'ysd(esdz) = etd? 
(2) 当 = 是 中 间 变 量 时 , 由 一 阶 敏 分 形式 不 变性 有 dy= στά», 
d'y d(e*)dz.-- e*d(dz) = esdz?+ e*d'z, 
[说 明 ] 二 阶 微 分 形式 不 具有 不 变性 。 


ο ο ο ο z oo 的 微分 以 


及 # 和 的 微分 表示 dy. 
[ 解 ] (1) dy=a(dy)=a(ysdr) = yo d + adn, 


. 4: 4(1 十 3z4 
Lok Ye ve 


dy- - Ea "n += dz, 

(2) 由 复合 函数 求 导 ，Wi= 一 4sec?21. 

"S d*y— — 4 sec? tdt, 

435. 已 知 : y-sinz, z-a*, 2-0, 分 别 用 < 和 关于 4 的 微 
分 , z 和 关于 “的 微分 与 和 关于 上 的 微分 表示 d'y, 

[ 解 ] (1) Hi dy- cos zdz, .'. d'y- d(cos z)dz 4- cos sd (dg) -- cos eds — 
sin sds?, 

(2) dy—a*cos(a*) -In adz, 

d'y--a* cos(a*)In ad*z — a* 1ln2a (a* sin a*— cos z*)dz?, 
(8) d'y 3tln aa" [2cos a*- 3f Ina cosa” — 3a" In a sina” Jdt?, 
[说 明 ] r=, .. Pu-6n dst 9rd? RA 
d'y a* cos (a*)1n ad?z — a* ln*a (a* sin a* — cos a*)dz?, 
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于 是 (3) 亦 可 如 此 来 计算 : 
d'y a* cos(a*)ln a. (01413) -- az Iln2a(azsina ~ cosa)» (980) 
=3tln aa" [2c0s a? +34? lu u cosa? — 3ta? Inasina? Jdi, 


$6. 中 值 定 理 
(D 罗 尔 定理 、 拉 桔 朗 日 定理 和 柯 西 定理 
486. 设 f(z) =ln zw， 试 在 [1, 6] 求 适合 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 
€ fi. 
[ 解 ] (ELS f(x) 一 Inz 在 [1, eJ 上 连续 ， 在 (1, e) 内 可 导 ，(lnz)'= 
ο πο το fi. 
ο EEEN, €); f ln e- inlet. (e 1. 


于 是 -el 
437， 试 找 出 罗 尔 定理 三 个 条 件 均 不 满足 却 满足 罗 尔 定理 结 
论 的 函数 . 


UR] 按 题 意 只 奖 找 在 区 间 (a、 5) 内 的 间断 函数 ,同时 在 a、5 处 函数 值 
不 等 ,但 存在 平行 于 z 轴 的 切线 。 为 此 , 作 函 数 


5 
—(r-1)*1, 0«z«1.5, 1 ^ 
rohs 1.5<z<2. y τ 
3 H 
在 [0, 2] 上 不 满足 罗 尔 定理 三 个 条 件 ， 但 存在 6 FETT 
1,890. Ë 


[说 明 ] 本 题 说 明 罗 尔 定理 的 三 个 条 件 仅仅 是 充分 的 、 

438.， 说 明 在 闭 区 间 [一 上 1] E, HUC f G) o^. ga) = 是 
否 满 足 柯 西 中 值 定理 . 

RI BASO gE- ENES HEC, 了 ) 内 可 导 ,但 是 
柯 西 定理 还 要 求 g (z) 4E (71, 2) 内 不 为 零 ， 事 实 上 , σα) - 29, Σὲ r= 
0 时, g (0) =0， 因 此 函数 不 满足 柯 西 定理 的 条 件 。 由 直接 验证 知道 ， 


85. m EE 235 


ff _ 1-1 
gG) gC T 


但 是 在 区 间 ( 一 1 了 内 ,不 存在 6 n LS) co, 


46) 
39. 求证: 
sin*z _ cow — sin?z , cos'z , sinte 1 
8 8 3 6 4 24 
_ s" z cor sinte | coss , sints 
[证 ] 设 7 一 TW $$ *4- 


Ῥω) = sin? -cos z+ cos? z-sin z— 2 sin! z-cosz 
— eos? z-sin z + sin? z-cos z 
e Sin z-cos z+ (sin? z + cos? z) -- sin z-cos z+ (sint z+ cost z) 
+sin?z-cosz. (1 — sin?2) 
= Sin xeos z+ (sin2z+ cos? z) (sinz — sin? z cos? r+ cost z) 
—sin z-cos z- (sint z4 cost z) + sin? z«cos? z 
sin «cos z- (— sin? z:cos*z) --sin?* z: cos? z—0, 


1) 在 中 上 连续 ，… HPR i E E f (z) z€R. 
Ra-0, 87() -0- 3-04 107 a 


nof. 


440. EA: Jifs) 3260-0, RE: 方程 在 (0, 1) 内 不 可 
能 有 两 个 实 根 . 

ΠΕ] 用 反 证 法 ， 设 γα) -α’-ϑε!ο, 假设 f(z) =0 在 (0, D ATHE 
两 个 不 相等 的 实 根 4、 zo, ἘΠῚ fe) 0 $62). 

则 由 罗 尔 定理 , 必 有 EE Ga, 2), 使 得 也 (6) 5.0. RKE S (E) Br 
3-3(2-1)«0 z€ (0, 1), 与 罗 尔 定理 矛盾 . 

< DBE O, D 内 不 可 能 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 

下 面 证 明 方 程 在 (0, 了 内 也 不 可 能 有 重 根 。 因 为 若是 方程 7(o) 二 0 
的 两 生根 ， 则 名 必 是 (一 0 5 f'(z) 一 0 的 公共 解 , SER fr =0 # Q, 
巡 内 无 解 , 故 方程 不 可 能 有 重 根 .- 

BETRA DE mx~ 32--c70 在 (0, 了 内 不 可 能 有 两 个 实 根 。 
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[说明] 在 讨论 方程 不 可 能 有 两 个 不 相等 实 根 之 后 , 还 需 注意 研究 不 可 
能 有 重 根 的 情况 ,这 样 才能 保证 方程 f(z) =0 不 可 能 有 两 个 实 根 . 

ΑΙ. WENE ασ am" l+. +a, 1-0 有 一 个 正 根 2= 
@o. 证明: 方程 naoz* 7 - (n 1) a.a ba i 7 0 必 有 一 个 
小 于 ao WER. 

[证 ] i f(r) =a tarih +a, zm, MJ 

f' (z) =naez"-1+ (n— 1)ays" "tasa, 
显然 了 (0) =0, JRESUR f(x) =0。 由 罗 尔 定理 ， 必 存在 上 E (0, z), M 
(6) =0 (0--6-αο). Bp 
naz” (n— 1)aiz77? 0,0 
有 一 个 小 于 m WER. 


«9. I ο... “Ἔπεττο, μα aa T 

[i dp: aazam. asa Q; DAZD 
有 一 个 实 根 . 

πε] & f(2-42— z PN s: haer ty t, 
ο — fea LS n -0, 

jf! (2) =o tartasa? + asa, 

由 罗 尔 定理 知 , 必 存 在 &E (0, 1), 8 7 (6) 50, Εβ αυ τανκ αι) e 

cay e 0 在 (0, 1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


443. dT <a <Ë, RE 


MEE 
A2 


[证 ] 设 fa =ataro sin( S82), 

1 οσα οι Ἡ 

Doc p (ess) WA Ci Gua dus)? 
ΡΕ 


55. ΕΞ 237 


ë 
ze (z 
于 是 了 (z)=C. 


Dx) dna-oxz of cos z—sinz 
M) snz> z. š E 
1) κ κής fale ic 


;n(Simz--coszY 3 
starosin( zs = E 
NETTES 
即 are ed SE τῷ 
44. Xi. 
22-1 2z—1 


3 Ñ arotg (tg 3 z)-(2 (90, 31, 159,...), 


ο πο ο 
BAK z€ (k, k+1) (ttf ks E— WHO, [=1=k, .. (n0. 
"(2-1 


Bub fi) =O, z€ (k, k+1). RR 
αλα, ο 3.) -2=0, 

由 天 的 任意 性 
32-1 


3x1 aro ig(tg 2553 π- [ο], 


445. RE: arotgz+aro tg = sgns (2*0), 


[证 ] 5 F(a) =arotgstarc pF (2+0), 
1 


a 


ro-ma Gy” 
z 
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VE z>0 B, F (z) =Cu E z<0 B, F (z) «Co Bt EFA) 
Pu 取 m= —1, 则 得 F( 一 了 = που. 


aratgziarigl = sgaz (240). 


说明] 车 (a, (250, 则 f(z) =C z€ (a, b), 本 题 是 函数 分 
Bie (0, + e) AME, 0) RDA f' ( 而 在 ασ 0 处 不 可 导 ， 
所 以 函数 分 别 在 两 个 区 则 内 等 于 常数 , 但 要 注意 这 两 个 常数 一 般 是 不 相等 
的 ,所 以 在 使 用 性 质 时 机 注意 万 (2) =0 成 立 的 区 网 范围 。 

446. 证 明 恒 等 式 : 


2z 
2aro tg z+ are sin dag nTen (]z] 221), 


GEJ 4 J()e3artgesaresin qr. 


1 2(1 e 23 -- dat 

ο» τρ τς] στον 
dx; 
madri 2-2 
l+ GT 区 "TI 之 


ΕΕ ο ο ΙΩΝ 
于 是 当 |z| > 工时 , 恒 有 : 


2arc tg z-- aro sin 


το z>1, 
€, z<-1, 


2z = 
irz 


Αα, O01=2arctgV3+arcsin S 


Χαν — f()-2arctgltarsn τα, 
z=-1, fO D e2arctg(- ο ο. 
综 上 所 述 : 


2arctgz+arcsin 


2x 
- i 
ns (5173. 


$5. n ΒΕ = 239 


are e(t tg 22) - ατο tg (etg a) -+ are tg (etg?) =0, 
[证 ] 设 f(- EL tg 2a) caretg (etg a) are tg (ctoo), 


3 πάσα (osota) 


aa- 一 .3 
ΠΣ Lreg 


nje ~ 
i 
8 

E] 
ο 
8 

+ 


+T *3ctg2a- (— ese?a) 


1 
1430082 


- 4 3 
Irsta 1 Top’ api Tapa δα 


= 421-3008? 2a- 3sin? δα μ 


Πατία, ÅT +E (o0, 41, +3, …) 是 函数 ja) 的 间断 点 。 
«. f (z) 分 别 在 
(5. da). (πε5. kat 5). ο (eet) 


8 
-1- S οἱρία- Cuy aaa 
l-cyupu CE ο 


内 是 常数 , 但 这 些 常数 可 能 不 相等 ， 分 别 在 这 些 区 间 内 取 点 kamen 
5: ke ὅπ 
6 
8 (ime) rm E) 
由 大 为 任意 整数 ,所 以 在 上 述 各 区 同 内 有 
are te te 2a)-tare te (dtg a) +are tg (ctg? a) =0. 
448. 求 所 有 实数 对 (a, ὁ) 的 集合 , 使 对 于 任意 实数 x, 下列 
FRERE: 


&c08z —cos(az 1-53) --α-- 1 -- 3 0 
[分 析 ] dE f(2) c acosz—cos(az- b), 由 微分 中 值 定理 可 知 ， 使 得 
f()=a-1- δ! 成 立 的 条 件 有 二 : 在 上 了 (7) 三 0 以 及 在 马上 存在 某 一 
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点 使 该 点 的 函数 值 等 于 a1-b? 
[证 ] ἃ f(z) =acosx-cos(az+b2. 
f(z)=—asinztasin(ar+b’) 
Sot bs pe atita, 
ER γί) =a -1—b9, MZA f'(z) 0, 得 a=0, 或 
ahi arte -0， seis 


) a—0, H Q) 8. -sosbt= — 1-8), cos b2=1+83, … b=0, BJ 
实数 对 为 (0, 0) 时 等 式 成 立 。 
(3) sin arts πο, Detm 


=0, 


km, (a— 1)z=2k= -b (k 
-ο. 41, 49, …)， 要 求 上 式 对 一 切 2 成 立 ， 则 须 a=1, b= 2kw, Ἂν 
ORA. cosz - νο αν 解 三 角 方 程 得 2km= 0 … k=0, 
得 实数 对 为 (1，0). 
τα. ο ο ουν 
了 wm， 要 求 对 一 切 z 满足, 只 有 a= --ᾱ, b2= (2k+1)=m, BEBE Q) zt, 
—cosz-cos[ — z+ (2&--1) π]-- - 1-1— (2k--1)m, 


c082— cos z (2k--1)e--2, (2k 1) - 2, ----πὸ- 


EFI 

这 样 的 不 存在 , 即 3 无 解 . 

“由 上 述 讨论 得 ,使 等 式 恒 成 立 的 a、5 所 取 实数 对 为 : (0, 0). (1, 0), 

449. o, b 取 怎样 的 实数 对 时 ， 等 式 ae* 十 b=e*e** 对 一 切实 
LE A 

[分 析 ] f(z) =a- etb; g(z) = ent, EBE BOB, BA (s) 
=g' (2), 且 存 在 某 一 点 αὐ. 使 f(z0) =g(zo). 

[ 解 ] i f(z)=arer+b; σία) = e%€%_ 

f'(z) =a-es; g'(z) -a-e****, H f(z) =g' (4) Bl a- er=aerts, 

fla-0gb e= ο, (1) Xia-0, HH aertb= et 48 bas, 无 
解 . 

(3) e'—e s Bl z=az+b, (1 一 g)s=b， 要 求 该 式 对 一 切 z 均 满足 ， 
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则 a=1, b=0, 
-. Ñ (a, b) Βτ(α, 0) 时 , ae* b= et 对 一 切实 数 了 成 立 。 
450. 3f (9) Ela, 3] 可 导 , Β a5>>0。 求 证 : 


ji α b la B 
a—b|f(a f(»| S -EF E, Kp act, 
HE) RFGÍÉM aah 
P= LHS, σ'ω---ᾱ-, 
ab», 


f  f(a) 
i | af(b)-bf(n — ur] 


'a-b| f (a) xil a-b 
由 于 P. G 满足 柯 西 定理 , 则 (a, ΑΕΕ, 使 


io τω uy O0 

"i 
DI -7e — -0-6'0. 
b a ra 


x Uo rel ο 


451. TT (9) 可 导 , 且 lim f^ (z) - k, RE: 
Js (f) ο 
[证 ] 由 于 f(s) 满足 拉 格 明日 定理 条 件 ， 所 以 任 取 S 在 (za+ 了 内 
BEE Gs feo) ο m f, ο 
Hm L6) -f= lim (E) =, 
462. MRAMEQ, oo) ur S, Rf G) |< M, RE: 
lim 16) -0. 
Pr 
[E] #(@, ο ο ο (αυ, REDE 
EG BIG - f) =F 6) (0- 2). 
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MG) - G9 | 5 1 (62 E |z- ro] <M- (z— οὐ) «Μα, 
1G | - [Go | (2 - 52) | ο 
[fi («Mz if Gl. 
. O<. el a IR 
~ πι M, fe. κο, c0 dim 1£2]..o, 
acte X > αἲ τ 
即 lim ZG) _o, 
μον 
49. RE: S n 5b, ο 


*la 


4. RE: SP <tga- 


NM 由 拉 格 朗 日 中 估 定 理 , 则 存在 5E (b, a), 使 
ο ο a-b), ο ο ο 


° iar 


Lu- Ὁ ο <4 (a-b), 


0c Bac 


cos” B 


GE] 4 f(z) = 翅 z， 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 , VIE Ee (8, a), W tga 


—g Bose! £-(a— B), [8 sec? z #[B, z] ERR, 


LU 


seo? B (a— B) «sec*£- (a — B) «sec*a- (a— B), 
sec* B(a— B) <tga- μη B). 


παρεα tB 


Hu 


455. ΑΕ, jareiga are tg 5] « |a b]. 
[证 ] 将 拉客 妆 日 中 值 应 时 于 4 一 are tez, 则 在 (4, ORAE E 使 


arciga- arc tg bes — go “By. 


Jaretga- are tgb|= ng RS δ] x [a b|, 
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[aretga- &retg b| « 1a bl, 

456. d; f (o), g (2) μπι S, B 4 22a Bf, [f (z) | Sg (z), R 
dE: 4 r>a ή, lf (2 -S (2 | «g(2) — g(a). 

[证 ] it Fi) =gla) -f (a), 由 微分 中 值 定理 

F(a) -F(a) =F'(8) (z-a), a«£«z, 
“αρα |f (a) κο), ΤᾺ F(E) =g (E) -γίΘ70, .. F(a) - 
F(a) = F'(£) (z- a) 20, Ep σία) — f (2) — [g (0) - f (a) ]>0, 
f(z) -f (a) «ο (α) --ο(α). 
ARS G(z) --ο(α) +f (2), Pf rp CER. 
G(z) = G(a) =G' (m) (z-a), ακηκα, 
αρα bh |f) | Sg (2), .. f) 9G 90, ἜΑ: G' (m) --ϕ (η) + 
Τ(η}70, 
-- ας) -G (a) =G" (n) (α- α 0, 
m g(z) +f(z) - [g(a) - f (3) 20, 
g(z) -g(a) » - (f - f(4)1. 

综 上 所 述 ,得 f(z) -了 (a)1<g{z) -σ(α). 

407. 证 明 下 列 不 等 式 ，(1) 2*—12o(z—1) α΄ 72, >l; 
(2 Xu -X <%/zs—a n>l, t>2>0, 

[E] (D xfG)-a(z-1;g()e-z-1, ` f'(x) =a, ϱ (4) =a+ 
a, 显然 当 α;»1 ΒΒ |f'(a) | <y (z). 由 上 题 结论 有 fi) -了 (D1< 
ο(α) - g(D, Εῇ |a(z- 1) -0| < G^—1) -0, f a(z- 1) &z*-1, 

人) Ὁ fe Vz - Za; gine Vaca, 


“γω eld ο Loca s xod ο... 


9, 


nec «Go. maesti) Leg (n. i Elie 
μα) - f()| «(2 -g (a). 
即 Σε -Ya<Yz-a. 
458. 设 非 线性 函数 f(z) 在 [4, DER, 在 (a, 5) 内 可 导 ， 求 


ο πο LOLA 
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[证 ] ο ο -atga 
由 于 f(z) 是 非 线性 函数 ，… σία) 0, λεία, b) AFE ο κ, Ë g (e) 
*0, BITS EARS, ë (e, Ὁ) AA Εν 使 
gie) - α(δ' 0 
— a 
(e) —g(b) fb - f (a) 

m LOIA pg) IUD. 
在 (o, 中 内 有 名 使 

30 -20.-; 9, 


(a) - g(c) (b) - f (as 
m ο p - LO EE, 


BT g(a) =g(b) =0, 


so- z90. 9 -9( -~ -g ο, 
(ᾳ -- b) (a - e) 


[re LO] ren LALA o 
m [e-a] s [re a] 
35, gius e 使 得 当 1019 >0 p, gro- 00 F00 


>0, 得 να... IO IG co κ, rO- 


ft 一 fa) < 
b-a 


8 pel 
NEA 
459. # 38 f Ωχείο, ὁ) ER EG Β/ (9 -/ 0) = 
0， 求 证 在 (a, 3) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 得 
I"@ >s ο) 


LE] 车 f(s) = 常数 ,结论 显然 成 立 ， 由 条 件 卫 (a) =f (0) = 0, ERR 
2k f) 不 可 能 为 线性 函数 . 


poSo 
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在 [e 


b 
=] L.R (= (ay, ΜΕΡΕΣ, 
a+b 
PEZO] re We 
τα Se 37 
x [225, ο] joo - o-a, 根据 柯 西 中 值 定理 ,有 


f. < 
ία) fà, atb nos 


2 EIS 
两 式 相 加 ,得 S[f(b) —f(a)) _ ze RECO 
" (b-a)* a-a δεν 


Bi f'(b) =f'(a) 一 0， 上 式 右 端 可 以 写成 
LED) + pe TED -FO fO)-fü2 wc) pr (m). 


&-a - &-a δ-ξ 
NAE ἔεσηνὃ, 于 是 


[EERE = temo - reo Item Le uo 


(i) 着 f(a) (5), Wife (a, δ) SFERC— A e, 就 有 结论 |f” (e) | 0. 
Gi) 38 f (a) Afb), 由 上 式 可 见 D" (mo ἐς 1" Gà | 中 至 少 有 一 项 不 
PFE. 取 |f'(e)|=max(f”(m). f” (n3)Y. 即 有 


Z 7 u Siro -f 
2r) E Lo Le Lo (o BE - TEIL, 


由 此 可 得 le pm 2C L, 


460. # ñ 3⁄ f (z) 在 (一 cc， 十 ce) 内 可 导 ， 对 任意 z， 均 有 
|f'G)|<k<1. RE: RE Fo) SEE E, 使 1 (8) =. 

[证 ] ὢ 3950, 则 命题 已 成 立 ， 若 k=0, N f (2) 0, 所 以 
fa) =o, Βιέ-ο, ΔΕ 1(9)--ε. 

(ü) 着 f(0) 天 0, 0, 不妨 考虑 f(0) >0, z>0 时 的 情况 。 设 F(z) 
3/4) -sz。 于 是 问题 化 为 求 & 值 , 使 F(5) 0. 显然 

F(0)=f(0) -0=f(0)>0 E 

又 由 中 值 定理 ,让 (z) =f(0) - f (E) -ᾱ, 06; Ë |/ (0) |<k<1, Rt 
4. +1>0, 于 是 
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fa) =f (0) +f (E) £0) + hr=f(0) (P i +1) 
-AO pp fO 


=—+1= 


Τε I-k T. 
于 是 了 (mo) <zo, 即 
F(zo) «Ὁ -O 
HF F(a) =f(z) --ᾱ, 根据 连续 函数 的 介 和 值 定理, 由 Q. 国 可 知 必 存 在 
€€ (0, zo), i F(£) -0, ED f(E) =£. 


9) £ h £ X. 


461. d z^ Bah er 32-4 展开 成 关于 (2 一 人 的 多 项 式 ， 

[分 析 ] SIRP 展开 成 关于 (2 一 的 多 项 式 ,事实 上 是 P() 在 
z=a 点 的 泰勒 展开 ， 因 为 次 多 项 式 的 +1 PEPI, Voas 
能 展开 成 关于 (2 一 q) 的 n 阶 多 项 式 . 
IR] df(s)ezt- δα ez -θνι 1, ἡ G= 
zx 74, f" (4) - 66, f(4) 24, J"(4)=0 0354). 

ο IRE M. 
fof HE oce s 

HeLa 


56, f (4) »- 21, f" (4) 


ma EZ) 
PG o LA a-a) 


A- 4) +37 (24) 11 (2 4)? (z— 4)* 

462. gu 一 3z5 十 1 展开 成 关于 (z 一 1) 的 多 项 式 . 

[ 解 〗 与 + 题 同样 方法 : 设 了 (az) =r- 84’ 11, 4 fü) - 1 fl) = 
-5, f (3) «30, pra =s, FOL =4680, j9^(1) =29880, JON) = 
Ih, o= DE , fe) 2 205, jo) =10!, PA) =0 (n> 10). 

NETS P δία- 1) 4-35(2- 1)*3-90 (2-1) 105 (2 - Ὁ} 
--249 (z— 1)54- 210 (z — 1) 4-120 (s— 1) 
+45(z— 1)5-10 (z— 1)°+ (x— 1) ^. 

465. 设 f(z) 是 4 次 多 项 式 ， 已 知 : 7(2) = -1. 70) 50, 

7” 0) -3, f Q)= — 18, JOQ) =24, 计算 fo», f (0), 
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ro. 
[RO 由 于 f( 友 是 4 次 多 项 式 , 故 j( 双 =0 (0-4, 所 以 
ferm Dy fO es 
vi a-t 
== ]+ (zx -2)—2(s-2)s+ (s—2)4, 
7 (9 --2(α- 2) -6(z-2)244(z-2)a 
J” (2 —2-12(z-2) 1-13{α- 2)! 
E a eti 14 51+81=143, 
f(0)=-4-24-32= —60, f(1) 2412 1132-36, 


484. ih f (0) = VS dE o - 4 AUS HERI RETESR. 

[ 解 ] τώ- Ts ane 
-- are 
由 泰勒 公式 得 

ΨΞ-/ώ}} 


1:43) 


1 1 

σσ fb =: Ω-- 
m 3 

PO 


fO E 


HO GL 4) tolla- 93 
ο qh α-Θλεοίία-.Θ9, 
465. "ii f (c) = e-* 在 z=a 点 处 的 泰勒 展开 式 ， 
UN] fo) =e, f(z)=—e, j'(u)= e 
PPa (re, fe (a) = (Dae 
μι όλ ; o 
emp) LP uoa) S. a ass 


foo 


n 


*(z—a)"4 o((z— a)*) 


-e- 


CA (a-a)*io((n-a)n), 
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Ἔα-0 8, 即 有 Do 


406. i y= TEET 在 am 一 0 处 的 2n BEER, 
ΠΒ] 由 上 题 z=0 情况 的 展开 式 


wel- 2 4 0 Lu (qa E 
scel ΠΠ EED Ke] 
aa 
+C D" yt) 
ο E 
Gp rte 
EJ 


o(a"), 


T 
或 写 为 带 有 拉 格 衣 日 余 项 gery TO) 《0<9< 了 的 展开 式 : 


e+ 二 
(2n)! ` Qn+1)! 3 i 


3 tara 
407. 写 出 y=sin?z 在 zo= 0 处 的 2n 阶 泰勒 展开 式 . 
[分 析 ] 求 sin?z 的 加 阶 导数 .一 般 先 将 角 函数 降 次 , 则 可 减少 运算 
x. 
DR) y= lcs, genae (22+ PODE) (αρ). 100) = 
0, f'(9) p” (0) =2, F” (0) - 0, f'*(0) = - 2, = 


e a? 


š m , 39 3 I 
- ttgr grtn 


i }’-Σ μα, 
*CDU HA to(z^). 
或 家 为 带 有 拉 格 衣 日 余 项 的 展开 式 

sinise g- A aiei ato ερ 
PERENNE 
Qut nii 

468. Sih y-t 在 %=0 点 处 的 三 阶 泰勒 展开 式 . 
[分 析 ] 车 按 泰勒 公式 求 ese 在 z=0 点 的 导数 ， 则 求 导 过 程 较 息 杂 . 
gs Έντο", w=sinx 两 个 函数 复合 而 成 ， 因 此 考虑 将 w%= sinz 的 泰勒 


+(-D™ sin θα, (0<0<1), 
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展开 式 代入 %= e" 的 泰勒 展开 式 . 一般 称 这 类 展开 方法 为 间接 展开 。 


[J ele d ense sintata sin? sro (sine) 


Tsin a22- tola), 代入 上 式 得 


eme (e δ i3 xe) 36-8) ec 


ο ------ 
469. Si y-e TEn- πμ 
[ 解 ] TL Ert +E i =+ s= Ly 


Ti u-2z-2, REN (Ge. ΜΝ 
A eet 144.2) (2z- 2) e (s EZ 


+ (2z-22)*4- $e "Fe ((22— 25)*) 
misa) E. (42) anat) 

απο δν 3-42 23 8-Da-at) 

+A det- 482.2 + (322) +o (2) 
一 十 3z 十 2 一 τά δα Rs. 


470. "ith VI-a -- A/ 1-322 fE z — 0 {8 BG # 8) 
Επι, HA οἳ 的 项 . 


[ 解 ] πι GT 了 


+ 2(071) (a-n+1) artola"), 


A Oi-CEREE-[1- ποπ 


-4 (25— αὖ)». το Gs- «)»-εο(δ), 


di 


导数 与 微分 


Vi-asra-[1- Θα 2) -1- 5 02-2) 


. E 《3z 一 2-3 Gs- αγ)η- οφ), 
经 整理 得 
Al-Zitz-Vl-3sbz 
d Gra) Gs αγ Osca 
~F r-d) i (06 a- E Rato) 
= 


A71. 写 出 Vsin z: dE z=0 点 处 的 泰勒 展开 , 到 含 2° 的 项 . 
[R] 已 知 sinu= u δρ rou), 


可 
而 u= 9, 得 
sin αἲ--ᾳῆ-. 3T 
Μαν. [ο fer eee] - (e dm). 
aG- 
xA ο ALI “β-ο(θ), 


š vss. + iGs- 3) Ee mad y τον] 


-GG ee] 


i £ x 
327335 iiy αὖ -ο(α)), 


413. ΕΛ fo) LL BR {ΥΓ ΑΙΚ D 
的 所 展开 式 的 前 3 项 ,并 且 求 了 (1.005) 的 近似 值 . 
[R] f=, fl jf'()-8019- 4079 4 202", 
f' Q) — 00; f” (z) — 80-79-25 — 40.39.52: 20.19. ?*, f” (1) =5149, 
f (2) 214-60 (2— 1) 4- 2970 (z— 1) 11 ο((α- 393. 
141.005) 1-6) x 0.005 +2570 :0.0052— 1.3643, 


= 
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473， 验 证 当 角度 小 于 28° 时 ,用 z- oes den sina, 28 


对 误差 小 于 10-*， 并 计算 sin 20° (精确 到 10- 9 
[E] sins 在 z=0 的 罕有 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 展开 式 是 


sin s=z- -£ 
A 


n 误差 小 于 10- νὰ 
sin 20°= sin 


sin 205-0. 343959, 
414. 计算 εὖ 的 近似 值 (精确 到 107°), 
[分 析 ] 因为 e "l+ Z+: 


9.351 4| pe ο ατα 
FESTIS 技 题 意 , 要 求 derer" WHAT no, 


5: (0<0<1), 


tO rll mc 
要 使 精确 到 102, .πὰ 

mm meal, ὅντε. (n1) 1 109 625 107, 
Bine T Ij, 81 1.5x 10?» 10, 


n" p 0.3: , 0.2» , 0.26 , 0.2: 0. | 0.27 
mi4 τε ἘΠ} ΓΩ! a tr n 


^ ež =1.221492758, 
[说 明 ] 5^8125.8.7.6.5.4.3.2— 9.27.6329 x 2x69 
1.5x59x20—1.5x 101, 


475. RHE: àec —1)*3. kr = (—1)*H-n], 
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[证 ] Em limpe*^ymlim kret "=k", 
= E 
于 是 ， 


propos -iim i onse)? 


- "(δὶ CDO 1)” =- limi- e, 
将 eo 泰勒 展开 ， 


原 式 = -lim|(1- L- SONA 


=- tim (-D" T rara m 


Be Res] E Br ERD 


-lim (- »T(- HER Nr 


sui c n 
ο oe SEI] (penai, 


416. 证 明 : WURDE AG) —— 
FRR), Β/(α) 在 z=0 处 存在 nn 阶 导数 , 则 f(z) 的 在 z=0 
处 泰勒 展开 式 只 含有 2 BJ WAKE (SR KE) BN. 

ΓΕ] 8 f(z) 在 s= 0 0948380853 N SG. BD (D = f(- 2), 2€ 
(-5, δ). -. 由 泰勒 展开 式 得 


f(a) =f(0) +f' (0) ο ΟΞ. 


PRO. tola), 
ο ο f0-Coax ZO Cane 
ARD (- as PO (ameet - à) 


(2k—-1)! (2k)! 
fo «fo 2359 2250 MEE ees ES aj 
+o(a2), 


B Foso) EL ITO hot (ken), 
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ΑἸ. 已 知 函 数 y=f(z)， im IR f" E) 在 z=4 处 连续 ， 且 
f" (a) *0, y=f(w) 的 一 阶 泰勒 展开 式 为 : 


fat) =f(a) +h-f' (2) + S" a+), 
其 中 Df Gc 0) X BIB Β Απ. RE: im 0 各 


ΠΕΙ (arh) e fG) ο 0h), (0«6:«1), XT 
36 (+h) 展开 为 I 
Σαλ) = f(a) +hf' ο ο ο ῴ«θις«1). 
πμ 
Ap a+ 0h) - rok δ f" (a+09), 
ση, ο ον 


Oh 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 有 
f'ia+0)) — f" (a) = f" (a-- 89.) 8h (00, 1), 

于 是 有 θε] (α 1 θιθιν) -4 f" (a+0h) 
由 函数 fo) 的 三 阶 导数 连续 ,在 上 式 两 端 令 h->0, 有 

im -2 p" lw 

lim gr (a-- 83) = f" (a) 
和 lim 0” (a8) =” (a), 
diabete, pa AT. 


478. Eg. AR f) 可 以 被 (h(z))* 整除 ， 求 证 : f' (2) 
一 定 能 被 (h(z))*? 整除 . 
[证 ] 由 假定 f(z) = (2{α))’-ϑ(α), αία). ᾿ία) Ὦ 85751, πχ ΑΠ 8. 
对 等 式 两 边 求 导 : 
y G) =k(h(a) )7-M (z) -g (z) + (99) σ΄ (z) 
= @(a))* De) (z) "ο (2) "Fh (z) -g G0 1. 
M (D, g' (4) 是 多 项 式 ,由 上 式 可 见 , GO dE IRE hla) 7. f (2) 
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EIER (h(a) ΡΕ, 
419. RAKS) 是 = 次 多 项 式 ， 证 明 c 是 7 =0 的 上 重 

根 作 < 中 的 必要 充分 条 件 是 : f (o) = f (0) =- =f" (2) -0, 
而 f (a) +0, 

ΠΕ] 必要 性 ， 着 a 是 f(z)=0 的 万 重 根 , γία) -(ᾳ-α)'-Φία), 已 
E 

[iz- a)*19— &- age αλλ, 
由 菜 布 尼 获 公式 
Πο». Žore- ορ) (s=0, 1, 2, =, k-1), 


OIG š eL a) sti Q()o 


ΠΠ 
= (2-2) “Ὁ A LE (a-a) Qla)", 
[f(2)]9-0 s , E-1), 

充分 性 : 由 泰勒 展开 式 , 因 f (z) 83 n+1 ETCLESEROSIU SS RJ 


f(a)= (ay 4-2) f G- a) e ο 


jen τ GS a)!* 4 I (z-a)^ 


= qa. ο. 


= 


BORN 
ae ο 


BIA: f (a) H (z— a) IS, Bla JÉ f (a) =0 {ἡ k ΠΒ. 
, 480. 讨论 当 z—0HBj, y-1n(l--sin?z) t a(4/2—0082—1) 
是 多 少 阶 无 穷 小 量 ? 

ΠΕ 因为 lue) αμα. 


dn (14 sin2 z) = sin? E sin z-& o (sins a), 


^u; M NERA `" 
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ἘΠῚ sina-z- P ro(s), 
所 以 ha ο... 
又 因为 (+ps= liane τς τον, 


"l-cosz 代入 ,得 


Ie sc [1+ (L- cos 2) ]* 


=1+4 (l- cosa) - È (1- cosa)” + o((1- cosa)?), 


而 1- 


所 以 Vi-osa-lela rto, 
sf 
y=m(L+sin?a) ρωσ 1) 
-( 4 ee G es ΠΕΝ 


ΠΠ, Bas 68915 Ανά, 3 a= - G Bi, y EAEN 
A 


(3) 洛 必 达 法 则 


481. : 


[ 解 ] 


li at- —2(e*-1) 
482. K: lim πο ρα ^ 


tam amaggp, 2061-0 -26*-D, elett- βίο’ i 


tgs αν 


ο ο a 2602203 ο 


显然 要 比 对 z(es+1)— In 简单 。 
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lim £(e**11-2(67-1), µη, z(e +D -2(e—1), σῇ 
Ul om [πχ μα = [T2 


前 一 项 因子 是 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 ， 


lis ο μμ μα 
E E EE ime 7g 
2o πα zie D -2(00-1), 1 
ος Es ΠῚ ΠΠ 


εν. θ'------ 
483. K. Πατ 
[分 析 ] 利用 语 等 变形 ,上 且 令 =u, 
e-l- Φε e-l- (999  e"-l-u 


ΓΠΣ sint 27 (22)* sint 2x Fu 


[R] 3 =u, 


" 
SU 4-2)” 1 
e κ [ο]. 

[分 析 ] 本题 属 1” 型 未 定式 ， 使 用 咨 必 达 法 则 必须 设法 化 为 0. 2 8 
未 定式 由 


nm 
,由 洛 必 达 法 则 , 3 
li 


Inf(D 
ο 
σία) 
则 lim f(z)"^e4, ΕΝ, 0.99. 09, œ, oo — ου 型 未 定式 ， 一 般 采 用 


ο 
= 


cette exp D Resp Ds te 
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εἷς, ες 
τ p 
Um [ Gre ο eg 
由 洛 必 达 法 则 : 
REEL 3 i 
E = P 5. 
。 gef x2 
^ | S22 
486. 求 下 列 极限 : 


ug 


" z 
ὦ µας) ^5 
UB] 本 题 是 1” 型 未 定式 。 


[n (2-2) Ferre. 


由 洛 必 达 法 则 : 


e agna? 


ὢ θυσίας si ( 


ls 


&resinz 


= 


Y^ - tz). τα 


na 一 Insinyy 


im 一 lim E 
νο sin?y ^ siny v» sin y 


由 洛 必 达 法 则 : 


y 
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πη 
2y* 


lim LE- Msiny im 
” v» 


" lm 人 aresnz) -οἳ 
Ax = 


486. R: lim [ία -2arc tg α) πα], 


€— 


[R] 本 是 是 0129 型 未 定式 。 : 
lim [ (s — ολο... tga 
cuni atem 


luz 


= lim ln 
dis 


487. 求 ，lim (D) 


E 
[ 解 ] 本 题 是 ?型 未 定式 。 


Emen, 
z 


由 阁 必 达 法 则 ; 


488. R: lim we 


E 
[R] AER O 型 未 定式 。 


Jaz 


gas gesinrmexp( HE), ο 
Ex 


由 洛 必 达 法 则 : 
lim BË lim so lim 
ani i MATT 
z Er 
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m JEn: 
489. 求 下 列 极限 : $ 
(D) limf Is mtl L| @ (2-1) 


2-0 saNZ—l παρ 


[R] 本 题 是 一 -= 型 未 定式 . 


O tmf. miltai 1 Q-2)n032-2 
E 


Ελ α αἵ 
ΜΠΕΣ 1 i1 
ioa Ces 
lir L .= ziz-fii ys Ina 
E -Dns em prins 
z 
i 
1 
=a a E m 


f 
τοι, 
490. GR: Ca κα) (2:0, 9-1, 2, n), 


R) AREI ARER. 
TA τινος 
(siet e cem 


由 汽 必 达 法 则 ， 
pm Ju (ato Rap Q Inn. yy (oflnort oslnast aln as) 
μη £ E 人 二 十 


- 5 πο ae = In a;) In Yaaran, 


m 
ESE ολ a 
diro Y qayay, 


491. FJ a, 5 各 取 何 什 时 ,有 Lim (52-2 c5) 
[R] 刊 由 泰勒 展开 


sinz-z 4ο (8) 
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wk, να 


- Dirt tbi τρ τσ tool), 


λα ο ο. 


- am-1, =+ 
[ 解 二 ] 利用 洛 必 达 法 则 : 
jg κ να. 
lim cosz+a +3bz?=0, wi 


cosz-1+3bz? 
CAE 


着 极限 存在 且 为 稚 , 则 必须 - Z 


“i 


原 式 =lim $5825 


一 sinz+bbz 1 
了 6 


A ol el, 
5 
492. F: o 取 何 值 时 ， 有 lim (ZEL Y -ᾱ, 


[m (zy er Piece pea, 


r= 


(eto (9 Hoto R ERER. ΒΑ, 


. 


1 
n Ἱπίαγο) -]α(α-ο) lim 236 α-ο 30 (z) 
| s E) ες ολ 
* = 
=, 
dim (ZHY =>, ez=4, c-in2, 
> $ ΕΣ 
`. 当 c=ln3 时 ， dim (232) 4, 
aroigz, le] «1, δω 
x : - =i : f (2). 
95. BA: fO) [eet ; |z|>1, 
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[R] doe tlh BRA 


iz debel 
了 (= E T 
P [ES 
又 由 洛 必 达 法 则 : 
aretg(- 1442) + 
fi caja s 29622 o d ol. 
Por En Am TFU IFAT P 
六 (De lim Š sgal- 1+4) +} (-1+4s— Dt 
κ dac) dz 
LÀ 1 LÀ 
-5 I+$ at 
wm — κας ρω E 
dm E + 
Fe Q+4) S 442-1 
PO 
m] 4. 
= 
LN VE 
; tg4-—4 1 
Im— 7 


are [P 1 i 
------------------ - lim - 
Az ae I+ dz 3* 
T 
+ fa =, f'iC1 48, 


f-0)- lim. 


z-1 š ΕἼ 
(Q) lim BT ὦ) lim — 7^ 


z—cosz 
© Ellos 
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(A) lim $ (co9zt2sina) +e "sin^z. 


aen € “(eos z+ sin z) 
E 
66) lim 5—, - (8) lim 
mE Ἐς 


ΓΒ O ο ο ᾱ μὲ 
连续 函数 的 性 质 得 lin To, 
ὢ KAREL MRE Bhe sin D) = 2zsin ioci, 38 ο 


由 直接 求 极限 的 方法 ， 
asin 3 


Jim lim “lim sesin l-o 


29 sz nz 
(3) FJ Li (z- cos z)! e 1- sin z, FAN 十 se ΜᾺ ΤΚ MUR 
必 达 法 则 . 


cosz 
X ul. 
r" 


1 


i ΓΕΝ 
ΠΠ im 
ce 


z 


(O ΕΣΑΣ, 
Bie 


ez (cos z-- 2sin z) + e-*"** sin? z 
cos sina " 


当 sonr- E (ne, 2, ) δ 4 ROS, IBI TAE ΡΡΙΑΜ. KAR 
PIENEEN 这 是 因为 分 母 有 零点 nr 一 子 ， 
®© Er) ARER. EASRA 


法 则 ， 函 数 形式 趋 于 繁 


iis S da E 
5 απο X aono m5 
i 


μα χα το ο MATES 


m -ᾱ-- = lim y«e*—0, 


- 
y lim 2 一 
vt 


pu 


ΑΙ, 将 重复 出 现 泛 数 形 


9 
(© KEES 型 未 定式 。 但 逐次 应 用 洛 ; 
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36 因而 不 能 确定 极限 : 


4905. 如 果 0) dk «—a 点 存在 二 阶 导数 ,求证 : 


f(a--2h) 一 2 


: )-f(a) m 

lim —— Tf" (6). 

[证 ] lim f (a € 25) - 2f (a+ h) d f(a) 0, 

“。 ο D GE, H 
lim f (a+ 20 - 9f (a bo ff) 
m 


Ru. 
2f (a+ 2%) - 2f! (a +h) 
Th 


lim 


E neum 


mfi £ αμα -Br SH, 法 导数 定义 得 : 


lim £632 -flat 


=lim ον = PO ο tim flari > -- 1’ (αι 


f'(), 


lim 
η 


496. ή z— oo M, f (0) 9-0, H f(z) 在 实数 域内 可 导 。 
问 : 对 于 充分 大 的 z, 168 f (e) 5i In f (z) 哪 一 个 大 ? 
ΓΕ; 利用 阁 必 达 法 则 有 


mf). 
LECHE 


2.3 ao oo Bb, f (z) EEG In 7(z) 更 高 阶 的 无 穷 大 量 ， 故 对 充分 大 的 
m Ἡ flf. 


$6, S 883 ESHA 
(D ARG mit 
497. Xii. δὲ Hoy 20332-1224 1€ (72, 1) 内 是 减 


FACILE η -γ"(α). 


30, 
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函数 ， 

DE) y2275435-122-4, y — 6262-127 6(2-2) (2-1). 
ΒΑ -2<s<1m, 6(2-2)(2-1)«0, 即 y <0. 

在 (- 2, DR, yo 22432-1244 ERER. 


498. RE: SO) - 22. 在 (0, 2) P JE d 


[证 ] f= — 

4 g(z)-zcosz-sinz, g(0) -0, g'(z)= -zsinz, 5 z€ (0, m) 时 
ο (z) «0, 7". ο(α) <g(0) ^0, 
Ara <o, .. γω) = EEO, mio, 

490. jig f (z) =z 十 |sin 2z| 增 减 区 间 . 


[ 解 f'(a) =1+2cos2z-sga (sin 2z) (sin2z+0), 研究 了 (z) 的 单调 
增加 区 间 : 


sin 2270, sin δα <0, 
1429952130. 1-260525», 


god diia <z<(k+1), 
EE kt <a Qha SE. 
^en cin. πα eR neck TR 4-9, 41, 43, =), 
. kx ασ 
^ gone (A, 52). 
ma, aset (15.5, ELT) G=0, «1, 43,» 
500. EXE R Ef" (20, f(0)«0, RE: 40). 在 (~ 
0) f8 (0, 十 oo) 内 单调 增加 . 
(2 Y αὖ (α) - fi 
e [ze arera, 
4 F(a) -af'G) -f (a), FO)=-f(0) >0 B FG) =sf” (a), 
Ὁ 当 zE (— >, 0) RI, F' (z) «0, .. FG) RARD, c0 Ἡ Fl) 
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»F0)»0, [ER | 5o, ZG) gC <, 0 内 单调 增加 . 

) 5 =€ (0, 1Η, FG) 0, 7. F (2) HERI, «0, ΠΒ F(a) 
»F() >0, ερ |Z) | >o, .. LE 在 (0, +) 内 单调 增加 . 

[说 明 ] ÆJ" (e) «0, 7(o) >0, p ÍEL æl, 0). 0, 1-55) AM 
mi». 

501. NUR EE f (z) 在 zo 处 连续 、 可 导 , ΒΊΕ zo 处 存在 极 大 
值 ,能 否 确 定 : 在 zo 的 左 邻 域 函数 7 (z) 单调 增加 , EN I 
WEEMS) 单调 减少 ? 

UR) 不 能 肯定 ， 例 如 函数 


ωρα 2), 2+0, 
8, 2-0, 


显然 f(z) 在 z 一 0 处 连续 ， 又 
ee: 
üm 260-10) lim — = 2 E. δι 


e~% = 
JL ya) 在 om 0 处 可 导 . a8 yG) 710) = -2(2- sin 1)<0, 得 到 


函数 在 <=0 处 取 极 大 值 . 


f(E)= — 42 2zsin Loss, 20, 


70) 在 任何 o0 处 连续 ,又 当 == c Bb, 


(一 一)-- — κο) 
Suae Xem Aati 


αν. ΑΕΡΑ 51 当 大 取 充 分 大 的 整数 时 , 可 保证 到 5、 一 工 -二 
TL 
2 
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都 在 (一 5 0), (0, 8) 领域 内 ,这 志明 天 (2) 在 z=0 E HAAEST 
域内 , 不 保持 定 号 ,从 而 函数 不 可 能 保持 单 证 。 
“502、 比 较 log45 与 logs6 的 大 小 . 

[分 析 ] 从 两 个 对 数 的 底 科 真 数 之 间 关 条 容易 看 出 这 两 个 对 数值 是 函 
Blogs (z+ 1) Z4, z=5 两 点 的 函数 值 ， 因 此 比较 大 小 只 要 研究 读 函 
数 的 单调 性 . 

(RR) ο logz(z+1)， 由 本 题 条 件 可 取 TA, 由 


A: 当 z>4 时 , αἰπα-α]αίσ!-1) τ(α1-1}]π{31-1).. sng- (z+D， 
ln(z1)«0, f(2) «0, 9] /G) ipit pii £00 f», BJ 
log, 57 logs 6, 
503. RE: νο. iom EX 
[证 ] 设 f(s)=zinz, 则 了 (2)=14+lnz， 当 xz>e, 1 (9) 0, ἐκ f(z) 
Erren. Aie H ecm crr m In an πανω cs, BB 


Re = gie 


AMER, Rib emm 有 


Inga dnm 


[说 明 ] e<a<b, ERI 3813 alnb<blna, «a, Bil, Mie 
«a cb B, # bo ds Ἡ Osa cbe B, br a 
504. trig 10079 与 10119? 的 大 小 . 
πο”... 
SOR ae BË f' (z) <0, fr) st Bak ὑπ 
1001» 10199, 
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300215. 101294 
[ 解 二 ] 利用 上 是 说 明 中 的 结论 , e<a<b, (Ea bo, WA e<100< 
101, .. 19091. 101199. 
505. 当 0«θ «5 时 ,证 明 , cos9+9sin 91, 


ΓΕ] it f (0) c050--0 sin 8— 1, 了 (9)=09cos9. 当 0-0-5 Br f'(0) 
50 ( 仅 在 9 号 时 等 号 成 立 ). 


gres (o zem, ο. οὐ κθ» 
f (0), BT cos 02-0 sing 1, 

506. ; 2rarotg ao ln(l-ka?), 
[iE] $ J(»-2xraretg s - In (12-27), 

40) -ο, 

f'(2) =2aretgr+ E= τσ Σατοίμα. 

M z>0 ph f'(z) >0, o3 x0, f(z) 单调 增加 ，F(z) 970); M z< 
ο ο Οσο ο 

27aretgz>ln(1+z”)， 等 号 仅 当 z=~0 时 成 立 ， 

607. WEW, sin s+ tg 2-2 (o2 2). 


CGE] i F(e)=sins+tgs- 2s, F(0)—0, 
1" (z) cos z-- sec? 2 — 2, P'(0)=0, 


p αυ ne car UE 
μη) - -sing desea tg zen α[---- -1). 


E ze(o, z), `. 0<eosx<J, >2. 


于 是 P'(z)-sins( — -1)>0, 
Er'(%) 是 单调 增加 的 ，F"(z%)> F'(0) =0, P'(2)20, 
F(z) 单调 增加 ,F(z)>> FQ) , 8 sin zt z> 22, 


508. 3520, BeirzeLa 
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GE) & κια. fG)-e-1-2, Xf'G)-e- 


í ^." (2)0, 7. f'G) ΜΕΝ. f'(0)=0, z>0, .. f'a) 
Sroa o . SEWER, (2) £(0) 0. 


noe-i-a-iamo, B emlkeeiat, 


609. RE, G+) S E. (νο. 


[分 析 ] πο ln(1+ ο ων 


ΑΠ. dt Τζο) (1+z)ln(1+z) 一 aretgz 较 方便 . 
ΓΕ] 4 fj(z)=(1+z)ln(1+z)-aretgz (450). 
* 0-9, 


f'G)-ln--2)1- 


τε 
34 z>0 B, κιν 
.7(z) 是 单调 增加 函数 ，(1+z)ln(1+z) - aretg 22 (0) 0, 


hG+ BEES. (270), 
610. 14 0<2< 5 Mf, Xil, παρα, 


sz. zoss- sing eosz(z—tg z; 

GE] ἃ /G) foe E 
s 0<s<Š, - no z-igz«0, fare. ^ ΜΕ 

少 iie fco f(2)-3. (0922). 


snz. 2 2 
502.2 ganas 
Ε.Ε, qgana- τα, 


νο ο ο ($«2«1). 


[证 ] 设 F()-aretg2-T-[lh(2)-1a2], F(1)=0, 
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v dese 1-220, '. F(G)«0, F(x) 在 (二 ΜΑ, 得 
F(z)»F()-0, -. ο F -1n2, 
619. B 20, y>0, B 0<a<8. RE: 
GP Gh, 
DEJ πλ-5, ο ο. 
Ὁ F(z)=(1+W")7《s>0)， 要 求证 (a)>F(B). 利 用 对 数 求 导 法 有 
Py- He aeg Un (LE) (1311, 


Qon erg ο) «14Η, 0<ln P <1n(1+k5, 
klnk- (14) (1 Εκ κο, 
则 F'G)-0, PP(a) 是 减 函数 ， 由 已 知 0<a<B，… F(a)> (B), 即 
ο ο ο ολη 
513. WE. 


la+b| αἱ --|δἱ αἱ lb 
Τεστ <T REID τοῖς 


Di) d s= qfy 450, M - 当 z>0 时 


NORMER, -'la+b|<lal+|b|, 2. fCla+b|)<fülal+1b|), B 


la+b| , lel-]5l 
I+latol < T+ lal +b" 
lal [b] lol b| 
x 1+ la+ or Trial Τε) Y+ Tal ΤΊΣΙ 
Jal 151. 
*irjap Pus 


lal+ |b lal bl, 
ka; i-is RR πα, 3- [5| 
lab 
ΒΒ qme 了 < τη ος 


DUX] 本 是 亦 可 用 中 值 定理 证 明令 f(z) 一 Te 
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μου al + lèl = las 
z(laļ+ lb- ja+b)|>0 得 结论 . 

514. σου. συ >0, R. 
f'commm, n JO 在 (0, 四 内 也 单调 增加 . 


CEJ MRIN ARME, FE £C (0, DER 


MORONE O 
0 


JtrhO<z<a. Arh f'ca) 单 课 增 加 ，… f) af) rro, m 
αγία)» yG), 

CY- LO 1 nw 

515. BA, y- 2ο’ 25, BSEC Co c (y) f (í W θὲ 
DEOR z, 并 画 出 大 致 图 象 . 

UR] εἱ-άν- 435, 令 风 =0 解 得 z=0, 41, 

在 (- =, -1), C71, 0), (0, 1), (1, +=) 中 的 每 - 个 区 间 内 护符 
号 不 变 ,所 以 函数 y 分 别 在 上 述 区 同 沟 单调 , 存在 反 函 数 。 由 

at- 343 ψ50, z=1+VI-y. 


(6), 


得 反 函 数 的 各 支 分 别 为 : 
saviti y Cmm mm ΜΕ (~ yd 
m= VY Vl w(QQuyuly αἰ--ντ-νῖ-ῳ (0<y<1), 
Κο ΠΤ 
di, 1 


παρ 753509. 
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(2) 函数 的 极 值 与 最 大 (小 ) 值 


516. RAR y 一 2x8 一 6z? 一 18z-7 的 极 值 . 
[ 解 ] 多 = 6z? 一 12z- 18. $ y'—0, EE si= - 1, zs=3 为 函数 的 驻 
y'-15-12, γ'],.-ο-13-(-1-1)--91«0, y'a 123-1) 


(9 {Ὁ 的 极 值 . 


Y dv 
. Φν-ο[βοι--5, noL 是 驻 点 而 


m= = Lif, ψ' RIPE. 
三 5 的 充分 小 邻 域内 , 33 z2<50nf'(z)<0, z>5 时 六 (3)>0。 ον 


u OEE E TEORA 


lb BENERAN uec m 38, 


dE ma= 一 1 的 充分 小 邻 域内 ， 对 一 切 z, {11 F0) (7 1)-0, .在 
297 一 1 处 , 函数 取 极 小 值 . ον 0. 

518. R y- a^ 的 极 值 (0.152, 

[WR] πα απο). $=) Wa 


lage sup, ο gau 
iy i 
(Z. 

519. Ry- 


的 极 值 . 
[R] ντα 2)sina(e+3) $y —0, 解 得 驻 点 为 iml, 252, 
ay ὁ, 


ος 


sina (54-38) (0224) 


ο (2+3) + 
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在 本 -的 充分 小 邻 城内 , 当 =<1 时 多 > Giz>1 时 儿 <0. 在 i=1l 
Ab BERERE vgl. 


在 5=3 的 充分 小 邻 域内 , š z<2 B? y c0; 2: y κο, … 在 mo 一 
3 处 , 函数 无 极 值 . 
在 cy 3 的 充分 小 邻 域内 , 当 z<3 h y «0; 223 Rb y 0, "Em 


948, 函数 取得 板 小 值 ，ygs= m. 


520. 求 y=1- arosin y Tr τ ΗΝ. 

[分 析 ] Ην κα αμ. EES arcsin kana 
ο. u ο ο ο 
m. 


dis 


[ 解 ] y=1- aresinM LL. 的 定义 域 为 2>0， 令 
fu) =1- arcsin Vu, 
zr s αχ 4-2? , 
ο X. ot dry h u'=0 848 ==2, 


当 0<z<2 时 >0, .. uwz)«u(2) Bi 1- are sin Vu kh WN ER 
数 ,得 [4(z)]>f[w(2)]. 
Mp s28 u <0, '. u(z)<u(2), 88 f[u(z)1>f(u(2)1, 


Es 3 处 , ο ο S. 
691. R: y= ae*-r bo^?" 的 极 值 . 


[W] ο b. p 都 不 能 为 等, 否则 函数 无 极 值 . 
y pet (arb), 35 a, b ΣΕΞΙ, ΒΒ ο’ 50, acr b 必 与 6 同 号 , 故 


ΥΠΟ 无 解 ,函数 无 极 值 ， 若 ab EL $ y=, mti In 之 为 驻 
A 
y e pae? + bere), Heu IP KA, 


Vi pfa n In 3ae(-3 in 5) 
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META 


由 上 述 讨论 可 得 : 
Q) 当 ab<0, RAER. 
Q2) 3 ab>0, a>0, ο ο unam νο 


1350, aO Bi, y"|, αγιος, 
πρ a 


zel mè 
ΕΝΩ 


(9) 5 ab>0, a<0, z= In Db, ΠΚΒ ΧΑΚ, yas - 2b. 


02. foo (1n re Ee 的 极 值 (on 是 自然 
30. 

(W) 了 (= -后 32-90, 得 驻 点 为 5 一 0 

(1) 当 ， 为 偶数 时 , SERT 2G) «0, 7. EBERIN, 

Gi) 当 史 为 奇数 时 ， 当 z<0, f'iz)>0; 5 z>0, f'(z)<0, "Mn 
为 奇数 时 函数 在 = 0 AUR BUR, ΜΙΑ 01, 

538. R: y= Ισ] o D WKU. 

[ 解 ] (1) 3 ar0 时 ,已 知 |z| "一 sgaz。 由 复合 函数 求 导 法 则 ， 

ο ΙΟ πο ο - l)sgnz+ |z|], 

S as0 RA y= sn Ge D(r- LL) $ y=0 {ΒΕ A == 


up HELL 两 侧 导 数 符号 , AME r= iy 处 ,函数 取 极 小 
n 1 


t m=- (FET) ur ; 

3 eco ΜΙ y m leadh- - 2), (By 0 ER, 

(2) 当 == 0 处 函数 不 可 导 ， 而 0)= 0. 

4 z<0 B f(z)<0, 当 0<z<1 时 fz)<0。.. (0) 为 函数 极 大 值 。 
yax=0. 

BM. 设 f(a) 一 an?+bz?+cz+g (a>0), RE: (1) 如 果 
了 (z) 有 极 大 值 ， 则 必 有 极 小 值 ， (2) 若 αι 处 函数 取 极 小 值 ，we 
处 函数 取 极 大 值 , 则 >ra (3) WRS) 的 极 大 值 为 m,， i 
ΛΒ Ἂ n, 则 mn, 
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HE] 7z)=:ez2+bz?+cz+a (a0), 
f'G)-Saz2bree, f'(r)eCarc2b, 
G) ἘΞΕ z+ Jb f(z) 取得 极 大 值 ， 则 必 有 了 (zs)= 山 f (4) «0, 即 有 
3a+2br +o=0 R z< -È (050). 
下 面 证 明 3az?+ 2bz+c=0 的 另 一 个 实 根 fi παν, f"() 50, $ 
JR nis HUI γ'(α)-:ϑα(α- 
f(z) 有 极 大 值 矛 盾 ，.. αντ αο, 


Parte 2bz+ e=0, { 


且 4=41s- 1226-0, MH z< — e, αν αντ E, - ο.--..Ὅ. WI 
va 2a da 
3azi+b> 0, f" (1) 0, 7. αι 处 天 z) 取 得 极 小 值 ， 
G) lasse - do n> - (020), B ni 
(3) 由 a>0, zi» zs, 


m- nz: (αχ) ba$- ex» d) -- (as bate em, 4d) 
= (ze— zi)[a(z? + mzs+z8)+b(zi+z;) +e] 


= (ms — zi) fa (214-22)? — 21231 4- b Gri ας) +e} 


bac- 


= (za— m) τ 


© gaega«0, Gae-2b*u0, >, mm, 

505. ELEC (2) -2+ asa bato 有 极 大 值 了 (a) 和 极 小 
HSE). ὦ) 求 a+B 和 eB 关于 a.5、c 的 表达 式 ，(2) R 
FOH ΒΕ α. Ὁ c 的 表达 式 ; (3) BNR = (e) 的 极 
MAH A, B, WEA, B 连 线 的 中 点 M EHR yS a) k. 

UE] fa) =r tar hbrte, f()-3r2artb, UEA ας B 0 3: 
f'G)-0 tif. 

(CD a+B= - SÉ, aped. 
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(3) /(a)-++-f/(8)=a5+ P a(a*- 
= Ga B)[(a+ B)* - 2883 - aL (a+ B)* - Σαβ] 


(8) 由 于 曲线 y= 了 《z) 的 极 大 值 点 和 极 小 值 点 汽 4 (a, [(α)) 和 Β(Β, 
f(8)), 设 线段 ΑΒ 的 中 点 为 M(X, Y). ΠῚ 


^M, TVERR v f( F. 
[说 明 ] JC) xax brte R 
检验 三 次 多 项 式 函 数 巾 象 是 
028. EH f (zx) =ar tbr tor? +d 在 
e= —1 ARREO, ΑΓ) ΜΙΑ. 
[分 析 ] f z= z kE OR W V, — i 


虽 中 点 在 曲线 上 , 可 以 作为 


=1 处 取 极 值 人 4 在 


数 有 fs) =V 和 


f'()—0, AE X SEL 5315 ER Ra, b ΑΗ, 
[ΒΒ] fG)=a+bn+o+a, fOe r, 
由 z=1 处 取 极 值 为 4 得 到 
fO)=a+b+e+d= 54 e, 
f(D=54+3b+20=0 29), 
由 z= - 工 处 取 极 值 为 0 得 到 
“Ὅν 


Q-G Βου, + 图 解 得 4 一 2， 


[e ΕΒ a—-3,b-5, 
Sa+3b=0. 


nofG)- -—36+56+2, 
527. BARR y— s az br+e 过 点 (2, 1)， 且 在 此 点 
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的 切线 方程 为 gw 十 %=19. 又 它 的 极 大 值 与 极 小 值 之 差 为 32. 求 
此 三 次 函数 解析 式 . 
UR] y= tart brte; Y=3z?+2az+b， 曲 线 过 (2, 1), 故 


1l1=8+4a+2b+e EON 
1) 9z+y=19 ΑΕ -9, 故 
—9=12+44+b σον 


由 加 得 b= —4a—21, 
$y-0d P b=0。 两 极 值 点 的 横 华 标 为 x1、 αν. 


Zitza= — z, 4G za)?= (i+ za)? — na =, 
lz = +. 
由 极 大 值 与 极 小 值 之 差 为 32: 


yi yo (21 c axi c bz; 4-0) -- (zl+-az]+ bze+c) 
= Gn za)[(mi za)? - miza +a (z: 22) tb], 
| 3011 1 da? 
m MES 亚 .( 学 ini 


+b) )|=32, 
H b= -名 一 人 1 代入 上 式 ,得 


2V EFIA .2(a2+124+63) ος 
αρα ο en v) 
2*1224-63- (8x 273, 
a*4- 1204-2720, 
am -9 pam -3 --1, 
frai | 证 9. 代入 @ 得 。 一 23， 


ον 解析 式 是 = 2-9 +15z-1 a Trias; 

528, it Ρίο) =1 tar- a+ 的 图 象 的 中 心 对 称 点 在 2 
轴 上 , 且 图 像 与 y 轴 的 交点 在 (0, 10). (0, 14) Z- [a], F a b 为 整 
数 ， 求 : a、5 的 值 . 

[分 析 ] ER, 0) 为 对 称 点 , H f(k+z)= fc z)53RH k μηίβ, 过 程 
较 麻 烦 。 若 用 导数 求 函数 的 极 值 点 , 利用 两 极 值 点 的 中 点 即 是 对 称 点 来 解 
就 方便 了 。 


$6. STUEBPLELEN I E Fi 277 


IR] f()-3z2az-a? 4 f'(2)-0, KE τι-- --ᾱ, ==. 
由 极 值 点 的 中 点 是 中 心 对 称 点 ,得 : 对 称 中 心 的 坐标 为 


y=0, 
代入 f(2 --ᾱἳ - ασ] -arth 
a aè αἳ a^ 
ο ο. 
27 
gu -五 5 “Ὁ 


又 函数 图 象 的 截 距 在 (0, 10). (0, 14) 2 [8], ΒΠ 10014, 
“要 使 等 式 @ 中 4a 取 整 值 , 则 b=]1, a= 一 3. ο. Sia -8, b=11 
B$, 函数 对 称 中 心 在 (1,0) 处 ， 


509. πε w - VE B 8 


JMEO R: A) α b 的 值 ，(2) f(z) 的 极 大 值 . 
[W] ὦ Bms- 32-0, 即 
a(-V35)?+b(C- V3)+a+l-0， 


(-νϑ8)}11 

ον da- 3b+l=0 “Ὁ 
μεν. Gaz byte l)-2ruarhubria41) 一 hz? 一 2b 
f= ECIS =F 


Bm- A 3)-0, BJ 
-b (-V3 3-2- 3)-b — 
D στης iu 
5 -3b+2V3+b=0, gi o3. ΚΛΦΆΒα-Σ, 


0, 


1 p 
ls 


Ὁ) f(D)= 2 -z+V3)(V3r-D). 


> f(z)= (TE 1) 


5 s 
+fG)=0, RAR a= - V3. M, mie, se V Bb G) 


取 极 大 值 , faz =2, 
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590. H4 f(x) =az+e-*sinz, 其 中 0<z<2x, a 是 常数 . 
R CD gG) — f ORRE 8) γί; SR KB B A MSH S 
有 一 个 时 , 求 a 的 可 到 值 的 范围 . 

[ΠῚ f(z)sazcesinz (0«z—2a). 

(1) gGc) m f'(2)  a— e (sin z -cos z), 


9! G)- eL (sin z- ος 2) -- «cos 4 sin z))= — 2e-*cosz, 


Bh μμ ο ο a6. g(z) 在 z- κ 
ΠΗ ; 
Ὁ) 显然 有 atl>ate T saketrsa- c], 
# gon Fe ik F, RI f'G)0, F(z) 严格 单词 前 加 ,因此 f) 在 
ΓΣ 
3 σία) PUMA PF Β a2 0), N o( 2). (28-00, 由 
o CORE (F, ὑπ) 内 PO tA. Xf an Ό--α 
70, #ra+1>0, RE 9(C+0)>0, RI (3). C0) «0 保证 在 (ο 
5) fc) xti. 
, ΜΉΝ 
pem, 3 > 
g(+0)>0, 


+e 


i-e 3 «0, 
Μο κακο B de CK ΑΡΜΑ. 
531. 若 p>L δις i-i 对 于 z>>0， 试 证 pagn 
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[分 析 ] τα; πο... 
ο ο... 
d, Eee 

Ux) ώση σα fajm] fE), 
当 0<z<1 时 , f()«0. 3⁄4 z>18B8, { (4) 50, .. z=1 是 f(x) 的 极 小 


值 点 , 且 是 了 Cz) 的 最 小 值 点 . 
1 1 


于 是 fas οσο ADD)30. Er EET r 
632. BA: doas, Hn>1. RE: 
7» 


ue (-1)"(a—b)"« b", 


[证 ] 由于 5>0 Ru ο ο 95- fg 
=< £(-zy«l z&(0, jan 

i P(z)=="+ (201-2), Wü F'(Ur)e ut- π(]- x)", 4 Ε(α)-ο, 
ΠΠ 


0s, FG) «9, FG) 1ε(υ, 3] map, 
1 1l .] 
ger, 50, FG) 在 (2 1| 单词 增加 ， 


1 1 1 PENE 
FG) EER F(Z)- m Εωήτασο, 1 
Xi, F(0) = TCD=1 . 


- σπα κανα αι, m T 


533. it a70, 220, RIE, (αἳ -- θα. --1) ce", 

ο ο) 
}ῶ--ᾱ- D[z— Θα] ο”. 

易 知 在 (0, "eA, FG) BSEC US f D, 3 


πο fQa1) ED HD 


"+(- Da -bain 
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Hga- ERED <0，… RF a KEE IO RMR. 
9g(0) 为 最 大 , σίο)--2-ε-1--1, … φ(α) «g(0) <1 
BJ fQa+1) «1, ri f(22-- 19 RCK AB, 88. f(x) «f (22-1), 


ο < 
即 不 等 式 成 立 . 

DEZ] 4f()-e-(G'-2az*1), R]f'(2)-e'- 214-22, f'(z)= 
e-2, 

4 z=1n2 B, f"(1n2)—0, ''. f'(2) 在 ==Jn23 时 达 最 小 Β 7132) 
-ᾱ- 21n2424—2(1- In2) 4-2a7-0, f(z)>f'(n2)>0, 

Jf) # (0, +=) 单调 增加 ， 又 f(0)=0，… 19320, 3 ze, 
ce), 即 证 明了 结论 : (z2— 222-1) τα’, 

D9A. ΠΗ f z* — az? — ate + bt -0 $22 —2az?--bz — 0 都 
有 相 异 的 三 个 实 根 ， 试 用 图 形 表示 点 (4, ὁ) 的 取 值 范围. 

[R] ibf()ez-ar-aueU, BD -as-a2ib-04 x^ 
RRNK FR DIS $k a) 有 极 大 值 和 极 小 值 , 并 旦 极 值 异 号 ， 由 

jf'(2) 932? -2az — αἲ-- (8z+a)(z- a), 


得 驻 点 为 -号 Fla, 并 得 出 f(z) 的 极 值 为 
{-5)- ο 
Bash- 3)-f0)«5 m 
(ο. )an- om «n, z: (S a)@-a)<0, 
另 一 方面 ,由 αἳ — 2a2*4- bz—0 BJ z(z2 — 2az--b) -0, 
为 使 方程 有 三 个 相 异 实 根 , 除 0 外 HE 1- Dare bo 0 E — RR 


KR, 70440, αἲ b0, 欲 使 方程 -ar αἲα-»-.0 δα a- ort 
bz= 0 部 有 三 个 相 异 实 根 ， n; DER. 


(es ΕΣ a)«0, 


a'»b, b0, 
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区 域 如 图 所 示 , 不 包括 边界 . 


=a? 4 


585. it, y= 十 32? 一 14z+2 与 y 一 10z 二 2K 有 三 个 不 同 
的 交点 , 问 : 必须 取 何 值 ? 
UR] 问题 化 为 K UTI 2-371 24z+(2- 2E) e 0 有 三 个 不 相 


同 的 实 根 。 设 f(2) - 33 1-87. 24r+ (2-2K); 


f (2) 9234-62 — 24 3(2-- 4) (x — 2), 

$4 G)-0, 8 72, 2,7 4, Bh f'(z) E n0 = -4 附近 符号 

变化 情况 ， 得 函数 分 别 在 1=2、 zs= - 4 处 取得 极 小 、 极 大 什 . 只 要 

FC 4f «0, 就 有 三 个 不 相同 的 实 根 ， 于 是 有 
(—64+48+96+2-2K)-(8+12- 48--2— 2K ) «0, 

解 得 -13« K «41, 这 时 %= z E3727 142-2 8 ye 10z+2K 有 三 个 不 

同 的 交点 。 

696. BA. g= 2z? 一 3(1+a)z?+6az 一 2， 问 (1) 3988 ΝΕ 
在 极 大 值 与 极 小 值 , 求 < 的 范围 ， (2) 车 函数 的 图 象 与 2 轴 相 
交 三 点 , 求 6 的 范围 . (9) 若 函 数 的 极 大 值 为 0 求 函 数 的 解 
HR. 

UK] (D y=6r-6(L+a)z+6a; 4 y'=0 H 61- 6(1+a)z+61= 
0， 由 条 件 必须 有 两 个 驻 点 ， 

"no A=[(1+a)?- 4a]-36=36(1-a)22>0, 
得 gl。 又 驻 点 是 zi=Jy πα, Bhy'-6(r-1-a) DE "QD 
«f'(2) -36(1-a)(a-1)«0 (a*1). 

o RAEL R BBT EBR ñm E. 

(2) 三 次 函数 图 象 与 > 轴 相 交 三 点 . 由 图 象 分 析 要 求 函 数 的 极 大 值 、 极 
MERS. hasl, zs=a 33848 8, RZ f(a)-fG)<0, B. 
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[223 - 3(1-- aja? θα 
(a- 
Ha»le VS, a<1 - VS, 

sael- o, 1-3). (4 ν 3, o), EI INC z MEEA 

(3) 若 zt= 工 处 函数 取 极 大 值 ， 则 fjG)=2- 3(1+a)+6z-3--0， 得 
a= 1、 但 出 前 衔 讨论 知道 ac κο ον 故 在 zt= 工 处 f(2) 不 可 能 取 
Bei, 

3 zo=a 为 极 大 值 点 ， 则 了 (a)= 234-3437 2-0, 解 得 a=1 (949), 
ga=1+V3, a=). ΝΒ. 

f(z)=2m-3(2+tVT)r+6(l+ /3)s-3 
和 f()-22-3(2- ν΄ 5 γα 58{1- V3)z-2, 
UC ELA AS ο, 

537. 设 从 点 P(a, 8) 可 向 曲线 yz 一” 引 三 条 不 同 切线 ， 
WRA P 前 坐标 的 范 国 并 作出 图 象 . 

DE] y-a-2, y 1-35. .. μθέυ-» -αἳ EIRA (t 1-0) 的 
切线 方程 为 

y- (t- = (1-30) (z-0, ; 
即 gm (1- 3t)7 十 26. Z 
因为 切线 过 Ρία, B), SN 
28—3at*-a- 8—0 N 
令 上 式 左边 为 了 (2), MO =0, -£ 
(02:6: — a). 

要 使 j( 纪 有 三 个 不 相等 的 实 根 , 只 要 a40, RAR FC BURCK CS HU 
值 异 号 , 即 f(0)-f(a)=(a- BC -αἲ κα 8) 0, G) 当 a>0, 解 得 ,0 一 
a «β-α; (i) 34 a<0, M a B 

A P UTERURTEUR 1h PUO 

598. Emi S (e) ec 共 中 为 任意 正 实数 . 在 
f (a) = ete 所 表示 的 曲线 族 中 ,如 果 只 有 一 条 遇 线 过 给 
定 的 点 Po, ψο). RA Plo, yo) 的 范围 ,并 用 图 形 表示 之 ， 

[分 析 ] BRL f Gr) e n mento? jd (ao yo), EU gom entem, 


-30-ka) 4-63 2]«0, 
22-2)»0, 
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应 用 383 


ERE f(a)= Ce 7? 表示 的 曲线 族 中 只 有 -一 条 曲线 过 已 (zu yo), RI 
RHR υο-- (ORAE ERR Pleo, yo) 的 范围 . 
UR] MERR Ρίσο, yo) 就 是 使 关于 a 的 方程 
Έ{(α)--ε σι αλαν yo==0 
具有 唯一 正 数 解 的 点 . 
Ὁ αο--0 的 情况 , 有 yo, 此 时 , 任意 正 数 <， 都 是 方程 的 解 ， 不 符合 
&@ 有 唯一 正 数 解 的 


(0 250, a0, 研究 函数 下 (a) 的 增 减 性 : 
F'(a) -- — zo(zo— 2) (zo Ga) «ettet 


BE a0 处 函数 值 FO) Jui, tentat P (Ë) mg 
ADE- BS 或 在 a— += B, FGco ) 为 负 ,在 极 小 处 函数 值 F( 25) 5 
E, 则 必 有 唯一 解 ， 即 

F0)>0, r(3)>0, 

CRM A bios k<0, 

RE, οὔ Ὃ cy < e πὲ 0<<1, 
Gü) ze<0, a>0 的 情况 : 由 

Ῥ (α)-- — a (25— 2a) (Bz0— Ca) tette 
8 P'()>0. -. PCa) 在 (0, 1-5} EF oit 
增加 为 使 方程 PKa) 一 0 具有 唯一 正 数 解 , 需要 
F(0)«0, BJ we, 

FEBR. z<0 B, yore z>0 Rf, 0<y<1 
ο... 
切 ， 如 图 所 示 的 阴影 区 域 , Βρε. 
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89. 给 定 抛物 线 O， scs. x0 k tss (s 
Zo tO ma. XR PC, oe ΕΜ. KE 


ο 仅 有 一 条 法 线 过 P, RRA 卫 的 存在 范围 ,并 画图 表示 之 . 
[ 解 ] δε, 8 处 的 法 线 方程 是 (t 守 0 的 情况 ) 


ro) 

即 9 -6% -2z=0， 问 题 化 为 怎样 的 P(z, i), EERE REND RA 
W. $ SO) 98 Gyi- 25, 则 也 (6)= 2742 一 的，( 当 t0 μὴ, 
Ἔνθ). 

G) 3$ «0 Bp, (O0, `. ΣΤΟ 
解 (三 次 方程 总 有 一 个 实数 解 )， 即 y<0 Bo DUE REA, 

Gi) ο. ϱ VI), te το 
Bk te AS a ΟΙ. ΩΜΗ. CEKEN 
eamm. «νο 
ση 
MAME 971-850. 

ROGNE 即 所 求 的 范围 是 92> 
gz。 如 图 所 和 示 的 阴影 部 分 ,不 包括 边界 ,但 包含 原点 。 

540. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 与 最 小 值 : 

(D y=z+2wWVZ z€[0,4) 


1 1 
Q) y-z-38 ce[-15. 2i] 


(9) y-21g2-tg'z αεἶο, 5). 
(4) ν--ατοἰρ ux s€ [0, 1). 


DAE] MARALA, bJ E, f(x) 的 最 大 (小 ) 值 求法 是 
G) RG), 
IETEOL TULLIA 
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(1) ARARA M=max{f (a), Τίαι), F2), s fE), f) 
函数 的 最 小 值 m=min{f(a), Jene Us Σαν), FOJ. 


UR] G) y=r+2VT, y'= iJ. 34 c0, y 0, 函数 单调 增 . 


Jogo y (0) 70, yax=y(4) =8. 
(2) yo 22-32-85, y 732-3, $ y'=0, zi -1, 2,7 1798E A. 


^ saam ο , 


vue mox (13) D, vo» (25)|, ο. 
4n 


(9) ye 21g z-tg!z, y —-2sec?z.(1-tg 2), 330, FE AJ z= 


eja 


ο πα 
mo max yo», v(2)], ms 27 3 et, κκ. 
ὦ ο... 


ο ο σα 


541. iR m S s, 2770, «€ (0, 1) 的 最 大 值 与 
最 小 值 . 
u a 
4 y —0, WSI(b2— a2)2?--2a?z — a? 0, {8 = petu 其 中 
因 a>b>0… α--Ξτ»1(88), a= SER, 
επικ re 


-. 函数 无 最 大 值 ，9&4= (a+b), Ἡ 
942. So y- zh - 22. |2-2| ΜΉΝ 3] 上 的 最 大 值 与 最 
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ΛΜ, 
[R] 当 =Ef0, ο 4r, y 3x ttr- 4 Gy =O, 
Wn - 2063), a = 2 
当 zE (2, 3] M, um P 22442, yea- δε} Δ-- zd - 


9, 无 驻 点 。 


susc max {oC0), (3), v, vn]. 
sno miny(0), (Z) v5, ve]. 
my, y(3)—21, y(2)—8, x3) 45 


n Hx-3,ygs-2l, 3 2-3, E 


543. 在 1， νο, VB, s, Yn, c 数列 中 求 出 最 大 值 ， 
ο Linz y 
y'=0, Occ y 
VE 和 3 的 大 小 . 
FARRAR VT. 
544. WUER la, 的 最 大 值 , 若 
4) a= — (271,2, - 


V 


n+ 10000 
(8) asha (n-1, 2, ο). 
104 
ΠῚ (D eJ Mig. MG στα 315” 
10 46 f'G) 20, BGR ALL 
<, (as) BEEKIE auos oog 70.005, 


Ὁ) 5 λαγ-αθ.3-: (ο). Sjf'G)-2--00-z1n2)«, Άι 
vo ~14.4 处 Pa)=0, 且 函 数 取 极 大 值 . 又 


14 -αιι--1410. 9-1. 
a 


POETE 
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das β ΒΛ ROS au 147.274 

[说 明 ] 在 (3) 的 解 中 ,axt 与 as 比较 ,显然 不 可 用 求 值 的 方法 au 一 
ο -i- SY" anna 
等 式 讨论 即 可 得 结论 . 

545. BA f (z) =ar- 2ar +b 在 -2<z<1 上 最 大 值 是 5 
最 小 值 为 一 11. 求 了 (z) 的 解析 式 . 

ΓΒ] Κο)-α:3-- 2az*-4-b, f'(2) - 3a2* - 4az e az(32 — 4), 

4$ f'()-0, 解 得 [一 2, 1]] 内 的 驻 点 为 z= 0， f(0) — b. 

Q) 当 a>0 时 ， 


| t-20) ° | e 
7) + 0 a$ 
fo 2 [SEES M 

并 0) 必 为 最 大 值 1(0)=5, .. b=5, Tj fas (2) - min(fC- 2), f()). 
f(-2)- --θα--θα--δ-- - 1625, f(1)-a-2a--5- —a45, .. f(1)» 
f(-2, 了 (一 2) 为 最 小 值 即 -16a+5= 一 11, ael, .. γ(αγ-α3- 2ον 
+5, 

(2) 3 a<0 时 , 同 理 可 讨论 得 (0) 为 最 小 值 ，… b= -11. fax(z)= 
maxíf(-2), f(D)}. f(-2)--164-11, f() 2 -a-11, .. f(-2) 
为 最 大 , 即 -16α-11-5, a= - 1, 

ον fGa)= - s#+2z2— 11. 

046. 测量 某 个 量 已 ， 由 于 仪器 的 精度 和 测量 误差 ,因此 对 P 
作 的 ”次 测量 ， 所 得 数据 a, α., o, a, 都 有 偏差 , SR ο 作为 


P BUE, lB]. z 取 何 值 ,才能 使 Ee- 的 值 为 最 小 ? 
UR] 8 λογ-δΚα- αὐ», M γώ) -3ϑΚα-αρ, $ fam, κ 


m= la, Tü f (2) - 250, `. - hassa) 取 极 小 点 。 则 


MGE ”个 数据 的 算术 平均 值 对, 才 可 以 保证 Σία- αὐ’ 为 最 小 、 
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547 .有 一 轮船 耗 煤 的 费用 与 其 速度 立方 成 正比 .已 知 每 小 
时 10 公里 的 速度 行驶 时 , 耗 煤 费 用 为 30 元 /小 时 , 而 轮船 在 行 
陨 时 的 其 它 费 用 为 每 小 时 480 元 ， 问 :在 什么 速度 下 行驶 最 经 
济 ? 

UR] 设 船 速 为 < 公里 /小 时 ， 每 小 时 耗 媒 费 为 4 元 ， 总 的 耗费 为 y 
TERT s 公里 , 则 航行 时 间 为 Z. u= K .z5, 每 小 时 10 公里 速 
刻 行 驶 耗 煤 费 为 30 元 /小 时 ， 30— K 109, 7. K 0.03, 

. 90.03.25. 3. 480. £, y=0.03sz?+ 480sz71, 


y 0. 065z.— 4808277, 

Any 0, 解 得 z=20( 公 里 /小 时 )。 y 0.068 960927*, y" (20): 0, 
.下 =20 (公里 /小 时 ) 为 极 小 点 ， 故 在 速度 为 20 公里 /小 时 下 行驶 为 最 经 
w. 

648. 正三 棱锥 的 侧面 积 为 定 值 ,侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 为 
α, 问 c 为 何 值 时 , 锥 的 底面 中 心 到 侧面 距离 有 最 大 值 . 

[8] 如 图 所 示 , Υ-ΑΒΟ 是 正三 棱锥 ，O 是 Y 
底面 三 角形 的 中 心 , D 是 AC 的 中 点 . 

^ BOLAC, ΥΡΙΑΟ, 
ZV DB 是 侧面 与 底面 所 成 两 面 角 的 平面 角 ， 即 
ZVDB-a, B AC.L Fü VDB, i ACC 平 
面 Y40，… 平面 Y4C 上 XiRVDB, 过 0 作 
HO LVD, H HER, .. OHL XR V 40, ED OH 是 底面 中 心 到 侧面 的 
距离 。 

设 OH =d, 正三 棱锥 底面 边 长 为 a. 


由 已 知 正三 棱锥 侧面 积 为 定 值 , 则 每 个 侧面 积 相等 ， 且 为 定 值 。 设 每 个 
MERA 5, 而 


E 
ETE ο a, 
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PES dictae gina v a νομος 
ΠΡ 


六 Sse -Φ 
Ous, 


di. cs i 19 可 
d= ΠΣ αὐδίαξα-- ΠΠ ο Ομ 
VF 3 t, 


GR y-0, ΨΥ δ.“ a(dcota- sinta), 4 y-0, Bp 2cosa- 
sinra=0( 0<a<$, sina+0)， s a=arctg V3. 又 
V3 


y'= KE s.esa(9 cosa- T), Lose vs= -条 8<0, 
a=areig W 处 函数 取 最 大 值 ， 故 当 a=arctg V2 时 , y HRK 
则 @ 有 最 大 值 . 
549、 试 求 内 接 于 一 个 贺 球 的 圆柱 体 最 大 的 侧面 积 , 
LN) 设 球 半 径 为 m 图 柱 底面 半径 z, ο απ ki, 


在 直角 三 角形 AIPA hat i er 
να παπα (D 
Sio Asa (4r — A29), 


Bas (Ar? - 42?) -- 4 Baa 


一 32r2z(r- 229), 


as? 
"de 


ERP 8 JE Ik PORTEE GROS B] ER SE (E 05 
倍 时 ,可 得 最 大 侧面 积 为 23xr? 

650. 已 知 椭 回 长 轴 、 短 轴 分 别 为 w， 
b, BEK d, 高 为 叉 的 等 腰 三 角形 外 
切 于 椭圆 ,县 底 边 与 椭圆 长 轴 平 行 , 间 : 
高 取 何 值 , ΡΕΞ AE H PUR h. 
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[NJ MART REEE RURKA DA MADE: 
ieu -D 

VR Ρίου y); ud ΜΝ 

ας δν (2140) “Ὁ 


3 
$05 umo MAT, op- S= SE, thd EARN 
RER. Βὲ 了 (zt, νὺ 为 在 精 加 上 的 动 点 ， 在 加 式 中 ， 令 5 0 解 得 hm 
iB. 
BOMESIEE ΑΡΗΣ. 


s-|se|- abya 


yi- ὃν 26i — 
为 了 求 导 方便 ， z$ 的 极 大 值 , A P EEA, y), 


οσο ου Spe ap, 


asy 


dE) -2 100 3— eby 
ας == C 4by-2 - 10b*y-3 — 60/9 


= >—' b; 
aeo )(3y - 3b). 


ΒΣΟΞΟΧΑ ΗΝ, moción legas TE. h= 
gp cS, SEESANIRUEN Sus c ov Tab, 

651. {ΕΙΚ ROS mo BUR, EEH AS LER FFI, o HR 
而 减少 质量 , 并且 减 少 的 质量 与 时 间 成 正比 (比例 常数 为 有); 从 
它 下 落 开始 经 过 多 少 秒 时 ,动能 达到 最 大 ?动能 为 多 少 ? 


[MJ veg. Es= me} 1 (m, — kt) -g't* 


ερ ie) 


20, t 20». 
Š he0, 5-7 时 ， 


0, X Ey=mg’-3g%kt, Σά) 50, "` h= 
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ΟΑΕΔ. EC) = mog? 一 2meg?<0. z(n)- ip sm 
ο ο” τα. 


56528、， 一 个 底面 半径 为 R. ROS H 的 倒 圆锥 形容 器 ， 倒 入 水 
且 注 满 ,将 一 个 重 球 放 入 容器 , 问 
球 的 半径 等 于 多 少时 ， 能 使 滋 出 
的 水 最 多 ? 
08) 设 球 的 半径 为 m 容器 的 母 
REH l, 没入 水 中 球 决 的 高 为 xn， 球 心 到 锥 顶 距 离 为 hi 
R-1 


hen herkH- pro Fee “Ὁ 


由 四 得 从 = Fo, gei v = πλ ών 1). 


yi Deor -b +T (3-1 
"ES RD QR-l 
= h(2rh; — M,+h)==hÍ2r Epe B) 
=F Rr- 20 Eh, 


7 4 hl " R-t hl 
* v,=-0, 8 r= yam IÇ A @, 4 TE tP, 解 得 


he «288 š 
ZETÜ 
ra ΒΒΙ 
E G-R)GR4D- 
经 检验 , 当 r= 一 μμ ος s. 
Bd oan (I- &)(28 1) y 


663. 一 由 图画 1.4m 高 ， 使 画 的 下 端 在 人 眼睛 的 水 平 线 
1.8m 高 处 ， 问 观察 者 应 该 离 图 画 多 远 的 地 
方 观察 最 好 ? 

[分 析 ] 观察 最 好 ， 即 是 观察 者 对 画 的 视角 a 为 
最 大 . 

LE] ΘΕΆ στο 远 ， 观 察 者 对 画 的 视角 
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Ja, 如 图 , 1265 2, ge, 1-8. 


iga-tg(01-6:) = 


e lar — Q1 8.004- 1.41 
acamigl ce. "7 G3r8.06))21.902*- 


3 a;=0, 得 z=3.4(m)， 经 检验 , Ἡ z=2.4 m 时 , 观察 者 的 视角 为 最 
K. 故 当 观察 者 离 墙 脚 2.4m 时 , 视角 为 最 大 。 


(3) 函数 的 凸 性 


554. RTIRA T Us, ΓΙ. 

(1) y-2*-122--487?-80; (2) y= (x-1)*- e", 

[WO (1) y-2t- 1223-482? 6), y'= 41- 361+ 96, 

g'-12:5- 722-96 12(233- 67-8), y" 0 的 点 是 

当 z<2， ψ'-0, ss 
^ (2, 4) 为 函数 的 上 凸 区 间 。 24. y" 0, .. (4, +) 8 
κι, 

(3) ye Gt Det, y 41) eet 

y! 2 12(z- 1) e*-0, 

“在 (- oo, Επ) ΡΕΜΠ F CERT, 

555. PARIO YTE 的 拐点 . 

[ 解 ] f(x)= s= fo- 
M zc iB"). 

显然 , 当 z> -工时 , f”(z)<0; 当 z< 一 1 时 , "99 <. s=-1, y 
-0 是 函数 的 拐点 . 

656， 求 下 列 函 数 的 下 凸 、 上 上 西区 间 及 拐点 


3 τ 
(vu > ντ ($2). 


, a4, 
4. κο, 


s= P'DR 
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(g) Quum (29. 
jt φις 
dcc 


4 y'-0 得 αι--θ, z=3a, t= 9a, M —es«z« -3a, y'»0, 2, 
Ce, —32)8 Yam” FSI. 

一 aa<z<0, y' «0, ~. C- 3a, ORENK ECL, 

0<s<34, y 50, -, (0, 32) EUR FAC 

Saca +=, «0, 7. Qa, oc) REB ΕΜΙΡ. 

由 上 面 可 见 ,点 (~ 2, - SE), co 0), (θα, A) ense 


Ὁ) ye etn (-$««). Me cos ae nas, 


gc etin]. (cos?z—sinz), 4 y'--0, E 1— sin*z- sinz- 0, 解 得 sinz 


43-1 =V 3-1 
S z 


, size 


^o E <a<aresin y$- , y'»0, --- Z, are sin - 


αικω ΤΟ, mesa E eset, γ'«0, c (a s E, 
S eas rax. 

ο νδ-ι «ε-ι 
ALETA (mesin αλ. ο. 


667. EUG, RR ym 9» Oeo +K hk 
Bis. 


ee, y (1 hate, 
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Eia ME πο 2 

558， 已 知 函 数 f (G) 2"+pz+g MEN Hin22, p, q 为 党 
数 )， 求 证 ，(1)》 车 为 偶数 , 则 f(z) 一 0 不 可 能 有 二 个 以 上 实 
根 ，(2) 若 m 为 奇数 , 则 7(z) -0 不 可 能 有 三 个 以 上 实 根 . 

[E] Ργπαυσ-τερ, f'G) n(n- 7. S n8 ΜΜ, "Gr 
SIH 2-0 ο =, HARE πο 
一 0 至 多 有 两 个 相 异 实 根 ,如 图 1 所 示 . 

3 n WARN, E, 0) 2) «0. 在 (0, Dh 220, 所 
ης», OKEE, EO ^ =) 内 是 下 目的 ， 因 此 了 ()=0 
至 多 有 三 个 不 同 的 实 根 如 图 2 所 示 。 


> 


| 
| 


Β 1 - 图 3 

559， 已 知 三 次 方程 2* 一 3z? 24 一 a=0 有 且 仅 有 两 个 不 同 
BER GE 这 时 显然 还 有 一 个 负 根 )， 求 的 范围 ， 

[W] %f(a)= 32-242, 

f'G)=3z2- 6x — 234=3(z- 4) (24-2), 

其 零点 是 =4 和 z= 一 2, 并 且 易 知 += 和 是 极 小 值 点 , z= 一 2 是 极 大 值 
αι. f (2) 62-6, #(— =, 1) f f" (2 «0, Έα, +=) f'(z)>0. 

Bi ADEC 5ο, 1) Eug, EQ, «ΝΕΡΑ, ΑΒ. 


"IA; SE fG)=0 有 且 仅 有 两 个 不 同 的 正 根 的 条 件 是 7(0}70, fA 
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0-3-0- 234-0-a>0 aco 
4 —3-42— 24-4 - a0, Tesco 

560. 求证 SEES (2.132) (men, z, 9,50). 

ΓΕ] i$ f(z)=zm， 则 f”(z)=m(m-l)r"—, h z>9, m-i, 得 
7220, 故 函数 f(z) 4E 220, m CEST WARA, AFAR 
数 有 


«ο mÍ 解 得 -80<a<0. 


καλώ fG)- 1621, 


ΕΠΗ 


56l. 求证 PEL X06 
71,2, «5, 9)( 即 算术 平均 不 小 于 几何 平均 ) 
[证 1 两 边 取 对 数 ,问题 归结 为 求证 
lagtln zq ln s) (2t=1— t=). 
a " 


rules, h f) - D, ”G)<0, -. yG) EBE. A 
(Ek t) Loc epa) fy 


miraq. 


DER L nai ln rgt tln z), 
" ^ 


m Το 
ΡΩΣ 8 


Loa ateetan) >Y T 


a 0m»0 0-1, 2, -... n), 


562. RE: ο ο 


20 0-1, 3, ''', π) 
[证 ] 把 不 等 式 变形 , 问题 即 归结 为 求证 


iG E cds) 1 
nim o =) ur 


n 


BSE, 317’ ο) --ᾱ-»οία»0), - 了 (在 (0， 二 。) 内 是 下 的 
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RUE, 有 
ο... 
1 πε 
即 PE C x tmp 09 =) 
ος πα 
8. (mizo. αρ i + i c)» 


588. 求证， 若 对 任意 zE (a, b), 有 10) >0， 则 对 任意 
个 正 数 Ῥιᾷ-1, 9, m, Pid, 以 及 在 (o, δεν 


个 点 ms ms s H 1 Pe) E P a. 
ΠΕ} 3n-285pBjf'")20XfGXETDERS. 
JP Pers) < Pif (21) + Paf (23). 
Bibn-k-1B, Ἕ]λι-1, A 
FPyz1+ o Paz) < Pif (αι) + Paf (23) + --- Piaf ui), 
H nekt, PEE 由 Pi+…+Pei=1- P, 
Paf (rj) + Paf nz) Piaf Gn) +P: (αν) 
= [Paf (αι) + Paf (22) + Piaf (14 Paf (αν) 
pu Pie fon e on 


η SUME Eu 


κ» 
由 于 S A.-n 满足 假定 , 
G PD S s. foe Pf 


e 


Pes 
πο ως 


»ήα- mE «nj-(352). 
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HÈ Pa) <$ paco. 
56A. i Pi>0, 2,70 ($—1,2, ---, n), r>0, 则 切 比 晓 夫 
πο πε στο A 
KER (3 Ρα) «(i P)( Par) ia. 


[E] 设 疡 十 Pa 二 Ps 二 … 十 Po 一 大 则 


Σιν P.-L 

对 f(x)=z?,， 有 f"(z)>0, 利用 上 一 题 的 结论 , 得 
(352)s ipeo» 

" Για a να) 
^n (Era) «8. Era. 


565. BER f (z) 38 g(2) fe (a, b] Ff — Br SIG g' (2) 90, 


f@)=s@), fO) (5. 求证 (D sse) 8 [DOT m 


3Η, G, Ὁ) ER FG) ο ο ος. 


(6) 
时 ,在 (z, b) Ε1 f (z) >g). 

BE] i&ə2G)=tg()=n 90) t. 7 gaila, t] ES IG 
7g G) 在 [a, OLHE, Bg G0, -. t= 9(z) & Lo, δ] EERE 
8. aeg (0, ang" (t), 2 一 9 9). 

ἃ FQ) - flg01, 
ο... ro fo [581 
" s = αγ]. στ 
P= Τσ ω]- £8, P= alya EL. 

KBR OSO, RN IO aia, 2 NEA ΝΟΣ ΤΟΝ 

μα σα αν .. ο ζω ωκο Q8 ακαςδ, 
> sL h ἥ , 
O [£9 «o. m pco -ο, FOEN, 茹 上 是 上 四 函数 ，… 在 


Ον b) 上 有 下 (> 二 ο 19g(2, Ες), -. Ela, 5) 上 有 f(z)> 
so. 
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w 3 [ZG] >o, κι roo, reote aes saa 在 
Gu 9) ΕΓ F( «t, Viga), F(D=fGD, 在 (a, b) ER f « 
ο... 

4 w # Β 8 

568. 作出 or M 的 图 象 . 


Ul y= 
O) aneu αφθή-- 5g. 


[Or πια E 

die SE =0 解 得 221,2, -3. = S -0 解 得 z= 
9 
ES 

D 列表 : 


sa | E 


TAZA 
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9 9 
sen (peis) 
ὦ) ΜΙΣΑ, a) lim Sli 


ο ο πα 


b) lim ο 3. ὦ, .… 函数 有 垂直 渐 近 线 e= 0。 


pr) 


By LL gg 
687. 作出 y= SIS MAR. 
[分 析 ] 将 函数 约 简 为 y= CZDGUHD (zw - 1)， 更 便于 讨论 ， 
ΓΒ] 《1) 函数 的 定义 域 为 =# 一 1 的 一 切实 数 ， 


1 
0) ντα == 
yait Ll _ τω 


CE 


H 30, z2- 3z+3>0, .. y'0, 


= 

t= e+ 1)* 

'.. _6z(1- z) 
Vy 

由 Y=0 解 得 <=0， 由 y=0 解 得 z=0, z=1, 

(8) 列表 : 


300 


ΒΑΣ (0, -1), G, 0) 
-Ὁ) 渐 近 线 


lim ElimQ+ 
em ο 


zem) 
inen airs) 

ο yz. 

568， 作 出 函数 y- 1) BÉ. 

[ 解 ] G) 函数 的 定义 域 是 =w 工 的 一 切实 数 . 

Q) y-36-2- dg ve agg. 

Φν-υ, rele YE, γ'-ο, βα50, 

(9) FIR: 


BAHO, 0), 

(4) MER EMER. 

(2-24 + 了 = +=, 

r 1 

^ ses. =J- cf 

RAA c-lg ERA, Edi 
lim 4.1, 


ΣΝ 


ο ο 
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869. (Fili y 1—26 E HRR, RRA ου] 
定义 y=1. 


1-265, 290 
I8) (D v-11, z=0 
l-z; w<0, 
2-2 -ᾱ-ρ} 
p C02 ，z>0 “- +š, o 
-ᾱ, z«0, 5; z<0, 


由 上 面 的 结果 知道 y TRA ERA 2 OH ENG E. 
(2) WER 


ΠΤ 
[σκι 


αι 


lim (y+2)= lim (1— ze +s) 
e M 


^A 有 适当 取 些 特殊 点 得 函数 的 图 象 : 

870. fpi y= Zu 的 图 象 

N) C) ΠΠΜΚΧΝΑ eL IR 

四 本 Z w EY. en-o RAe; $ "=O BB 


----. 


(3) 列表 : 


T 
Παν -1 7 
+. A 
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βαπ(-ᾳ, - 5). 
(4) 浙 近 线 


lim 


sa (== 
有 垂直 渐 近 线 -l 
ἃσ-1 


lim 
“有 水 平 源 近 线 y=0. 
571. fel y oz -2arotg% 的 图 象 . 
C] CD 函数 的 定义 城 为 一 切实 数 。 是 奇 肖 数 , 
@) νι πέπιν ση. Υπο atl 9-8 


2-20, 


-0, 


HAR (0, 0). 
(3) lim £-287etgz 1, 
-— — 8 
lim [(&- 2aretg z) -)e - = 
lim [(z- 2aretgz) -z]o m 
ri i s ukat ku aka kas . 
z-P-9x 
en. euet, o erroi ΔΕ. 
IW G) 函数 的 定义 域 为 一 切实 数 . 


a0- T N 
-TIP (g-10-2. 
D yt 
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PR Cd ARID 
ΝΕ 


44-0, 81-1 ο. 3x, y= 1-4) =: =-1-3x, y= 
αφ). 此 外 t=0 为 不 可 
《3) 列表 : 


ὦ) 浙 近 线 
lim f. - i 
ΓΝ 


lim [f(z) — zJ 
E 
= lim (—6aretgt— 8-32) -0, 


lim (f(z) - zJ 
pus 
= lim (~ 6arcigi - P-- 3a) —- 6x, 
pd 
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ο ο ο 为 渐 近 线 。 


SUE 
573. massan? ΠΤΙ 
y=3i-t 


US] (D z-30-0, .. t=1 时 z 达 最 大 , z()=1, v 3(1- 0), 


X=, um Lo. BH kipi CC DB z JX 
F] ΕΤΕ 


--ΒΈΣΙΕΩ͂, +o) 时 = 从 1 趋 于 - =. 因此 图 形 分 为 两 支 ， 
(2) 列表 : 


-Ü4830E1 


sn. (ΕΦ ΟΗΕ [^ “23 mma. 


[ 解 ] CD 函数 的 定义 域 为 -切实 数 。 


ἘΝ át 
EF 


$=, f 1-1, (2-5, y=- 1); i= - 1, (27 -3, ν.δ). 8 ynm 
0, 88 1-0, G=1, y=1), XH zi - 37-320, {8 z()- P43H-1 87 
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τι Cio 


-8 |(—3,1) 


BARL D. 5 
(4) 渐 近 线 3 
lim δ}. -li ΚΕ... -ι, EXC A 


lim(f(z) - z) - lim — 6t= ~, 
DESC 


6) m. MER 


575. ok iE HH R yf (0) YE AR F — AP n ΚΚΣ 
Jy” οο5ἳ 3|, JP 0 是 王 点 的 切线 的 倾角 . 
OE Bim k= — τι μύ-ιαθ, 
ay»? 
1 


mers 
6516、 证 明 曲 线 在 任意 一 点 的 曲率 能 用 = | πει, 
其 中 0 为 该 点 切线 的 倾角 . 
[证 ] 由 导数 的 几何 意义 vo tg 0, Hh 0 是 曲线 上 一 点 的 切线 倾角 ， 


6—aretg y; 
两 边 求 导 得 : 


el: -iyi σσ” I" cos? 0]. 


m^ 
z Tr 
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dsin& 
xc a |= il 
-| 一 一 一 μυ. μα D 
UT Hw lay 
ΒΥ. R y- ln seow 在 任意 一 点 的 曲率 
ΓΕ] u;=tg=. uuu seo? s, 


DENEN MR 
G+) (tg? z)? 
=q cost " 
578. zf? ΣΣ WARAS), 
y-asin*i 


n 
met 1 sect toset, 


TE - 
τα τη 


ptei 
α εφ 
m= 2a cost - a cos 2t 


en. η 在 曲线 上 某 一 点 的 曲率 ， 


drig’? 


, 2a cos t — 2a cos 2t cost — cos 2t 
UR] ΕΤ asimar sin 2i- sint 


7 3—9cost 
` φις δι n 30 eost) 
παπα τοσο το  Za(sinZt-sint)" 
3(1- cost) 
|ui Za(sin 2t — Sn 3(1- cost) 
ea 1 i 
(11y) (2— 20084). — AV 3a (1i- cost) 
(sin 2t— sin t° 
- 3 ` 
8a sia 7| d 


z 
Τη 


¿ = by zu 
1 -一 部， i asap, 
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+ 椭 团 上 除 项 点 外 的 曲率 为 


Vah 122) 
a] 
METTI 
ΠΟ 


- a fb (ay! + bèz?) 
mm 
G) 由 于 (a, 0) 处 不 可 导 ， 但 由 枉 圆 曲率 变化 的 连续 性 可 得 (, 0) 处 的 
曲率 为 : 


«Ὁ 


lim Pb (ath Pat) L jim af bI (ay ab?) 
TP qure ΝΎ 
πο σα. 

G) (0, 5)、(0，~5) 处 的 曲率 由 式 ὢ 8 ic D 
81. oR ο) n Dany E ($ a, a) 处 的 曲率 (a>0)， 
[ 解 ] BRAF THP 32543y'y,—3ay4-3az.y.. 


= (aye - 22) (^ ar) - (2u- ye ~ a) (au 9) 
[EP 


a 
Un 


a 
Pari Y 


a+? 
580. {8 Dre TEE AUI AD A CUT 
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点 所 平分 , 求 这 些 切 点 的 曲率 半径 . 
UN] 先 考虑 第 一 象限 的 切 点 P. 
LAE 
wow 
设 P(zo AAM EXC, 则 该 点 的 切线 方程 为 
E PE EN 
m 


αρεσε (2, 0), @. X) 者 中 点 即 为 切 点 , 则 
— we 


CPC 


° 
下 面 求 卫 的 曲率 半径 . 


MILL 
ἂψ 2ab 


由 对 称 性 得 ,其余 切 点 的 曲率 半径 均 为 
(atoni 
2V Zab ° 
583， 求 证 伯 努 利 双 纽 线 P= a? cos2p 的 曲率 半径 (a>0) 与 
对 应 点 的 极 半径 长 成 反比 . 
UR] 对 p=a?cos29 两 边 求 关于 p 的 导数 : 


2am- snap, ο DEBER, 


r= 


56. SELEEULECRIIBISS 839 


αἲ sin??» 3 


[2 cos 2p+ SETS 
E Lum Zi cos 
dcos 


1 (— y 
i) . 
ος ο. ο 
584. Ry ig ote (F, 1) 处 的 曲率 加 
TRE 
Pm 


曲率 中 心 (a, 8575 


时 


α-5 
B=1+ MN 25 (WRM. 
Log» aso! 
曲率 半径 为 — E 
E (7225) «e- 225 - ας. 
[说 阴 ] WHR y= COR P Abdo OS RD (BD 1 š 


曲率 中 心 ) 坐 标 为 (a,B), MARANDA: i 7 
(z-a)*(y-B)-", 两 边 求 一 阶 、 二 阶 导数 ， 4 
则 分 别 有 : E * 
dy o, 


G-2*G-9-o, x (HY -e- nd 
numm Boy 13e, 
多 
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同 理 有 oe 
5 =< 
585. &ro-[7 coc z«l, 


az? 十 37 十 C， l<z<-+co, Bh α.δ. oR 
何 值 ,使 y=f(z) 的 曲率 处 处 连续 . 


UR] 由 f(z) 连续 得 1(1)=1= lim (as*ba ke) ma bio, 
Bp 


a+b+e=1 -D 
B fG)SIB f) 32, z<1, f'G) =b, z>1, BERRE 
zl AES RJ 


lim (1542-1. 
aen dr 
lim a(1+4r)2+ b(1+4r)+o- (a+ b+ e) 
pn E 

= lim C2+b)4rt642 204b, 
p Ar 


^ 2a+ba3 «Ὁ 
# == 1 处 的 曲率 是 
ôr 
" τος’ 5-1, 
Nn m 


n 2a 
GWD! lerro- oyua "> 
要 使 在 z=1 处 曲率 连续 , 则 有 
61 1 22 
PAL YEN i 
(149-15? (l+4a2+9- 12a -- 4a) - 12a — 8α3)3. 


Miam, RAO, OR Hacs, be —3, c=1 B, y=f(z) 的 曲率 处 
处 连续 . 


686. 求 抛物 线 y= 的 渐 届 线 方程 . 
UM] 抛物 线 y 一 2z? 的 曲率 中 心 (a 有 ) 是 


| a=s— EM 


as -- 1613, 
1+w 
eyra 

la iaaa 


fe- SEA 
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ΡΟΝ 
B87. RAE Tu! ca! HMRI, 


[8] vm Fon BRD βλ 


τ. 
α aai 


p 
sasi 
ETE E 
(atp) + (a-p) aiya, 
WR. (0+6) + (a - giu za 
588. 求证 摆 线 z=a(t - sint), y- a(1— cost) fW E EET 
押 线 平移 所 得 的 一 条 摆 线 . 


z-a(t-sint), 

ΠΕ] sa ox. 
IE RES EET 
Y= c1) Pg g eT Loy dg. 


“曲率 中 心 (a, 8) 3; 


a=a(t— sint)+ =a(t+sin 1); 


4al E 
B=a(l- cost) c —— — ,— -a(eost- 1), 


41-255, 
{ a ma-ra(s— sins), 


B= —2a--a(1- coss). 
由 此 可 见 渐 时 线 是 原 摆 线 在 坐标 轴 平 移 而 得 到 , 也 就 是 说 , 只 要 将 原 把 线 
沿 z 轴 右 移 za, 向 y 轴 下 移 2a 即 是 . 


第 四 章 不 定 积 分 


1. 不定 积 分 的 概念 

Win f (z) 在 (a, ὃ) 连续 并 且 F(a) - f(2), WWE P (z) 是 
7(2) 在 (a, b) 内 的 一 个 原 函 数 ， 了 (zc) 的 原 函 数 的 一 般 表达 式 
称 为 f(z) 的 不 定 积分 , 记 为 


ΠΟΡΟ +0, 


0 是 一 个 任意 常数 , 称 为 积分 常数 . 
2. 不 定 积分 的 基本 性 质 


O ffos), — ([r2)- feos, 
jaro foo. 

forex =c rias, 0 是 常数 . 

furo acaso f Fadet jade. 


3. 常用 积分 表 
jea- HHO (ati); Eas imla +0; 
fooszdz= ioo. IE — e08z--O; 


[ietedz- te 24-0; J ~ Gtgw+ Or 
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Jerem o jcsgzaz- 一 csoz+O 


-e40. dp log A 
fre +0; fe da- 4-0 (220) 
IE [sheds chao; 
IE dz= —othz4-O; IE dz= 训 z+0; 
do ; dr ipilit] o. 
RE are tg z--O, BE Σα] 152 «o. 
dz sin Z +O, 
Rr Pr iR 
Eg ασ VE +O, 


[να-ο az- 于 (cv 到 +a?arc sin 2)«o, 


[όρΈατα - (ο Tta ka^ln|z4- να. xa? |--O, 


4. Br 
Q0) 换 元 积分 法 


人 [fno coa. imme [ts = r0) +O, 


μες) a FG (2) +O. 
Gi) x [fis 45-ρ(0 B 15, BURG 
fo) ar +o, 
w (res [foto ato F7) 0. ` 
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O 分 部 积分 法 ἐξ γ(α) πισω) 都 连续 , 则 
jf Gyts = ayga) — | G) (yaz, 


mans OOOO OLION 
LEELLOLLE 


分 子 次 数 低 于 分 母 次 数 的 有 理 函数 总 可 以 分 解 为 下 列 简单 分 
式 之 和 : 
A, B,z+ 0, 
(—a)' (s+ prg)" 
其 中 研一 49<0， An, B,, On 都 是 常数 , n= 1, 2，3…- 


形 如 上 述 的 简单 分 式 总 可 以 积 出 : 
4 i ; 
Feel XA Gai kasa 
(oca) Aln|z-a|-40, FEES 
{ Su dz- δ ln(s* + ped) 


j Bz+ O 


ar T REPE =2, 8, … 
Zar: (απ δι”) 


B 


οτι 
+(0- Ze) === 


ds  ὁ 
κ ο ο 
其 中 i-a, gqi-g— =, b 
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μμ πολη ον. 
MECICEDICETJ MEET ICE V "= 
(2,3, =), 
L- (agr t Les 
6、 欧 拉 代 换 
形 如 | Rs, a rite Jda 的 积分 ,其 中 Ru, ν) 是 变量 
u, v 的 有 理 函 数 . 通过 下 列 三 种 欧 拉 代 换 之 一 , 可 以 将 上 述 积 
分 化 为 有 理 函数 的 积分 . 
O 第 一 种 欧 拉 代 换 设 a>0. 令 
Maztrbzio =t- Mae 或 aw bzkc-it az 
可 将 被 积 表达 式 有 理化 . 
(2) 第 二 种 欧 拉 代 换 设 c>0. 令 
Max bao --αἱ-- Mo 
或 aai bro — mic Ne 
可 将 被 积 表达 式 有 理化 . 
9) 第 三 种 欧 拉 代 换 设 az?+br+c=a(z 一 0) (z— B), 
a*B. 4 


VT te-a) 或 ME 本 -| 
可 将 被 积 表 达 式 有 理化 . 
9， 二 项 式微 分 式 的 积分 


形 如 |" (a+) ae 的 积分 , m, n, 了 都 是 有 理 数 ， 


ΕΟΤ 
则 令 Vz -与 可 将 被 积 表达 式 有 理化 。 
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O 当 p 是 分 数 而 Tl 是 整数 时 ， 记 s 是 分 数 卫 的 分 母 ， 
则 令 1 一 aTBzr, 可 将 被 积 表达 式 有 理化 . 

© s>, TL 都 是 分 数 ,而 p+ -2 十 二 υπ 
DAS, 则 令 t= Var 7b, 可 将 被 积 表达 式 有 理化 。 

8、 三 角 函 数 的 积分 法 

形 如 | R(sin z, cosa)dz 的 积分 ,其 中 Βία, ο) 是 变量 ww ο 
的 有 理 函数 ， 总 可 以 通过 代 换 #= 红 (-ακασα) 将 被 积 表 


达 式 有 理化 ， 即 令 1 一 霹 多 , ο. 


2t 1-9 


sinz- T, 02" dm 


+ 2t 1-2 2948 
+. fjRtna, οκσ)άν-- fe (TH, on) in 


TORIUTUHE- AERIS EU BU. 
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589， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
[ 


1 
—n.T.Nq 2) 一 -一 -一 一 一 D 
由 σας ναί Φ (z— α) (α-- ὃ) (ex 
4 [a 
D zc 9 πιο (πο). 
dz humyr 
[81 D ur Su, NS 


"Leni 310, 
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e fec (23) 


|z-a 
αμεσα | o. 


"Mrs 


Z5 -+C. 


Th 


[^ J= == J-i- aerote Z +C. 
500. KT FUR 380) EAM. 


cos 2z 工 十 cos?z 
由 sin? zcosig > e πρ 
(8) ctg?z; (4) arcsin z-- arc cosg, 
UK) OD fare d 


σος 
= fead- [μου a= gs ctgz)+0, 


[o] Juma. dm z 


πως 
perm Ze. t+ 


e» fetgtsdzo festa Das= - (*gz+2)+0, 
a | cerosinztarecoszydz= [S dz= S 2+0, 
591. TF SEA ERS: 

z : 2 
O —— (550). (2) e| z-a, 


Qus [τί 


= gir a+b) sepa 
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[RI] $ Vatbz-t, ατα da= D dt, 
Jib deco 


- "A 2) +0 
-ᾱ Φαν ἐκ) -aasta! | νο 
2) [ 解 一 ] fev Faze [Teta - a za d 
= Je+alas-aJG+aylas 
-ξα καὶ - atoto, 
[ 解 =] 4 νστα-ε, Nj z— ?-a, dz 2tdt, 
SoJevra deo fth arias 2 fit - ata 
-{ξ-59) *c-2[ Eoi - πανω] 
[说 明 ] ” 解 一 较 简单 , 解 二 称 为 换 元 积分 法 。 
592， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


1 1 
Ὁ) IG 9) ποτε! 


1 1 
@ == G O ποτε (440), 


dz 


(lO παπα 
2 3 


2 l-2z 
= are tg 152240, 
Vp" 


M2 2 


D [—#— -|— marin Z +o 
VU PES: 


- |z ear o0. 


m 
5693. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 

qe 
a) br (a0); (2) ms 

z 
@ LL a) = (αφ). 
w o LL dee 1 | E ο. 
ο αμα a Pope sc, 
e 三 各 n aene. 


z-b 1f d: dz 
o Jt ibm 


= 让) Tae tg £40, 
594， 求 下 列 不 定 积 分 : 
e 
(1) e(1+ e), (9) περε 


ΤΕΣ poy 
e Jeep 


lage 
( Laws, 
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imo fearas a= aceeae 


1 zyja: 
fanno #40, až -ᾱ 
In(l1+e) +C, a= - 1, 
e de 
Q f us dem f m rete eo, 


[ο ΡΕ ΤΕ a= (Vine VETE) dln (e+ εκ) 


= 号 Ge VIFO, 


sn 
[5] ο. £0, av -ᾱ 
1n [In z|, α--ᾱ, 


595， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


z 
ὢ ρωσ D τησ: 
24-1 αἲ--1 
@ p 0 m 
zaz 1 [ἀ(αθ-ασ-αῦ) | 
on ὦ) [as r S [o =a 
1 da 
= ln|z?-az—a?| 4 —|———————z—3 
Pi UC EY 
-l ! apl n | 222208. 
ΠΗ «πρὶ CES LII ss NEU 
T 
1 
(+=) 
zy 
ud peg um + 2-l490, 


V3 Ἐπ "EF 
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ὦ [555 [E 
μπα EDI (y-à 
--1 plitz ETSI 
2/3 "isT/3zrl 

596. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
O —== 


2 


(a>0); ) στα (270); 


1 
(3) P (00). 


G) [ 解 一 ] 当 z>a 时 ， 


a 
f dz === =] i Ξ 
gyr aa 7 E D σα νι-( 
=- Larcsin +0; 
a z 
当 z< ai, $ z= -y, y>0, B| 
dy launti 
[zm =F = gersin y? 
=i arcsin $40, 
[WI] 令 z=asect, (1-5) 则 
da—aig tsectdt, Vz -- a? =atgt, 


[lt eoo aea $40, 
z/z—a a a a T 
= 4z-l, ds -l 
[Sz] FRR, 令 s=, FL 


af ds --[ -ᾱ dat) 
Uo }αγαβ--αἳ Vica vicam 


=- Laresinat+0 = - larsin 40, 
s a z 


333 καὶ EERS 


OR] 当 z>0 时 ， 


Í = m Sud 5) 


H z<0 Bf, $ z= - y, 50, 则 


[iue πω ο τω 
ανα γα" lyyra a i y 


aux 
ο πα 


je l, re. FE) 
ατα 77.450 t 
[ΒΞ] 用 换 元 法 求解, 令 eater 0<] <3), ΜΙ as=usettdi, 


MT sect, 


“s L inļagttest| +0 


πο πο 
αμα ιο 
(3) [ 解 一 ] 当 z>0 时 ， 
d dz 1{ | 
etd zi (er 
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当 z<0 时 ， 令 z= -y, y>0, 则 


|—— e at/o -y 
= fuste in — +0 
== +0, 
B dz ΕΣΤΙΕΣ; 
i s 
[ 解 二 ] 用 换 元 积分 法 求解, 4 sca sin (0<|t| <S), 则 ds=acost dt, 
Va XT — a cost, 


i( dz 
^od -L[WE-iuwiterened e 


uc de P 
m-i m [V zit mito 
---ῃῃ|νας- zz xe] 

a ! CE NA 
597、 求 解 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
® Ax (a*0; D 


Nr = dd 
(3) = (4) α) avs, 


zl de dr? dz 
un o [δρ ee Sf a= 


ν 
= - /a1- Zf +aresin Z+ e. 


1 di 1 QUIT 
o [eT Foro MC 


1 P 
-——|L——— ον 240, 
e [f d E — 


ὦ javara = |= asa aee fiara) - a] VTF da 


=} faratan- gf (arataa 


一 +- 和 t+, 
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用 分 部 积分 法 求解 ， 
[avara dz= Í EE + 让 


=Z atai- Hl (a-25)3 (22) 


-2 人 + i 
598， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
1 z( V oz + 1-2) α--αἳ 
4) ΠΠ NR ; (2) JT 


[81 QD perum XI? ase re ez) 


(25-0), 


-1( ἀαὶ ,.1l( d£ Vit VI 

DE EE [ντε Vies cic 
a-f ooa dr αἲ (a*- 25) -a*] 

e [zar tco [rr μμ as 


"T gA, zdr 
=aar:sin Z+ Jzv/a 7 2? dz— af 
sea teen ss Ev cr d 


- in 41 [VPs 2 | _ 42 
oarcsin SL (Va a3 di? 7 


— 
pr ep 


ν' 
aaresin Z- $ (a - alae ai a ec, 


699. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


(D z42 [ο 3241 

πας ο Veta’ 

(8) (2-3) ψ2--ᾱ5--αἲ, (4) (Gz+1)/2P+6z+ 11, 
σας 1fadtdr-s) 14 dz 

Uo o Í Tra 3) V/l+4z- a | 


3 dz 
-Itir T 1-4 VEG 


e - JTráz- zi 4-4aresin Se 40, 
V. y$ 
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(à) [CDd ἃ (432293) E dz 
Met2rt+3 Ὦ) VT+2r+3 Az 2x3 


= dz 
-3/ IFEF [om 


=3V F aF 3 —2ln [1-11 αγ 29--3 | C. 
© f 33-8 ease - 5 [vacas raa - as οἳ 


z 5 由 /于 到 -dz -4 [c -sjva GF de 
--la-a-mi- S arya 
~- 15arosin = m 
[ο { (324-1) / ΖΓΕΒΕΈΤΙ de= $VP FFT aem) 
s s+ Ti dz (2-624113 — sj 于 ETE 


(234-55 +11)? - 4(24-3) VFF 
—8ln|(z4-3) -/ zi 0z111 | -C, 


600， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


sla " sing 

(CD 2" cosa; Ὁ) ir 00 
Sin z+cosz Sin zcosz 

e Vimo e Jasin ey P cosa 


(5) Iesu (70,570); (6) a****eigz (420). 


[81 3 [gez ο ΕΝ 


i sin z Lo f dess _ 1 b ὃ 

ef r 77 Ce τή) Αλλά 0» 
sin z+ eos z dlsinz— cosz) S i 
LIT dr= | a 一 —(sin z- cos z)*--0, 

= Sak; sa 


ὁ) X lal= lol 时， 
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sin z cos z sf. 
de=} fei E 
FI TERT pr) πο 
ur AD 
a SL sin?z+0, 
Š Jal + [b] h, 


{ sin zcosz a= Í sin*z 
Vasin zF ba cos z a oyen e rb 


p GI PITE «ο 

Kia ia 

© [ο coszdz dsinz 
Vutbooss ENT prsi 
Ug οσο sin 2)«c, 


ο ti mnes deina 
ο SES a= fa sinz 


= fonti inse enet 
601， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
(1) sinazcosbz (|a| |b|); 
(2) sinazsinbz (J| |b]); 
(3) cosazcosbz  (|a| *|b]). 


IR] Q) [ενας οοςὑτάν-- 3 /csin(at+b)at tinta 92322 


cos(b—a)z _ cos(b+a)z 
= 让 b-a bra je 
[ο] ο az 3 fteosta- b)z - cos(a-+b)z]dz 


l[smn(a-b)z _ sin(a--b)r 
= 让 a-b ab 15ο. 
(3) foosazcosbrar=3 (teosta -det cosa 1 balds 


1fsin(a- bz, sin(a+b)z] 
k σι. ον eo. 
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902. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 


(1) sin?ar (αφ): (2) cos*as (αφθὺι 

(8) sin*z; (A) sints, 

[ 解 ] Q) [estas = 1- coszaz)dr— (- sada) io, 
[er ο... zar) νο, 


(3) sin sds= [1 — cos ο... 
- EL οσα, 


[2 fritas (8e raz y 


603. RFI S INE BUT. 
(1) sinzcos*z; 
(8) sin*zcos?z; 


6) — 


sin z cos z ° 


(2) sin“zcosz, 


(4) sinšzcos?*a; 


tm) Ὁ fein secet eda eos sacoss 


[=e cosatiz+0, at - 1, 
In|seez| +C, 
1 " 
ο ΠΗ 
πο 


in? z cos? s a= . [sin?2zdz- 1 (a — 
[NE P aja cos 4z)dz 


o [ens eoszas= f 


zd 
T$ σα 2580. 
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(ὢ fsinszcosszaz= Js -[ά- eos! x) costos 
= feos! zdcos z- [co zacos z 
Loss k eosa+0, 
1 
[ο [σος as= f. Il -In|tgz| 4, 
804， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ; 
.(1) (sin z 十 cosz)"(sin2z 一 coszz); 


@ i @ — 


sing’ στ 


(4) uA (a70, 570, ab), 

R Ὁ Jeeinz-+eos tina — cost zs 
EC 
ο νο. sina) 
- ig tsina-+cosaysta-k0, 


1 sinzaz _ _ ( dosz 
(3) [ 解 一 ] [ας a= Ee rr [τις 


Tf omit 


Li 16959 κο... Λη (towa)? 
zi s T = 3 Tw ` T 


= —In|ctgz+cesez| +0. 


[ΕΞ] OEC -n| | «ccena sp. 
2 
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"X cosads ᾿ dsi 
ow fi sb oj uie 


νὰν in z) (1 + Sin a) 
2l lisinz Ll pn (ltsing)? 
Mad er T t€. acr 


—lu|ig z+seez| +C, 
ιν] 传 - HE 4-3) -njego 
ETE 
(SREM (2)》 
z ds -1[ dus 

[ο] [το ΕΠ "P a(S igsi) 5 Ertl 

| (fF) 
605. 求 下 列 函 数 的 积分 : 
(1) (seez--tgz)'seoz; (2) tg*zsev'z; 
(8) so'a tg [p 


t8) Q) [iecit ee ano [ea tg Gon «ουσ da 


= fecta tano etg n = iy (οσα tg 2) C, 
[5 Jutssetscu f gaa m tec. 
(P 
Sf sots- t seota+0, 
[ο fierzseorzar— fttt μεις, 
606. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
a) 


αν "gs shz 
2 i je ---τ) 
hs d wWeh2z 
shzcohz 
O b rre. 


380 


m ὦ) [a 


she 


shr 
e Jmm a 
ο αμα τι--ο, 
of shzehz arf shzchzdz A 
VShez+cbiz 50 f Gh*s-reh*z)*-t (obs an) 
—— 
της. sh 3α dr Z| deh ὃς 
Ji db 2e πει ΝΤ 


- 2 In (ch 22-- /cbTZz F1) C, 
607. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


1 
O ¿am (2) cheeh$s (8) rrr 


dz 一 D 
Πο D a= jun the is o, 


(2) IEEE 2l sh4z4C, 
eh'z-sh*z , ( de (ἀξ 
e [ss -和 a= fz chiz 
=-cthz-thz+0, 
608.、 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ，(1) et; (2) min{1, 2^), 


[分 析 ] Q)0 2) 482: BERG 以 (1) 为 例 : 
e, 0 
«---{ 
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自然 会 想到 可 以 分 段 求 不 定 积分 , 对 于 出 现 的 两 个 积分 常数 , WARRE 


数 在 <=0 的 连续 性 ,给 出 它们 之 间 的 关系 , 从 而 使 所 求 的 不 定 积分 中 只 含 
有 一 个 积分 常数 。 


m o fera pol 


AF Iseh 对 每 一 Μα 都 成 立 , 所 以 了 是 连续 函数 ，, 它 在 z= 0 处 应 有 
Jin 1= liw p, 由 此 得 Ci= C242, 取 C= Co 即 有 

-{ eC, z>0, 

17l. 40-2, 2«0, 
1, αλλ, 
Θ H5  minl,z9=]2, -1l<z<1, 
1, ας --ᾱ, 

αξσι, z21, 

所 以 17 fuisti, a=] $ +o, -1<2<1, 


2+0, —z«-1 
再 由 了 工 六 连续 性 ,在 z=1 fü z= - 工 处 有 


lim 1 (4) = lim £(z), lim 1 (1) 5. lim ία), 
ee S mn 


E 140i} 40n -1+0 -140s 
解 得 
510, α»1, 
1,543 u 
yes ri egt -lez«l, 
z+$+0, <- 


609. IERM p (2) F = SIR ΤΙ 
[R] el) HEX, 


p@)=]z-n], n-lasca-i 


> (n=0, £1 £2-). 
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ono [ee as= fie mas 


(z-n)? " 1 
一 了 一 上 Co。 nsn, 


Επ tOna n- lasse, 


H L(a) 在 z=n 的 连续 性 ,得 Cw1=0ws 


“19-9 aG) =l e-01z-1130, 


(n- ies ml, n=0, 41, 42). 


BHIG) 在 z=n+ 寺 《n=0, 土 ]， 寺 2，…) 的 连续 性 ,有 


n xol | dei a ER! 
Jim re tm [sc n)|z π|10,] 370 


m od 


= lim I(z)= lim [$e- e+D)lz- (n*2)1,4] 
d =, 
m ovd 


H 
= sta. 


Cim C ELT OUI ne 41, 24), 
视 06 为 任意 常数 , 则 
[otn as e manet, n nal. 
610. & γίω) 是 严格 单调 的 连续 函数 ，P(z) 是 7(z) 的 一 个 
REY, J (2) Je f G) 的 反 函 数 ,证 明 ， 
jg Odama) - P700 
并 考察 例子 ，(D fG) 2029. Q) Λίο) =e, 


GE) vo wLfe eae 0 


52, 换 元 积分 法 


333 
Rope rgo 
AT EUER 
Perg UT G0 E 
z 1 z 
ο ποσο 
[ride arto = F 300) 6, 
考察 例子 ， 
ῶ 人 wz 二 en *6-u απ yo, 
Q Juris atn a en eon xta zt, 
82. 换 元 积分 法 
611. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
(D z(arb)* (a90,«*—1, -9, -3) 
2 十 3 
9 可 + 
EET 
UR] (D $azcbot, Rino >, dre dt, 
n [Pessoa [829 E io Een 
-4 f (12*2— 2019 *1-- b?r) dt. 
lee des pp 
E uu 
"(az biet! (az+b)2 _ 2b(az+b) b 
πα e$ e 


(2) 2241-1, 则 βε-ᾷ dt, α-β- 


(+5), 


D cw. 


[2 (D $ =x-2=t Wl z- t2. dz. 
αὖτ α (3-2) - (€) 
je ae EED a 


qr feto 3-3 


=t+6ln|t|— Ei. $c 
11 


α-ᾱ (z 


Θ) tR—) %@l-z=t Mjz=1l-; dr= 
2 G- ,2* 3,1 
> Fat -fE da= Jes ΓΩ 
1 3 
"wwe gn 
1 1 1 
-WI πα ος "σα στ ud 
[ 解 二 ] πα BF) -l μυ ΘΠΠ1Σ 
SAIDH G- D 4 0 o 


即 z5—142(z-1)4 (z-1)7-1-2(1- 2) + (37 2)?, 


=z+6injz-3l- 


2 2 1 x" 2 + 
a= az= [= It assa]? 


1 1 i 
-a 3ü-39 W οτι 
613. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


en D στ no. 
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[E32 ᾱ) να =t, π[α-15-1, dz- δέ, 


a (E a," [ee 
γατα J 


Ιω +3841) dt 


4 人 +C 


(3) [ 解 一 ] te. Masi, da 


{ dm 1[ δ 
` talata) 3Jta€pD 


=g lelje) + 


(af P1) 


-- de + s las] +0 
614， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


1 
O Jerr 


[R] ὦ $ V/z+VY+Tz=t, Rj 
(1 — 1) (0-1) dt 


(2) ο πα), 


1 i i- n+l 
> [an ο τς 
d rm: | 3s 


-ife-üit-la- iei lnjt]- 


3e 


ρα 


i 二 nltl+ 训 +0 


t 


s πω. ο /S' Xa 01, 
(3) 4a t. Rb dt ae (1-10 2) ds, 


[7 0+made= [ai 07 c. 
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615、 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 

(D (e s (9, Ὁ) G+ (229; 
() (a) (α»0), 
[R] G) 4z2asint, (Id 


) Wi dz— a cos t dt, ya 


2 


n je x anyazo EL acostdt= eeu 


4 asint 


-iwec-d 8.0. EN 


(3) 4 α-αἰρι (4-5 BI Rldzcasectdt, ΨΩΡΈΞ᾽ =asect, 
t3 fer mn s ooste; sint+0 
=} (atg i) ——= + 0 = Ç + 
a? tig ναΐ sec" t. a? /a2+ s 


(8) 9 z=asect (i2). 则 dz=atgtsectdt, VI -U7 =atgt, 


_ 2,71, S. --- = cost s 
. je a? las [-πὶ cupi o tetsectdi gra 
1 [asint__ -1 _ 5 
τς το 9 “saam +O. 


616. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ; 
) EE (a40, (2) Naa  (a*0), 
[W] mashka, 


EF qax. ἃς. [ dz 
ος BIN |= 
ames 2 - [SE 

a Jya- 


在 后 一 积分 中 令 a=asint (1l «iu da acostdi, /aš— q -acost, 


82. 换 元 积分 法 337 


"e Asin? 
j= EEE a cost dr—a? [nta 


πτα |Q- costt)deost=a( — cost 4 conti) 
-2-a(e- ates? t)! e (er atento) ec 
=- a- mitia- dy, 
un I=agresin Z +a?(a?- a) t- E (a? ~ LEYA 
Q 令 z=asind( <£), Al dz=acostdt, γα 37 —acost, 


B Jave rr Jess acost acostdto? fein? ΠΠ 


= -a5 [G — cos? iycos?. ia —at[ 1. cosi 1 — 5 coss 
«Pf oneost doost (S eost poi) so 


- AG asit t3 E rats oleo 
- σα - 2b ei αλα, 
说明](1) 的 另 一 解法 见 第 598 (2) E. 


= 
611. RKM rs) Jr 的 不 定 积分 。 
[RJ (D Φα-ίρι, ΠΙ το σα 
" E at οἶα 
^ Jure been 
= 人 = eos t)dt=In|tgt+sect] —sint+G 
《参见 第 604(3) 8) 


- IFT- εί 
Injtet+Vit+te’t[ To 


-In|z-/Irz|- JFF +0, 


618. 求 函数 gz 的 不 定 积分 . 
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ἘΞ p= el, 
[ 解 一 ] 4tgz—t Wl dz: ird 


= fesan frfa f(e rip) 


a 
s-l 4-4 s-lngasac 


1 
y 
lp? 
Ltgia-lo|sez € 

ώς sg," (Sim , [-ου z) 
(m=) fase [EE dam ~ [L RED asoss 


πο 


= 3 
des t lnleosz| TC. 


[REI ferzar= ftg snot o ao ftg ito a - ftg zda 
= 二 tg?z+lnleosz| +0, 


619， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


ος eS 
O Tuc 


1 
(2) VE CEP EE (ab, n 是正 整数 )。 


ΠΜ] G) 作 代 换 s=aeos29 十 bsin?9 (0-05). 则 
m—a= (b —a)sin?0, b— z= (b—a)cos?0, 
da 2(b —a)sin 8 cos6 ἆθ, 


cr ciere ese 


o =-= cm -f [a Z= = 
za 


--ᾱ- . ως η 


La-b ας 
Αρτα, N (-a) T-a 
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ο. (mat η πο EE κε 
i στα] T Te δα tt0=%— ud 


620. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
(1) cos’z J/sinz; Q2) 


sing 1 
Φ cosz./l--sin?z ' (0) Bm EE IT 


[R] (D 4sinz- f, R|coszdz= 2448, costz= (lt 


3 [το |a osa 
J 
DA 
3 P. Tt +0 


=[2 3 νους... sint z) /sin?2 +O, 
6 τον z+ 五 和 αντ z +0, 
(2) 4 1+eos?z=t, 则 — 2coszsin zd z=dt, 


Sin zcossz —— 
l-ccos'a 2 


"Médoc ter 


-1 25) — 1 cost a C. 
3 neo) -3 coa +C", 


(3)  cosz=t, Ri] -sin dz di, J +sinta=2-8, 


上 sinzdz ος ( d 
mom "acrem JZ. 
3:208 


Micom, 
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zd CEA Te sin?z 
V3 Teoszj 
1 e 1 
Ssi?z- Nsinzcosz-5cosz  cosz(Jtg!z-8igzb) 
4 tg z=t, W| sec? zdz— dt, 


+0. 


au 


dz dt 
3sin*z— 8sin zcos z+ cos”: ΕΤ 
dt 
3sinz-5eosz 40, 
Sin z— coss 


F aL; 
621， 利 用 代 换 t= ώς E 
ο... 


22 PUE LIN 
UE) 9: Bde es de 
li. pon 1 za. 
zib τα so G siper- 
> [rr | ὦ de 
Uo ΓΏτα a+b b-a (HY m στὸ 


1 j Q- n? as 
1 t 


Tuc 


、 à zd bes med, a 
再 计算 /5 时 2 b=3, m-2 »-5, Φε 


53. 分 部 积分 法 341 


dz = 1 [G - 132 
hoerery a a 


(z—2)*(z--3)* 


0 


=gh- shits- loc 
wil. 
625 
43 
622. 设 
1, 当 0<z<1 
rae - [^ 0er 
s, Mlcz--roo, 


并 且 f(0) =0, Κ f (z). 
ILL MBACOLDITISIOLEL LA T } (9) EET 
复合 而 成 的 函数 ， 这 表明 在 解 题 中 可 以 利用 代 换 t= ο 将 问题 化 简 . 
[ 解 ] 4t-lnz, 则 
nn [b ceto, 
ΟΝ 0<t< o, 

Ci =% 0, 
boum uas) aron Hob. 
BD f(0 在 t=0 连续 ;所 以 C1=1+Cs, 得 

(t+Cy, το <t<0, 

Kheta- 140, 0<t< .1 e, 

四 由 条 件 f(0)=0, … 0,0, 
. 一 c<t<0， 
fm f 1, 0<t< +0, 


$8. 分 部 积分 法 
623. ME 


O Ee Ὁ) sas (0s (8) t (stb), 


EDE RERA 


D [att tene το)... 


i ime ni 


A — (1-2) 4 C. 
riy ἵνα Ίσα καλο, 


D feres fete) E yz rtr poa - 16, 


@ [eas bnt ode= fcar? + bet yt 


=e (az? + br+ o) - [eza + byerdz 
err! bae) - [a+ byder 


met (a! E δα ο) — ο (2az- b) + afe dz 

[054 (b -2a)z4 c b 2a] +C, 
624， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
(D zma; (9) z"lnz; (8) z(ünz)* (4) In(14a?), 
ΟΙ ma 3 f as 


A lnz- 20, 
@ [inan finra I) tns nias 
een) 
© [daas fn ye) e dn 292- fem zas 


ας 2.2 (ong 
m) -nz- D+C 


(est) + 
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O [νο as=shü ez fatis 


== ln(1+:2) — 


dz=zln(1+z) sje a [+ë 


E 2 
—zla(1-a?) -22+ 22retg z+C. 


825， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
A) πῶ! ra?) (2) In? (¿+ VIF); 
(8) zln(z -+ ντ Τα), 


UR] Q) fine VIF drani T3) fraln(et VIFA) 


=zln(z+ VITE)- 


ET 


z 
da 
Vita” 


=zh(z+V1T22)- VIFF 40, 
(2) [usa IFE dema mn(z+ VIFT) 


In(z+/1+22)da 


-7i ri 
mawat VIFT) - 2f ne VIFA a TE? 
tib (epe) -2V/ TE ln (z--A/ T 22) 
+f vrr. uim 
7c TER) -2VITzm (s+ ir) 21.6, 

Ὁ ον [imc πο 

at 1 

-fpGeVIFS) E 


-Xaeevirm)-lf(vie- 


1 
Vix ys 
E nie V TER) Μαν τα + (et VIF) 


ο ο ασ +C 
ο ο νε -aViai]e0, 
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626. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 

Q) cos(In z); (2) cosz-Insinz, 
[ 解 ] G) 1= [ως]. zz zeos Qn z) - fz cos(In ay 


==cos(Inz) + 人 in α)ὰς 

— scos(In α)'1-αοἰπ(ίη z) - [zdsin(lnz) 

acos(In z) &- zsin(In z) ΠΟ z)dz, 
^o 1= S [eos(Inz) esin(in z)] 4C. 


[ο ΤΟ; zdsinz~sinzlosinz— fsin 282 ἂν 


—sinz(lnsinz- 1) +G, 
827， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 


(1) z?^sinz; (2) costa, 
ϐ um O aro tg Vz, 


(82 G) frasinzar= -aesz- = #eosz+2 z cosz dz 


= -acos +2 sasin am rt conr arsin α- 3 sin da 
= (2- a?)cos z- 2z sin z- 0, 
Qu feos’zdz= [ Q- sin*a)jdsinz= sina - 3 sints +0, 
- jest in Jaen z- nn) 
a (sin z- sine) -J(sin z- P sis z)g28 
(sin - sint) cons ja -oz)aeosz 


-a(si uei L eos: 
z(sns g απλα) cosa cosa 0, 


53. 分 部 积分 法 845 


O [gir == -fcr - oca ftu τὰς 


= —zctgz+In|sinz| +C, 


[ο 1=farotg VZ dz=zaro ντα rx ds, 在 后 一 积分 中 令 
Mz t, WJ 
j= dz = af t as 2 -3s) n- arotgt)+0 
=2(V T -arctgV z)+0, 
I=(s+1)arotg Vz -VT +0, 
628. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


(D απορία ον (2) arecosz; 
(8) (arcsin z)^ (4) =° sinz I 
i-e 


rm) G) farcsinzdz=raresin z- 3 
=raresinz + VI- 4C 1 
2 coszdz=zarccosz+ fe à 
TM va 
==zarccosz -yI 7 +0, 


[5] fer sin 2)*dz =z (arc sin z)*— [54(5τοεα αγ 


M " dz 
= z(8are sin z)?— 2|zare sii 
s (arosin z) ne y 
=z(arosin s)? + afaresinzav 1-27 


—a(aresin z)*-2/1— Taresinz- 2| VIF JE 
τα 


=z(aresin z)?+23VI 二 maresinz- 220, 


[CU DIM a= arcsinzd( - 2/1—z) 
= 
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ο ον... 


τ 
σον σα eresin z+ 2[ T 
—-3Vi7zarsinziVltz40, 
029. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
(1) a? uro tg 2; (2) z?arcsinz, 


[81 (TD [Partera 5 aroigz -4 darctgs 


=Z anis T| 
= arigz- S. ο x) 
ο et ο κ. 
[ο] [ο ο ο... 
=i arsina- γέ. dz 


2-0- p, 
πέν] 


=i erosin s- tÍ a 


=l σλϑτοσίκα- δ 


=L sedie a- -to 

i =} αἱ ατοίνε ες Ora 12 +0, 

630. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 

(Ü) zaresin(1—2) (2) zeros È (lz| 2D. 


[RR] G) ϑυ-1-α, dz- - dt, 


13. 分 部 积分 法 347 


J saresint1 ds fraresintat— Jaresinsa 


τᾷ Peresint-} Στη -teresinit = 
"p ντ ασ 8 
d 3)aresint- IC? 3 
最 后 一 个 积分 作 代 换 t=sin 9， 


1 fsintoa9 


dt, 


d= 


£ d 
3l ντα 
-ijo- cos20)q0= D. - 
EI +I +0, 
fearesin(1 - pas 
-i (z?- J)aresin(1- z) - VIr 7 


1- vV- 40 


- 到 aresinG oa) 


= 22-3 arcgin(1 ~ z) = 22 


Q2. [=arecos E de=} farc cos aem 


EJ l 1f lejas 
EC Eia iE 


= arcos l lans E 140 (Iz|>D, 


3 
691. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
ArO SINT 


(2) e'*sinbz (a#0), 


[ 解 ] G) 令 aresinz=t. πο e X), 


1l—z2=cos?t, dz —costdi, 
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s [XE aresinz 


VU 
=t-tgt— ο ituri 


m gerosins 
l- 


(2) fe sinbz ici dues 


dx= ssecridi= [otto 


=y Havi- 210, 


sin bz- Ë fer cosbzdz 


e b τ 
sinbz- Dr [οοαδαάσ' 


Me αν b: 
T sinbz g beosbz — 


移 项 并 经 整理 后 得 
| ta dam asinbs -beosbs) +0, 
632. ΑΕΡΙΑ. 
I= zesin bzdz, J= zor cosa da (a+0), 


e" sinbzdz, 


IR) I= fret sinbzdz=} [zsinbrders 


= 空 ο 1 [er(sinbzt bzeosbz)dz 
a a 


στ ssinbs- 3 fersinbzdz- ÈJ 


= rsiniz- aps Cinbs- bestia) P. 
(参见 第 631(2) Æ), 


Js abtbJ-cstsin bz Cp (a sin bz — bcos br) +O, ; 


et F 
bl-aJ- τσ cosbz+bsinbz) +0, 

ες 
1— a (a sin ba — beosbz) — 


gp (a bb)sinbz— 225 cos b] +C, 


83. 分 部 积分 法 349 


J= C cosbr+bsinbz) 
e agl- b?)cosbz+2absinds]+0, 
633. 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 公式 ， 
(D 工 -esinzan @ 1, - fan 2*s, 
[8] (D I= f sin zdz- - frdcos zo -a"eosz+n|maoszaz 
=—reosrtn fadsing 


=—z"cosri+nz"lsinz— n(n — 1) |a"7? sin zdz, 


MARAR: 


I, -ancosa tnaising-n(n—1)In-s 
@ 1,— [Qu 9"as= z(a" n fn x7 dz, abiti its 
μπα (ρα) - npa, 
634.， 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 公式 : 
GD Ίω- [απο δια α) αι 8 1. - [ατα (0). 
[RJ (D 4t-aresinz (1 «5), RJ z— sint, dz--cos tdt, 
B n = [arosin zac focos cat 
ο sint- niinc 
ποδία επ [rami 
-i^sint-nt*? cost - n(n 1) [r° as, 


得 递 推 公式 : 
1,57 2 (aresin z)*--nV/1- z (aresin ο n(n- 1L, s. 
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[OE 
得 递 推 公式 : 


nsoadz 一 Í ασ) - E je dz, 
a 


Lalee- LI 
u a 


635. x 1,- |t qs 的 弟 推 公式 (n 是 正 整 数 , π»1), 
un μ΄ [θη 
1 dz 1 : 
st rr METUO DIE cu] 


κί 1 
πας τα σωστο τα 


1 
ΠΕΟΣ [α 
— 

Zan-1) € 


630. d f" (ο) 连续 , 求 下 列 不 定 积分 : 
a) fa (2)da; (2) Jsin2s " (sin z)dz, 


IRI Q) [nean [ανω esr - fre 
caf (z) - fi). 
B fé 2af" (siu z)dz-- 3 sins cona" (siaz)dr -3 [ο zdf'(sinz) 
=2sinaf' (sina) - 2 [fin 2) dsinz 
= 2sin zf'(sin z) — 2/' (sinz) +C, 
$4. 有理 函 数 的 积分 
637. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


84. 有 理 函数 的 积分 351 


tm) ὦ Ere 51} 设 


2l -4 B, σ 
r= tz 
ENNAREA ρα 两 端的 分 子 应 相等 , 即 
241- (A4 0)z*4 (— A+ B)z- B, 
比较 系数 有 : 4+0=1, -A+B=0, -Β-1, WfA--1, B= -1, 
0-2, 


de- (9-142. k= ue 


[22223 
Ert -I 


EX es -l-zm|s-i|s0 


~z- +m 


(z- prt 


atd =á B. ο mn 


GITE x: 1t zr 


同类 项 合并 , 两 端的 分 子 应 相等 , 即 
22-97 (A B-C)z^-- (A4 2B - O)z- 24, 


比较 系数 有 ，4+B+C=0，4+2B-O=2，-34=3， 解 得 4= - 3, 


A,B,C STUPRI w DOCERE BAM ΡΦ ΑΡ. 
2243 A(-1) (z+2)+Bz(z+2) -0α(α-1), 


42-0, 得 3= -24, .. A» Š, 4 a1; 46-38, Bo δι 4 


dz 


f 2213 dz 
parapri 


[s 

z+2 
=-h|z|+ Š mjz-1] -4 ile+2] +0, 

838. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


+1 +1 
(DD Gp Dp? (2) ZE- 
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zl A B š 
[R] O) g. EI pez y ERA, man 
子 相等 , 即 z+1- AG.) +B, 42-1, 8 B=2; B z=0, 得 4=1。 


{_z+1 2 
τπτ a= [ες af DE +0, 
ο. 241 A,B, C 

Φε πο Z ο τοτε t (- Ay T8 f, PS 


端 分 子 相等 , 即 
m +1= A(z—1)2+ Bz(z —1)2+-Cz(z—1)+ Dz, 

42-0, 8 1=- À; 42-1, 82-D, 将 4, DD 代入 上 式 得 
za(B-I)r+(0-2B+3)zt+(B-0-1). 

比较 系数 有 : B~1=1, C-2B+3=0, B-0-1-0, τ. σι, 


E häi daa ΕΞ EE += = k $a aft Ay 


ο... ropie. 
.639. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 
: Ç + 

O Et v AT 
: 1 [G-2)*211- (2-2)? 
ΠΗ Q) soir CEP CE ΤΝ 

€ 1 = X 
(—2) 2-2) T1 


dz NE XM da: 
p J (αἲ-- 4z--4) (a? — 42-5) (z-2)* (ο στ 


=-= -arotg (2-2) +0, 
3 H BzC 
ox ml -t arl’? 则 
1= (4+B)z?+(-A+B+0)s+ A+O. 


418-50, - A+B+C=0,A+0=1, 88 4=1, p< - σ-ᾷ. 


+ 
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r = EUN 
MEI 211 3 a-zi 
-1 -Sa 
In|z-1| — 
1 
*z 


CU 


ο. Dante 3o 
τε 


V3 
d 1 22-1 
SED au Egi ο, 


640. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 
(D ore O — I 
DTD (ΞΘ 


(了 D[ 解 一 J RIAL s= Z+ t S 则 有 
z= A(2-1) (2+1) + B(z^-1) + (Oz+ D) (2-1)? 
令 z=1 得 1=2B，.… 5-5. 42-14 -1=20- abi, ο. O= -1, 
D-0, 4z-08$0- -A&B4 D, -α--. 


mir τε 


mir)” 


«Sonn Tr $e» 


工 


-l n GDL 
4 ^m 3p 


[RII 设 z-1= L dza -hes 


p++ d FFF 
[- sep zu da fe ππεσιτι)' 
-4 Lf ε΄ 2 
Xj aeran 7-3 EST +2:+1[+C 


E i m lm (z-1)? 
36-1 "si 


+0, 
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i z S A BO , Det E 
OW garp ir ies ese 则 有 


a (L2) (Bz-0) 1-2) 1-2) ODE) (1-2). 
$ smi Bie E- DM (E4D)i, `. E- D=0,E+D=1, E= L, D=}, 


令 z= 一 1 得 -1-44, .. α--ᾱ, eal 


的 系数 , 分 别 得 44350, PR x -4 σ--Σ. 
Jarm sh 
τσ ατα -ᾱ τα za 
z+1 d(14 z’) 
E -luapeg iiis 


l( ds ,1[402) ,1( ds 
4|irz GI ü-2) 2)ü-xz) 


xcd i a-l me 
3 nli αἱ eg 0+) gentes TT 


iuEeeeee)ec (811% 635 BD 
-- ΑΣ; i.e. 
641， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 
0) == (9) = 


i 23-1) (2) 
unm zs 375 (to) 


pl 
DT αν o zu 


14. ΞΕΡΟ 355 


4 dz (5 
jah a [4 - [23 ax 
ahh- ια ---15] 
Ijal 5 n^ 4) += — EL ΤΟ, 


649. ἘΠῚ ΜΕ 


1 
Ove © serum e 
-2s {α3-- 951) - 


[R] ὦ ET DEFI eem 11) 


-tm- G CERE 
5 1 "Ὃν 日 1Cz+D | Ese 
TI Ux d ποτ tt 


UA: 
了 = A (2-1) (232-1) *-B (234-1)? (Cs+D) (- 1) (224-1) 


+ (Bot F) (2-1)?, 
*x=1845=1, `. 5-1. 4 aif l-2E-2Fi, .. 5-5, 
Fm=0， 再 比较 上 式 两 端 d, zt, 2 项 的 系数 ,得 24+20--2D-+B=0, 一 4 


+B-20+D=0, A+0=0, 解 出 4= - 5, 0= 雪 , D=}. 


dz ἐς μ 
τα προ) 3 Mi Har 


221 
aH dsl ig 


d In (^1) 


ka els E E 


1 
en ^ 
τω Sei) (参见 第 635 ED. 


αἲ-. ἃς. (2-1)? 1 
- Jaha a= s| A 


2z-1 
+I +arctg 2 


+ÑLaretgz- 


+ 
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ð l — _atbe-br_, 1 μμ... 
aatos)? az(a-bz*)* azla+b2) aths)’ 
= δα bn δῦ 
a eec d 
bz? 
aa- σσ, a(a4 52) 
-αέδα-δὶ δα bp 
Wiz(arbz) “Mab a(a+bm)s 
d Z δαὶ bs — bs 
"dz duor) aW(a-bz) αἰαγδα]ὺ 


ἘΞ κ. -α[ bd (13) 
παπα a (a--bz) 


dio)" bd(z?) ) 
t] rax tn) * J'ata- bz 
1 1 
ο ο eant 
643、 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
i 2 
Ὁ xp 9) 7T 
ἃ < $ A Bz+0 
W O ἃ γη" uyar τπτ eer 
12 A(2 21) - (Bz+0) (a 1), 
4 rm14 1-34, -. 4 比较 上 式 两 端 ?项 的 系数 和 常数 项 ,有 


0=A+B, ]=A-0, .. B= $e. 
dz 1 ds. = E a2 
ΤΊ F Era iin 

-ᾱπο- ΠΗ i Κο 


april 


ο ο S in(e+=+1) - 


¿ly G-D* ἃ 


δι σπα y; 


4， 有 理 函 数 的 积分 357 
Q -2 -— (G-D41 LENT 
x η atati mI 
. 2 2z+1 
[zz doa ευ» GE VI νο επ τσ 
dz _ (2-1? 1 241 
IE ^ ZU zl Vg “38 
(利用 J EA) 
. fum e [ue dz 
2 2z+1 (2-1)? 
"sU da CART 
2241 
ugue ao 
ESL 


= dn 


3511 
σεν 


1 
"REL Fx 
844， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 , 

ὢ n Q 2:2 


G+ (2:13) 
Εμ 5 1 1 
[ 解 ] (1) Ura I bu per 
s [ER Taretga+0 
UF? -zt ποσο got 
(参见 第 635 题 ) . 
EN NE T] 1 
(22 2)" SGhrirrIj T aT Er 2) 
Β zt2 = 1 [ d(22+ 2:2) 


Ἐν ΠΕΙΚΕΣΣΣΈΗ +Í ESL 
J 


1 
ο σης zx sete (2) [10 
(参见 第 635 题 ). 


ti rr t+ je. 
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045. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


TS 
中 GEI)" 
αἱ 
ΠΒ ὦ q+ 
EC APR mV! 
WIP (tI GHI 
由 第 635 题 得 


[ ds oz E dz 

GL Sce lr 

[c z E dz 
στης Gl 8/1 


Γαξπε- Tou oA NM 


E" 
|Z e s wen wen 


uu s aretgz+0, 


š 1 1 

O ἃ zip" PVP» CVI 
L|. 4z+B , Ορ 

Ary iatl -yasti 

H-sKc 
1 ΓΑΒ , σας) 
ml mVIstl αγγ 3a4l. 

-ᾱ--0, B=D, ΕΙΧΑ 

1- (Az-B) (αἳ-- V Z z+1)+ (Gz+ D) (+V 22-1), 


RTIA 2’ ANTRENA: 48 -2/2A-2B-0, 2B=1, 
2 


EE 


z+V2 z 2 aj) 
Fr Ps a-y 2st 


$4. ΞΕΡΕΙ 353 


(stv a Ljave 
Jets Zari 2) Pisati 


/Σ à 
σπα σι 
V2 V2 
"Lie Zst] + arctg 7241) +0, 
同样 有 


fr ds= ο μονο 


dr la Zsh] 
TAI AT -Viat 


ο... 1) 1-6, 


Biri aretga arctg B areig — 


E tnx (n=0, X1, 7), N 


areig (/ T2+1) +erctg(V Z2z- 1) aretg Y 


== +n, 
dz H m +V 2x+1. i ani ΕΗ 
PONI Vira i-z ΣΟ, 
846、 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
£ £ 
O xu O FT 
1. GU-DtÓü- =). cl l-z 
(m) Oo α΄ Ελ 2+1) Δ(α5 1-1) + 2+1) 
drt- Hita 0.0 Uad) 
TCR 


NE MEINE: z-l 
Z1) 246-1 ttl) 


而 TA 


PES! 


365 Ἐπ 不 定 积 分 


_ ΑΒ Cr+D _ 4 
ULPai s-J$2ap 58 
1 - Λα Β $ -Cz+D 
TAI δαν zal 


ο. A= -0, B=D, 小 外 又 有 
a2-1- (Az+B)(22- VSz+lD)+(Cz+D) (2+/3 z+1), 
比较 两 端 2? 项 和 常数 项 的 系数 , 有 -V34+B+V3C+D=1; 
1 H 
B4D--1, 解 得 4=-0= -一 =, B= D=- =. 
解 得 Ra 3 


yi 1 1 
qz aa Σ μ 
ΕΣΣΖΕΕΣΙ 型 -V32+1 

$ ΕΕ IS M ja A341) 
σεχ) Atya 3/5 Veti. 
a- Antl 


etja 


Ἂν ὃ s+V3z+l 


tC. 


i 1 
^ [zip t ean [£2 


n -ν EIS 
"p BENEFIS 
| 1 H 
0) ἃ S-ata tal (α-1)ία’-αἠλ)(α΄- 4-1) 
Q A Q BskO 4 Dz+ E 
aI wal aat’ 


+C, 


则 有 
了 = 4 (zt 十 2 十 了 十 (Be+C)(z—1)(22—z+1) 
+(Dsz+ E) (z—1) (2) -2--1), 
Φ5-1, Bi-34, .A- l, EAS SS, αὐ, a, z 和 常数 项 的 
系数 得 4+B+D=0,， -2B404-E-0, A-2B-30-0, Ἕν 


1 NIS 2 ucl. 
一 0 A-0- E-1, Rl B= - $, C0 - 5, D=0, E= - 3. 


απ ο 361 


^ js 


-ᾱ[ 2241 i2 
T5, Prei ΝΡ = 


-lnjsaip- i az?+z+1) _ if dr 
αρ 2 (-4 uem 
3, 


ο ο. -L arotg 22-1 


= +0 
1 (z-1)? 1 22-1 
DX. PII 7 +0, 
647. RFI RRR 
1 


G+J CT 


z ds, da= (12 dh 
: a-t 
5 fcit wea 
T - e ae)a 

1 1 1 
(Cr ambiien- ool μεσ 


lfs. E xil 6-1) 2-19 
$ii-z 4| TOME Γετῶν 


(2-1 
ασε 3b je 


[说 明 ] 一 般 的 形 如 | P BUR» n REANO, 参见 
第 631 Bi. 
6848， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 


EI ge 
ϱ πε D >= 


363 SER 不 定 积 分 


工 z1 
O TEF” προ τατοστ" 
ανα, (#—s+13)+ ee 1 = 
[51 ὦ μι ere Ay στ wr 


[Eras -T+ 


arig z+} are tg 0, 


e Jire mrt 


ταν In|e"+11D+0, 


1 dz Nee dt w 
o [zeit sae mie (1-3 
Sl(G-D-8,.1 1 - t 
ij CGH at ss cu^ 


EE 4eüy as)? 
"Sf hey) 
Ania -À cen e) +0 


"dort. 


zl 
@ [ενας τετ zi i-i d: 
* 


0] 4:224 1 
Jeep (n 


[ dt =} m 21V E 
1y (ν δΥ V5 2+1+V5 
(53) -65) 
low 22+ (l-V 5)z+2 
V5 2ëe+GQ+/ 5)s+2 


+0 


$4. 有 理 函 数 的 积分 363 


989. xL = [ους NARAR. 


(8-1) 
bs E Fol 1  — 3(a-D2 
UN) < [ol ΟΙ ESTO 
H 3(n-1) (141) 


Teu HER 
43n (3-2 
(23-1) (F) 


3 4 z /, 3»-4 
γης 3-1) {l ex] + Gp 
4 ES 1 z 

Was Lem [e e-9ni] 


αμ +)? 1 DEM 
X h sh do zrtl ελλ ολα 


(参见 第 639(2) B). — 
600. ipu I- [PELIET da 是 有 理 函数 的 条 件 ， 


Ῥω 
[分 析 ] E ops ERE tb m, n 都 是 正 整数 ， 


P(z) 是 次 数 低 于 min 的 多 项 式 ), 总 可 以 化 为 下 列 简 单 分 式 之 和 ; 


u Z= G) ám ορ, 


Bı B. 
ΓΕΝ ΕΤΗ (072), 


FOR (52 (9) RA RU, FKE [russe 


—3)"(z-b)^ 
更 函数 当 且 仅 当 41= B: 0, 


:pz2+gz+r ΑΒ Ο 
UI ἀπ η C mx 


s e-l’ 
4-0, 0-0, 而 
pas 二 qz 十 7 一 Αα(α-- 1) -B(z- 1) 1047, 
令 z=1 得 0=p+q+r， 比 较 两 端 2 项 的 系数 得 4+0=p, .… 4-0, 
C=0 即 p+g+r=0, 298) ρ--0, q+r=0. 


801. 设 P(z) 是 一 多 项 式 ， 其 次 数 低 于 mw- 在 什么 条 件 于 


(ii) (s) 


08 I ΞΕΝΗ, 当 且 仅 当 


364 —— 8 — EE 不 定 积分 


PG) 
ESL e numas. 


[分 析 ] 参见 上 一 题 的 分 析 ; 
UR] ΚΡ 展开 为 =- 的 多 项 式 : 
P(z) =P(a) +P (a) (z— a) Ju. (z-2) 4e 


D(a) m 
E (a30) 
f^ P (a). 


dz 
s r= «PG Gee 
É onsi Ct 
(n-1)! Jz-a* 


axe [ PG) Los erm, SARH Pe) 0， 即 PG) A 
AETH n- 2 84300. 


ο: 


ΗΒ 当 a=b 时 ， 
Cid | = (27 2)?-4- (2a p) (2-a) -a*-pa-t q 


E» 


(2-2) (z- b) (s= ays 
sl ον 248ρ, 2 pa tg 
(z-a)' (z-a) ^ (x-a)* 


ἈΠ, I 必定 是 有 理 函 数 . 一 
ο) 


20-5: κα δ (1 1 Wl 
Acque ma μα (55 ze τὰ 


n f αἴ -ρα}ᾳ 
ΧΟ RR Du 


ist ΕΞ 2290-0 gas 
MES uy 

xd a*rpaig _2ab+pla+b) +24 ,pe 
cis ον aspe itin ange 


可 见 , 【是 有 理 函 数 当 且 仅 当 2ab +p(a+b) +2q=0, 


54. 有理 函数 的 积分 365 


653. 证 明 


i Mz+N Q(z) 
由 Jm [CES E 
dz 
+f 2 十 DZ 十 9 


人 是 正 整数 ， o2, 4ᾳ--ρ' 20). Qa) 是 一 个 次 数 低 于 2n 一 2 
的 多 项 式 ,入 是 一 常数 . 

@ 设 P,Q@ 都 是 多 项 式 ,Q(z) = (0a) pog", 
(4g - i770), P 的 次 数 低 于 Q mk, W 

[50 ar- he). PG) an, 
QG) ^ QG) J) Q6) 

其 中 Pu Qu Pa Q; 都 是 多 项 式 , P, 的 次 数 低 于 Qu P, 的 次 数 
低 于 Qs HEQE) = ο) prt Qh (z) = 
(a2) (Epod). 


[证 ] Q) 作 代 换 a Pot, το dt, #+pe+a= +a, 


a- γα Ἐν Mat+N=Mit(N 2 3) 


M. 
[et αν) 
Uo PF pto (Pta) 
M( 2d dt 
D ES Gn ο, 2) an" 
32td [ἀ(Ρ να... ze . 1 40. 
Tra (PFaD™ -iUgHg9yTt 


再 由 第 635 EXT mix 的 递 推 公式 , 便 得 到 


ΜΑΝ αν... Mai N' taf de 
GE pa)" (P+petq) i [ΠΣΕ 
*8 ΓΠΣ, 又 得 到 


ads ο ΜΗΝ" +8| dz 
ρα (πραγ J QPTbzTQ T . 
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继续 下 去 ,最 后 有 
f Ma N = ΜΉΝ. 0 ΜΑΝ _ 
PIN Gxpreq ^ Gpriq)3 
fani [1Ο] dz 
E Typ GUHprkpi V ptg 
P(z) g= Rx 
OO) AR τ 表示 为 部 分 分 式 之 和 
Pn A A 
Qa z-a (x-aj- (za) 
Miz+NI | M z+ N. pa 
tarpa t apro 577 
^j die je f £, da4 
αν 7 
Miz+ Ni g, eM Mnz+ Nn dst 
i Mi 3 (#+pz+O” , 
m 


Aut di Ir +0, (P 是 次 数 低 于 一 1 HEAR). 


利用 (1) 的 结果 又 有 
S, [_Me+N, Pn paf ode 
2i Gi petas naim Wee 
[EE A ὢ 
ΠΟ] αν F patga 
Ade. Maths qus 
"fuent "t wipe] T 
Š Pala) 3 Pata) 
Gaai tpar 1 (oa) epeta) 
Li), (Py 
T$ $e 
ex. 利用 上 一 题 的 结果 , 求 下 列 汪 数 的 不 定 各 分, 
1 44a) 167^ 1122-8 
O ταὶ ο EI 


) i 
[8 D 先 将 积分 表示 为 


84. 有理 函数 的 积分 


367 


f dr _ Az'-Brz-0D + DZrt+ E + Fz22+Gz+ H 
3 [CEPS 


[CERE 
$ 


KPL? +Mr+N 


== 
两 端 求 导 后 , 右 端 通 分 , ELCELERUIRL ORES 38, 有 

zn | E=0, 
A+L=0, 


2 | -2B 


dz, 


=0, 


m | -30+N=0, 
27 | -4D-2K=0, 


-7A-5bE- 


31,50, 


-6B-6F-2M-0, 
-50-71G-2N=0, 


-3B+L=0, 
-2FiM-0, 
-G+N=1. 


ΒΒ 4=B=D=E=F=H=K=L=M=0, 0-4 G--1, 


21 
T 
dz 


^om 


后 一 个 积分 的 计算 如 下 : 


= 

= 

α΄ 
$|-4D-8H4K-0, 
z 

z 

z 


τα) -- 11s 
BAD 


[55 (+1) - (2-1) 4, 
a-i Ft) I) 


-iujen 
zl 
E f dx T- 11z 


“(a 


GD RI E 


(2) 将 积分 表示 为 
Am dx? 16231228. 


cA C, 
ETE: τα πο} 


Az} B240 


GHP GE 


FI) 


Henery 


D?+Es+F_ y, 
TFT 可 
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两 端 求 导 后 , 右 端 通 分 并 比较 分 子 同 次 署 的 系数 ,有 
α | D=0, 
z | -A+D+E=4, 
m= | —-2B+D+E+F=4, 
z | A- B-30+b+E+EF=16, 
z |24-20+E+F=12, 
z | B-C+F=8, 
解 得 A= -1. B=1. C= -4, D=0, E=:3, F=3, 
414} 415} 1619412148 ο, r-zid dz 
ασ = EL Srzil δ) GET 
2 
"SPIRI 


+3arctg zt C, 


$6. 无 理 函 效 的 积分 
855， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ; 


1 EE 
O eye» D TRUE 
I 1 1 fi-s 
e z/[r4l @ + IFs’ 


[R] 4) Φι-ΨΞ, 则 Vz= dz= 48; 
dr -| 4? “= 
νεαεψα) (STD 


1 i 
= 外 (Tn: τσ στ] 
3 4 3 
~- + — 4. 
uidit? IYr πό, 
D GVt Reo fl, ds=2t dt, 

e f_ dr .[-5ιὰι di^ τε να). € dt 

ΠΕΙΣ i (Prti J eriri HEP 


engen -| € 
(: 


35. 无 理 函 数 的 积分 369 


-dnGeRl)- Jg ME m 
2/141 
JS 


=h (σσ) EI 


(3) 9 νατ]-ι, Wl z— 0-1, dz—21di, 


* IP DECRE = = [ee 


νεεῖ-ι 
x° rlel 


=" le 
® tisse 则 z= 125, deie, 


» [L JAZZ a- EE . us 
τ ΠῚ [rn 


iacu F) αι # 


- l-t 
- (ita) t| ette 


Vits— i-a 
ViTzrrti-z 
T Aa 


-u| 7 | ezarete nd 


666. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
1 z 
O Jra- yzy @ J 
{81 (D $ Vz-t, Bj z-t*, dz-655dt, 
dz E 1 
[vv he) 


=s] i=l- G6t+0=3In zi 6Vz40,: 


71, 则 z=#-1, dz= 6:5 di, 


370 第 四 章 不 定 积 分 


DE: z t1 
i J Vi+ts- Vits i 
ο ο... di 


ΠΟ fe 
: 
一 四 二 μα ΕΕ 5 
EE, ο. iae +7 las 
ioe»-Laenteloe23:]ec. i 


657， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


1- 1 

o EE Θ) πτφσττ' 

o YitYz, ὦ — 09. 
γα (-δαγξ 


os =t, 则 z= 


1-8 -2 
gar (urs 5 


^ [AE ann ως Heg at=- aaa m 


= -2arctgt tjistam igi C (参见 第 635 题 ) 
-w9u- arctgt+0 


PE 
"lorum ang 13 io, 
| (D 4 Vzri-t, WJ z—i*- 1, dz=3 dt, 


poda gà af i 
一 3 -23|(t-1- 
| “TT z+ Jr ( r+ 


| =s[Ë -t+ inlttll)+o 


Εμ 


O κ ο ο... 


85. 无 至 函数 的 积分 


371 


- /EE 


12, 
12] 45 -- 19 dt= = 6-30 
VS f νά δὲ 


=F rar- +O 
=$ sat) τσ, 
(4) 4 Va+bz=t, 则 α-ῤώ”-, dz- JL, 


^ /— d η a) 
(a+ bz) 


ef (f 22 ES πλαν ο —2at -三 )+o 


dt 


[eum avari- 
n 20r- 4abz- $a?) , g 
3? arb) ᾿ 
658. CK T PIS Sk 0) UE UAE: 
?十 1 
[ο : ; Q : 
Q2) ea) ΠΟ 


ὦ [ 解 ] F Atre Mam- πάρε 
ito sts 

Qe2rüe23: 111 Em 
—2arctgt--Co2aretg/1 240, 


zl αν. αλ) 

Φ mo [ος a - [einem 
lf (t+l)at 

3 ἘΜΈ 


E i( dt i 1 
` e5 一 一 十 可 dt 
2| 2): δ 11 


1 = 


(F t=) 


-4 ln (νε) 一 
(参见 第 9962) 8D. 


x 
Juriz) Je 


ama 第 四 章 不 定 积分 


= nene vx) -m [SES 


[sere 821 npe vari] 


+lnlzl+O. 
人 E 
an ite e eb 


expen ie 


-In|z2- 1-4 /z 1| - In|z| +C, 
659， 求 下 列 函 教 的 不 定 积分 : 


+ 1 9 1 
ὦ πη O = «29. 
) [8-7 fou =, M 
1 —2:dt 
ye "pes 


n IR = af E, -2aretgt+0 


— Hl 28rsint-0-2are sin /7 40, | 


P = -ar 加 
3 [8] Vac =v atr) Ga) = (a2) JE, 


85. 无 理 函 数 的 积分 373 


acier | een pjesa 
Wa 


= -二 [的 IPF- Sue f 


» zz 


- -ᾱ- Ru siu uere) 
seil 
we Hal) nilo 


Yu "n C, 
a' (6-1) Wu + 


860， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 

VP- : B 
Ὁ) — (90, D — r 
Ὁ) [ 解 一 ] $VZ-a -t i = +a, dre A, 


n [ ν' === dt 


n 
dz- IE as jan - a [zs 


micaanig L0. 


[ 解 二 ] 4z-asoct. R| V-a =atgt, dz-atgtsectdt, 
[em dz fige tata [ (oct Da 


=a tg t - ati C /z3— a! — qarc sec τ}, 


m 第 四 章 不 定 积 分 


1-2 


—— Σὰ 
| CT 


( m EE. MUN 
(D ΠΕ] RI GST == 


1 
dele 
CRI 
(290 ο “+”, 
ο ος ο 


1e x [ —3t 
INL 
B£ VC =u, 7 su, tdte-udu, 


[ dt du 1 u 
“ [rs /7 


1 vE 
ποσα τα. 
将 VI 一 交 和 一 代入, 各 
ο 951: NET 
Iain A 
661. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
[ο] — Q H 
aJa tr- rm er ° 
[81 (D 1Η ΜΕΝΕΙ, $ rz ri-l-t-z, N 
1113 DE20t-1 rt 
TD I VETT I gui. 


dz KE- NU i 
[=== =: IE -ienigréC 
=2arctg (2/2271) +C, 
(2) 利用 第 一 种 欧 拉 代 换 , να z+2=t+r, 则 
-- 2( ++ 2) 


ο Στάη: Faria ttt 
empa d να οσο LEX. 


$5. 无 理 函 数 的 积分 


375 
. z 2 η. 
k [25 dps ν 
= IE su 
i πα =s 2 
Pt sp k Er L s £ ig 
h| TT zr ' : 


[说 明 ] T VETE 
662， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


-εγα,γα-ατὀ-ι-α, 


i 1 
0) FR (4-0); (9) = 
1 
@) = 
(1) (8—] ΤΚ pya =t— s, W| 


ta sot T A 
AX dz. D di, γα’--αἳ 


& MT ie itf ra 3 


Wr ταν” WU 


B > +€. 
misma ` ` 
[ 解 二 ] 令 aaseet(0<t<m， ΠΣ :) bul 


T 
dz=atłgtsectdt, = TTE 


A F eostat=-} sin t+0 
EN a ui 


E 
- 1-2 rt 0 = 


O [ 解 一 ] ΙΑΛΑ ΜΕΡΑ Ανα ατἴ-ι-α, 则 
€ dy-2 a 25 


Gri 
2 
sp 242 一 ΕΚΕ 
==" τ(2ἑ- 1) 
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πλ) Susp 1]- ojo το 


=2tnlz+V5 ze1|- Sin |2Ge+ T zTl)- 14 


A LAM Pe 
[σαν να ati) 11 


[ 解 二 ] 利用 第 二 种 欧 拉 代 换 , $ V -zrl-£2-1, n= €" 


e. 


dv E d, VPT- 


ον eic: -| ; 
τ xU HU" LE DR 


[i7 m am as] 


ο u-$ ΠΠ r +0 
k Je EI CRISE z| 


jene 


-$m 


3z 
A Vart-rrl4lo-a $6. 
(3) [ 解 ] ΗΒ ΝΗ, $ vi 10 ο) ==t-1, 则 


30-0 —20412 — 2. 2-1 
s e , da- ατα t αντ 2ra re 


j dz - uti gi 
l+yl-2s- ñ 1(1—2) (4-1) 
sC T. 1. 2 P! 
-f TETT =] 


= el κε 1|-2arctgt+0 


E 


+|- 2arctgt+0 


55. 无 理 函数 的 积分 377 
863， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


H £ 
H: x) —— ass 
O => αυ. --- 
(8) 


1 
(Q2) V1cz—a^ 
DE) Ὁ 利用 第 三 种 软 拉 代 换 , $ 


w TpREt VESE = G- μα 


Í -1 3.87 2t t Da 
B Jue 5 he 


-2ln(/7—54-/2—a) 4-0. 
(2 -3+4r- z= (z- 3) (3-2), EGRE Rp RC, 


Η a 
则 TER ων VITSE, 
af -fji lté. 4b di 
— ΒΡΕ ΒΕ πε 
"m — IR 
38173 ΟΣ Τα πο εν + 
Ed: 


E Jz ute 53.0, 
ου -9 (8- ΜΉΝ, B= DE. 利用 第 
三 种 于 拉 代 换 ， 令 νο στο 则 
uo SB go 2-2) 


ig iss 和 


E 第 四 章 不 定 积 分 


ΠΩ 3-5 5e. 


[ax ciem n» ICI ES 


E 3 Qr 8) G-a) 
VE ο Εν ro) +0 


ο πο [32— BS. 


lx 5-àr 


664， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


ὢ = + DŠ, 国王 MN 
A (κατ 


UB) O) ÆRA en Geben Pil Ri, vul. 
t, NJ z-(9-— -5i, dz-1*(— 12758, 


n [aen k -»i ο ο [δαὶ 
=tieto, 
D ERR aatom ή, PEL. T El 3 o garrai 


ο. ολ... μετ de, 
- )* 


[———ÁÓe-- dt 
G+$ 7-1 


- ο ο 


-7 aoig τν +C (491038 6480 ED 
14,545.81 1 2t-1 
Tg ws VB 


í L fei 2+1 
MEX FILI vg 


t5. XEENEBSD 379 


- -niate i-a] 


i 
gente 2 [2912 a] 


i 
685， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 


1 1 
Φωτο 0? 9 yn 
i 1 
3) TE [o = 
» E (2az— ο”) 


[NJ Ὁ dS rn obere, ΠΕΙ. ο. 
$ «ασε, 


则 s= (at), dee - S ey Sat, 


[ds 3 ἃ 1 dw [yat 
Uo Away EPE [z r ($y 4) 


“< 
1 [1 (t 
s" r Iza -jei ge 
(参见 第 643(1) Bi) 


EL 您 和 -ev 了 ante Dc e 
24a. à 


ix 
-6v3 arctg ὃς 2 tat] o, 
3a* 


@ EER (atban? th, mily pett $. l4. 


Geri-n ο 3, a= κ 
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dz Ta bago 
z^ =-= +C= 7 
J P τη Yirs "δε 


| © EPRI Gebr) np, Pil i = 11 1 o s (uai 


t, Mj z= 083, dr=— ΠΠ 
a fy uua 
“IYF TYl . 
Š 21 


- -1 mn- E 
gei won 1451) τ." ε στο 


(参见 第 6433) 题 并 用 一 代 z) 
下 21-1 
Cy T yate +C 


ml diis. ΕΕ x 
gd ITE +a) σε peo, 


的 $n, y [— 2 Ë 
= -αγξ Em 


ο ELS iii 3. a 
$ u= Hal, 
Pal o ag pena, φάρα... DU 
LINE Tpu 20- Papu’, tdt Urup dë 


i-ar? z-a 
af at? — 13 
666. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
Ψα-1--3 1 
中 (@+1)? - Vz 十 IT e Yeti e-i) 


UN] ὦ 4i- zT M z=ñ-1, dee 2d, 


$5. 无 理 函 数 的 积分 381 


ΨΣΕΊ 1-3 ia dt 
I vai 4-3. 


VPN d 


κια ο 3 2H, 
PRI Vr ΗΝ 
2pívsrl-2* 2 2/1141 
le atysrti+2 Jok NE +0, 
dz ΕΙ ὡς 
0) 1 "resin" -Vr 
-6t di 
Sim 221, Mas ΠΕΙ, dze Γρ. 
^ te2 
Som Pa EE 
£ DATA P 
= y tuus arte JS 40 
-1 n Yun 225 vucme 
(z+ 
2ύατ] Vz-1 
Mibi; 77 το, 
667， 术 下 列 函 数 的 不 定 积分 
z-1 


n 
Oum Ὁ cule 
UM] ὦ ΤΗΦΞΗΙΚΑΑΑ. ie ME μι 


zdr 
a- 2 vi-a 


Jes ΕΗ zT)” δ ahy 


v ( 令 aa 


το 


Εκει 

1 yu 1 ανν αχ 

Sayn αντ; "owe 
(SAR 645G2) KE). 


+0 
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ñ £ 2 Vt 
ελ ante Jyp- 
H M3 YE 


-5ψ2 e V3 r- vii 


ΕΤΕ 
(-) 


2-1 » mir 
o == "Jc 
z 


ου 
aee Eee, 
668. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
1 e αντ ατα _ 
o PN EST m ) Traer τα. 


mm ὦ [στ ποστ 
zc ΕΙ; 


1 
m EAE are sin Tp, 


[^y Rm le TR z+, Bj 


ο ο 


86. 无 理 函 数 的 积分 383 


i z+yl+rir el 
as lIrzryiYziz (74 


=al- Sai 


BT APO NC 

[κατα RD 

HH AER St- 6t+3= Α:(283-1) +B(2+1) 1506, RA A= --19, 
B=3, C=32, 


3 
1-8 4422-5 - Z= τ =)“ 
1 
Arne eo 20m|2+11+C 


(i2il4 2/1332) 


ο μαστε 


+0, 


669. t L.- |Z ds Bb AR BES R, n>t, 
οφ), 
[ 解 ] 1.-Ἡ α"λάγαξερτ- Lai aras 


Lafa arer) dy 
e να οσα" 


=l yayaras -PIDA he 
7 D 


-(n-3L, 


=l payar -Da 
hma Vater P 


1»-α 


A (d(atez). 1 


LS [LR Siti Tex +C, 
$ Ir m 3e) Vater aere 


dz 1 wwe ντ} 
= —— s =— hu. C. 
1. JF "T ln (^c zt γ/α οι") +C, 


€70. 设 p>g=kn, p, g, k, n 都 是 正 整 数 ,证 明 


384 第 四 章 -不定 积分 


fate (2 - a)*- (eb) dz 
是 初等 函数 ,其 中 R(u, 9) Ju, o ΛΕΡ δα, 
HE) (FRA ο gae Pet, an PO Dea 
b-a 
Tu 
^ [πι», (s-9)* a *yis- f η», (Ξ-5}ἑω- 5] 
ολα 
被 积 函数 是 + 的 有 理 函数 , 故 其 不 定 积分 是 初等 函数 . 
671. it R(u, v, w) JÉ u, v, v WARAY AH 
IEC Sasi, Jortd)dz, (d, b40) 
的 求解 方法 . 
λα στ met, νε 


z-b- 


ra S DICA 


dz= Das, 
a 


^ Jae. vayb, vardir 
ον 
-{α" (t, V3ETB at, 
其 中 R* (r,s) 是 r,s 的 有 理 函 数 , 再 利用 三 种 欧 拉 代 换 中 的 相应 的 一 种 便 
可 将 上 述 不 定 积分 用 初等 函数 表示 出 来 。 
672. ix P(z) 是 n 次 多 项 式 ,证 明 
P (2) 


Jour 9 Aaz!-F bz o 


À d ο 
T JT (0*9. 


55. 无 理 函 数 的 积分 385 


这 里 Q(z) 是 % 一 1 次 多 项 式 , 和 是 一 常数 ， 并 由 此 求 不 定 积分 
wtl ds. t 
ορ C 


X PS pz 5 
[证 ] Af Pez 53. em i Fette 
由 等 式 
(=Y y» (n-1)g-A/Y + iy 
= 2(n— 1) "Y + a^-1 (22-5) 
a/Y 


z^ 1Y, 277! an? 
=m p+r- P" -De 
两 端 积分 以 后 , 便 得 到 递 推 公式 : 
ὯΝ = iy m 
ai VE [T dee (n- 1) Tt (n7 De f as 
=+ (n- otc (i ets. 
πι, Bah-l/Y-Js 


απο. L- VT + ghy GP t), 
继续 下 去 , 便 得 出 

Lie P. (a) VY als = Pri (2) aa FER EG + a [mm 
这 里 Pi(2) 是 mn 一 次 多 项 式 , a 是 一 常数 、 . 

ES P (m) 3 

οσο dn ERES os 

ο e RIS ERISAUE VIELE a 
Pads _ _ de 
Ister ee vemm af --ᾱ 

其 中 Cz) 是 ”一 1 次 多 项 式 , 入 是 一 常数 . 


ο απο. 
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αὖ --ᾱ--1 
erae 4-056) Atii 


+4 ds 
Verari 


MARHE EVAT, 得 
A- z-+-1= (2az+-b) (142242) + (az?+br+e) (2-1) +A, 


比较 方程 两 端的 系数 ,有 
3a—1, 5a--2b« 6, 4a--3b-c- — 1, 9b+c+ = 1, 
ο αι se. S, uel i-i 于 是 
2-431 Ny od š 3.5. b 
Jaa x ($2- $775) [orm 


ids De? 


1 7 D Y 
πα. 
al er-s) VIFF 


+ Inletl+ VAF] κο, 


dz š 
NT REN 1- [οτητόξατεστο- SPA HR 


f CGD να-ᾱα τ΄ 


UN) ERB Oa =L, 则 az= -3 


az ου κ oto, 


A I=- [r 
V laait ba ο) f + Qaa+b)t+a 
如 果 c 不 是 方程 cz?+ bz 十 ce=0 的 根 ， 则 工 就 是 形 如 第 672 题 中 的 积 
分 ， 如果 a 是 方程 oz?+bz+o=0 的 根 ， 这 时 令 aab) cac yf, 就 可 
以 将 被 积 表达 式 有 理化 。 
. δαν 1= T, 则 


20 $65. ΞΑΕ ΚΑΡΑ EU 


f år Pdt 


1 

———— — E 

G AE S I jPWi-m -gjev 
Do αγ = 

T-3l-2 -中 ἂν _ | 


-Awicm πρ δρ. ere sinB 1)+0 
3 4 v3 


οκ. m-i- E ος 
x j= "— Sang 
e= 0 确定 . 
[分 析 ] 要 从 方程 空 一 3azy 十 如 =0 中 解 出 % 是 很 困难 的 ， 如 令 %=tz， 
代入 方程 则 可 解 出 ==z(t)，9=9(G)， 那 未 站 2 τω. 
[8] vui 解 得 


3at. ET Ball- 2 i 
STIER ITTE πῶς t. 


a Jailed lane 


--4( = +a | EA 


86. EREMBRA C 
695、 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : ` 
LÀ, 1 } 
由 Ls στ” 9) -Jans TE" 
© sums pe 9. 


- E e mas δὲ dt. 
UG ὦ Φα ὅτι να IIS. dee T, 


388 EBE + E 积分 


σ 


dz 1 2 dELIL ij 
[| tof Tat 
Τε 


ire; 


Φα iw 5 δὲ 1-5 ο 206 
全 $ =s M sns I cere ll dA YT 


Esc es be 
** J3siz-coszi θεα 2143 


E f a. 


z 
34g $41 
= Jy tote Hitto e eerte “5 +0, 


(8) “; asina bcosze RED sin (24-6), 9=arctg È, 


sj dz "ES | ds , 1 [2 
e jaüsuzrbcosz ab) snr ario) 
r0 
3 


i. Š 
mme aseo D. 
676. TOMERTERM 


e O raz (4|π|50} 
e 


FETTE 
i 


ariar (eb*lbD. 


-e δά 
I] ὦ $ 5-5 Mjeosz= Tes dr, 


$6. 三 角 函 数 的 积分 389 


. ss ase [155-51 ΒΔ -μ. . 
"=. f 1xeosz iva μεσα... 8t 
E peu 


"jus acit fa 


ο... 


(2) 设 lal> [p 并 且 不 妨 设 a> 0 ERRE =L K 


dz dt 
=. |a 5 ma BUT t= 
2 Jab 
ποστ στὶς Vix so 


sea ( σι) κο 


ἃ al< el; HERE b> 0 fE ΑΡ r-t 2, 有 


Í dz 1 dt 
ü*bwsa ο) (ra) 0-a) 


MTEI 
~ e E 2 


MIA ITE) z " 
40, 
νδτα- yda te $ | 


ris 
ρα OS 


O PRAT e cn ΠᾺ Jis 化 为 上 而 的 积分 ， 


677。 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ， 


工 1+sinzg 
Oa z6 + 30082) e Sinz(l-cosa)" 


ear 1-8 2d: 
ΓΒ] O τα erm ra drm iue. ES 
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^ J "hem Ye p 
IFF; lrü 


"Facit = | =a -5 πα 


LÀ. ian i Ñami +c 
z 
3 u 
“P 
š ΕἼ 
3) 
(2) Φ tg Š ze Us. 
l+sinz ` , Al[(1-0)*. [dt 1 
[πες στη] ο... dm PPP 


τ pene E 40 


πὸ bje gjat He a0, 
678.， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
4) 


"E 
Trig 


O) [8—1 * tgz=t, N zr 


EIN TUN = 下 人 + ix 
ών εἰ 


E πο Im G+tte:D]+0 
-| 和 | +0 
T On[sina+eoss|+2}+0, 755 


πες! cosz 1Γοοοα- εἴης 
[ΒΞ] - ο πο στη καὶ 


$6. 三 角 函 数 的 积分 391 


dz lfeoss-sins g, 
J 7 s| mn Ws et 


=. d(sinzcosz) , i R 
r MEN 


=Yum ]sin z--cosa| +zJ+6, 


(2 ΠΒ] + tg ὅτε M sinzo στη, coss 17 kea d: s. 


sin z 
l+8sinz+coszr 


se απο fr 4 


fiie s 


ΖΑ aret eT In (Ee C 


z 


=l 


+arctp (19) τσ 


"peer. 


$0. 
pup ES 


619. Tapu: 


osi] 


ë sin*zeosm 
O P ENDE An 
UND. O) AER cia (μι <5). nl 
L | ds f dt 
—^jax5wz.(c50c-5- 


l HRRIBIRIENAR ! 
r CIO AO EC. 
Gm) Tm abb li$ ' 加 T 


得 4+bB=0, aB+b0=0, AxaC 1, 
š b: ας δ =% 
Soang Pope tue 
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NAE: 1 


- ro rfb a 
— let ση - cp DOHO Tg ar en 
2 b arbh a. A 
wy TEE ah pi aro terFC 
ο jocos bii a] e, 
O PRAE N " 
sin? zo052 pa 
Ier ασ] (TT CT 
-fiż μαμα» 
4 T C^ Int TU 
-1 1-1 {νε 
T gi; ττν Στρ 


ο. αἱ - Lšosz(sin z +eos z) +0, 


4 
` sing E cosa 
m5 J <a dz, Ts < L= =. 
[ 解 ] … Bal, fta 0, E CARTE” 


-oli εν] —asinztbeosz jz ο. 
aGcosz-4-bsinz $ 


_ {alacoiztbeins) .1 [qe MS 
7j^srtbsima 1n [a£osz--bsin αἱ 0", 


vs [ba-alalaeos 2zbain α]]--Οι, 


pi 


881.， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


[ο aem, I @ k απο, 


86. =m asuy 893 
[M] (Q) ` sin2nz= Jin 2ka—sin(2k— 24] 


=2sinz $jeos(2k- Ds, 


D [mn de 2 21 [οοο(βε-1γαά2--2 à 


sin z 


D ROB. 
i sin (2n-1)z— à [sin (2k+1)z— sin (2x -1)2]4sina 


= 2sin ο sins, 
: f sin(2n+ Dz 
: sing 


dama $y f cos2tzdz+ faz I 
* n 


ta sin 2ks 
ανα =p το 


dz 
en. 求 不 定 积分 Traer OTE 其 中 


40- B'»9, lel S. f I 
4m ;-[ & 


"Acoszt2Bsinzcosa- C sina 
ER f: da 
cos'z(A-cZBtgroCig'z) ' 
ERRER ES 
1- j dt κ σαι dad 
A+2B;+ OF (rr B)2+ (AC ἘΠ 


da š Pp 
686. 求 不 定 积分 [uibus (abt PERO. 


b 1 e “κ 

UN] enam rios sinam pue, Ἡ 

Ecce M ds a 
ucbzosztosinz | ap ybre cos(a)" 
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# la|> VEZ, RRt Ezti, 参见 第 676(2) MA 


2 Ma — / D33- 03 z-a 
---- ες, 
νο ολ ντο 0^ 


35 |a| e / τος, 作 同 样 的 代 换 , 有 
VIET ταν το αι σσ 


VY bra Ab TG a.tg 3 


€ es ΜΚ 
EROS MEE " i 
boosz| -O(a*-4-9* 40), A Ep A. a 2g 
[分 析 ] 从 要 证 明 的 等 式 右 端 来 看 , 它 等 于 
ΠΣ, ----ῃ 
a ο asinzrbosz `” 
从 而 问题 化 为 求 4,， 刀 使 


Qisinz+bieosz | A(a sin z 十 beos z) + B(a cos z— bsin z) 
asin g+ bcosz asin z4bcosz 


[XE] + asinz+ibigosz= A (asin z-- bcos z) + B(acqs s- bsin a) 
= (4a — Bb)sin z+ (Ab+ Ba) cos z 


I- 


ος == Mi 
NT 


Js aj Aa— Bb, bo Ab+ Bo, 
P aaibb pab-ba 
解 得 Απρ, B~ ` 


/set EE bsnz gy 
asnz*ócez asinzt booa 7 


d(asin z4-b cos z) 
bL ain gd bcos z 
= Az-- Blu asin z+ beos z| +C, 


685. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


sinz-cosr | asin z+ b;cosz 34.22 
Ὁ rar CD ας τδώκῶς- C 0070. 
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[81 (D 利用 和 684 题 的 结果 ， 这 里 =1 b= --ᾱν a=1, b=2, 
ο ga 28 
得 4= -i B= -$. 
. sinz— 1 3 P 
E [a dao pav hisinz+2essz| +0, 


(2) 由 第 684 题 的 解法 知道 


aisinzi-bicosz _ A(asinzibcosz) , B(acosa—bsinz) 
(asinacbcosz)!  (asinzrbcosz)! — (asinz-d-bcosz)* 


A [EE E f dz 
°` Kasinz-bcosz)? asin zT bcosa 
día sin z-- bcosa) 
EJ! (asins F boos z)* 
A 248 B 
Nn mle |- asina bc +0 
(参见 第 075(9) E), 
其 中 0=aretg b, 
- 680. 证 明 
ajSinz-Fb,coSz- ei η... 
πε Az-- Bn |a sin z-F bcosa-ro| 
/ da ο 
η Gto, 


.uurbb p. ab bn guo,- 
AEA- Bo argo σποτ 4, 


[分 析 ] 参见 第 684 题 的 分 析 . i 
GE) 4 “asinz--bicosz+eíi= A(asin z+bcosz+c) 
+B(acosz— bsin z) +C ^ 
= (Aa— Bb)sin z+ (Ab+ Ba)cosz+ Ac C, 
a1 Aa - Bb, by Ab+ Ba, οι”- AeC, 


ut bb -ab 一 ba c o 
解 得 < mb P ΓΕ OTa- 4ο, 
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Οσο a 


f dz 
asinz+bcosz+ce 


! i da 
Aa BIn|asin zbeosz +0 οσα 


sinz--2cosz - 3 
981. X sSinz—2cosz+3 的 不 定 积分 : 


ΓΒ] 利用 第 686 MNAR, 这 


i sing+2eosz-3 gyo 


s I= PE Seri ο[έας- 2c a3] 


"easet 
sing- aria 
在 后 一 积分 中 ,利用 第 683 题 结果 , 8 


3 κ μιά 31-5 Supr Ἡ 
^ I=- ad n|sinz-2e2* | gs ig— 
i 


988. TEE 
(人 —— (0<r<1, -mr<z<z); 


1 
O rugs 


1-8 2d . 
UR] ὦ $ tg =t Riese ΤτΕ, dem Ta. 


MENT ΠΝ 24: 
A yma mr s πα Jonas 


-2arete (12 )+0= 2aretg (Ef te 2) 0. 


Q) Figa, Rl drm a 


: Í dz dt 

U labiga Ὃ HEY 
"fahr roti ον 
ari apo US ic 


a 
EE qns eetet 


A b a 
ab RN )+C 
es 


-= m |*zíp 2 -σ 
= zip In|acos z+ bsin z| tarn 4.0, 


689. 3CTPIEMOUTEBU. 


cosa 1 tii 
O Au O moos. O aisa 
eos ads [ ()-sin!z)'cosz 
"K = pus as 
ο κ οσα 33557... foin sasina 
sing 
= 55 - 2In|sinz| -i +0. 


da [(Ω51ᾳ33} 
O fiers" Frane AE mata 
-(S379a (νι 
-f(e*2c 5) 
κα εἰπε κ εδ] -iry +0. 


dz o= dez S [ (l+ tg22y2 
e =E; [rz SEE as 


ο dt ($ t=tga) 


y feu ia- ERES lc 


-Ígz-2cdgz- goo, 
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690. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


1 
Q) sinzsin Fsin Z, O —s 
1 
3) —— 1 
8 Sinzcos2z ° 
ETE ERN USER EE 
UR) (Ὁ fsinzsin Z.sin- as i (5554 cos Σ a)sin Z da 
=L (sn ruin Saten T s— si 1E aa 
(nin ο S a= ο 
ν.δ 5. εἴ, aH 
ad 0959-19 and a di $^ 3275 6 «ΕΟ, 
@ f A ito Lf asna 
Sinasinlz  Z)si"zcosz — 2) sim zoos 


oda (4 tesi a) 
1 1 
ος wi g)a-- s 
sin z 
"m + i- sejo 
1 1 (1-4 sin z)? 
i 1 


Mr TRE 


1 


1 
-gart i Iltgz+sesz| +0; 


[ dcosz 
Sin z(Zcos'a- 1) 


e [a 


ks 


=f. dz 
CE sin z(2cos* 


et 
-for ias Fe ioca) 


f 1-4 

-f(- J^ 

[ 5. 
PENNE 
MERETET 
d-it] ET 
'ixcesz 


=bn 


8 6、 三 角 函数 的 积分 


E 


6891， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


CD L 


sin (z + a)sin (z-- b) 


(ab); 


(a*-0, sinz sina), 


sin(z-Fa)sia (z 5) 


[stie — (s+0)] gs 


1 
Q sing-sing 

Ίσα of z 
1 
-imna 

= + 
sin (a— 

1 


sin(a— 


1 


b) | sin(z-Fa)sin(z--5) 


{55615 eim 7 
sn(ztb) “sin(z+a) J ' 


[ dsin(z+b) _ ατα] 
sin(z-- b) sin(z4-a) 


b) 


ὃ) 
sin(z+a) |, 


-aD rrr TES 
α--ᾱ zta 
1 7 o2 ) 


d: 
9 factas ez 


692、 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ; 
| [ο — 
| X sin roos a 
dz 


dz 
m) o οὐ σος 
1-05 - P 
αρα (Φα) - 


1 

cos TV sin ` 

f r secadz 
z 


[ο] 


+240 
Vi 3 


| ; ο 
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2 - coszdz M 
9 fare z Joi kä - 
(4 t=sin z) 
A ντ,.3{{ 1 1 
Az eYo-i ns) 


3/1, (u4D?* i 
E har t gates 3 


ο τα aroig x )+c 
(参见 T 题 和 643(1) 18) 
beue i ae Sao 
(sin z+ 1)2 (SIZE + Vai z+ 1) 
(sia z- 12 (Vsin?a — Ysin 4-1). 
Μ V3 Vsinz L 


二 3 rt Y προς rrr +0, 


aln 


698. R T,= fig" zdz tri Άσε, HHW ftat ndo, 
UN] 1,7 fiet a(sos-1)dz= fg tutt a- Ls 


Jietsis- Fac nous ine nu 
-Lu.lugeeluts-teitatO. 

694. EL, [sinsza, J, [oo zam. 证 明 ， 
D LL sin"iscosa + 2 


J= cos ssina 


$7. 超越 函数 的 积分 401 


[证 ] 仅 证 J。 L 相仿. 
J= forsa -ain?a)da= Jas- f pr αἷα α ἆα 


RY -fsinze(- sms) 


Josue cos zsin a- πὶ τ τοῦτ) adsina 


iL plain d 
Jui ep cost asina LL Jn 


Εαν s+ 271 J, ,, 
* " 


695. HI (m, n) = [sin" zoos zde, m, n 都 是 正 整数 ,证 
8Η. 


1 š -- π-1 
I(m, n) = sin"*!zoos^" z4- 
( ) mEn m+n 


I(m,n-2), 
[iE] L(m, ἡ) e [sinn cost sasin z 
= sinti acos g- Jasa inm aco 
一 sinmrlz,coss-1z 一 fc ο 
-(ᾱ-- 1) ο edz 
siue" acos z- (m-n- 1) (n, n) 


4 (n-1)1(m, n- 2) 
(m--n) (πο, n) =sin=*1zcos"-1z+ (n- 1)L (m, n- 2), 


. = ο ος ασε - 
5. ον o ue rime te T Lm, n-2), 


$7. 超越 函数 的 积分 


696. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


ο o o, 841 
ὢ A O FFT 


, 402 第 四 章 不 定 积 分 . 


(9) ELI (270) 


o uf 


i 
O == 
JE 一 dee [maie 40, 


om [τες [ote [ετσι 


Pel 
qe Gi 


le t Austen -2ln|t+1 +0 
=e+s—-21n(e+1) +C, 
(3) [ 解 一 ] 


αν 


1 (d(a*a* 
Maj atra 
=a, Rj dt-a'Inadz 
B | 和 时 i [el -ᾱ. 1 (= De 


a*rac ο na) rfi + dua Ki 


-- e+ a-e) 
Tug to )*e. 


Pri d 
2s 1) 一 
E UT 43) -Int]+0 


=l n tl g μπω ως 0, 
Ta a* Ina 


(4) [R] 4 re" Pl dt 26" dz, 


1 
πετ 
697. 求 下 列 函 煞 的 不 定 积分 : 
oO ines 
人 = n -| |z ο MM 


rem G- mE a- nho 
3 


ο. 
$ -) 50, 


37. 超越 函数 的 积分 408 


e wm Jesse fe 


ο. ει A 
[oir t 


S l(dütetel) if dt - 
2] PFI 2) rl z 
1 Ern 2t+1 

ph +i t paei V3 +0 
μη εν 2641 

-Beste t+ +0. 
688. 设 Βίοι, zs, 7 αι) BARER αι, as 5 a, 都 是 
有 理 数 , 证明 


[ate e=, n mma ΦΕΚ. 
[分 析 ] 只 要 证 明 被 积 表达 式 Re, ens ns ο 可 以 有 理化 , 从 
TAURO ολλ Tv i ë 


=P, e Pa, > 
[E] ita m utu 


; — rR Qa do "5 qa 的 最 小 


ARR aim D, ae Pn, us TS 41-4, * 


entm phy, qtue teri, ues, ο. ΚΕ 


Ret ew, τον err) dr f R^, tfr ον ge ᾱ. 


κ. i επερώα. 
也 (是 有 理 函数 , 因此 其 积分 必 是 t 的 初等 函数 . 


699. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 
人 Vi+inz lng 


= (2) TaT 


[R] ᾱ) $1rliz-t, ame, deie dt- 


kusi 第 四 章 不 定 积 分 


Vira, (s i424 
IEEE da [55 ea jiasi i+ 
ο ο 
E A 
D Fisy, di= 一 2 da, 2-22), 
des f là (23) dt 
ΕἾ 


3 
‘h(E St 
222). PEZES 
Dai 


m (ER 
tin (£3)- E ias een. 


4 
= 7/37- å lu n z- g v3s=2 2 


4⁄2 arete VZ 3, 


eje eje de 45 


700， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : Cu 
(D. cos? VT; (2) arc sa- (a>0), 


[ 解 ] (DV . 
^ feos gas f eos t= [e 


,， 则 z=, da 2t dt. 


-二 + 本 | asia arci et sint- T fain aede 


ο ian μι 


$ 了、 超越 函数 的 积分 405 


(3) 5 — ==, 则 z= te 


z Jaresin ΜΕΝ dz feta ta [a attt o ga: 


ο fao ο 


- tnd -vas+0, 


Ἕτα 


101. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : < 
O mV OBA), 
[ 解 ] GD {5 «πε Τα) dz zla( 1723/12) 
- faits vic ERR) 
π E (IST 
X 


— σα 
VIUERE VTS VEI 

lfeivIzz- ita 1 1 Ἆ; 
el (Rm 


=- INE- Jaz+4f(1- τας 


$J E DT Tz) zm : 


= 号- 去 arsinz+C. 


- f la(J/I724 V/1Y2)ds 


asmi iat τα) -— i arcsin z+C, 


c fe dam- i fr Ἐπ ΙΡ ο [}; ants 


ο ΗΝ ΗΝ (3) 
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-- duis Spinta fn ἂν 


-- Sinite erbe E ο 

MEAE ata is ΕΗ 

-- N ir ns- quc 

ἜΝ ΟΤΙ αι.) κα, tide 
702， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 


ων. 
G +a) 


(2) In[(z--a)***(z 4 b)***] GG 


US] (D $ z=tgt, 则 (25 sont, -- 则 


int+ C EL um Ar ruin 


IDEJ : 1 
^ -d E 
πω σσ dur 
Tm In z-In(z +V1T2) 10, 


(2) InC(zsca) tse D)* P] (o0) In (940) 3 (z+ Bia(a+b), 


n ο ο "enr 


-| 


festes ο + fin os tn a) 
LEN =in(z+a)ln(z+ b) - fin (aqya (aca) o 


Ρ + 和 e+ 5)dln (za) =In(z+a)]n (z+) +0, 


$7 超越 西数 的 积分 ao 

708. CK TALIS CASE PAZ: EB 

a) E Q) αυτοίς sln G+ 29, 

[51 ὦ [515 E da= [arcte si VIFS 
MM 


dz 
lez 


-νττααιοῖρα-- DRE yd 40, 


RE i ωάεσἃ 


=L tartes d+) -rt 


-hä arcigz ds, 
[απ κανω» fe - à πο da 
ο ο B as .-- 


=zh(ü+z)- PLAN μαθω 


ο da 


στ τα. prz 


ο. da, 


hz 


zarit eda f(z- ja 二 3 
ον. 


-Ecaswgs-l[ de- 3 farte eda 55 


elcanni- EE E ο +) 
Ind 


^ + 全 学 


ERER 


Sun aya i 


dn (Lb) 
jf "es 4 


I=$ s- lossyaniga- 5 (+a) r 


+l 
3 


E aretgzin (1429) +C; 


704， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 
a 1n(#+ MI x2) [ο] (1 十 ze)arc sin δ᾽ 
"m m. 1-2 C 


ERI Q; #m37020) 题 的 解 ,有 
三 和 
ez: vit 


Š Pe ejes 


l2 


-75 ο fo gr” 


- z, 1 [4(α} 
k ki με 


dn(z-VITz) -4 In(L25) +0, 


- == 
(2) 4 t=8rosinz, 则 z=sint, dz=costdt, 


t 
Era 


-l Bef 


d-r- I 
mtra ie [eati 
-locrdgreln|snr| +0 


=} arsina- aig βτὸ εἰς z+ In[|eF-, 


51. gs 409 


705. JCFPHEIITGEBUM. 


q) 2arocosz ` 9 z'arcigz 
o E o rege 


t) (D μον) 


arccosz 


AES ji 


DEBERE ΠΕΠ 


人) 4 i-arctgz, N di= dz, s (gt, 
E r (ote dao frigide, 
x fiic fetten mim fist nett à 
tt 
zn 1- fo(Ltei-teeeo)- (Leitern) 
-[& κλεισει i 
m [Πο ο feti nie fan fm 
-i etatgt— S uis frar 
τὰ teit joost] +3 ΑΟ, 
1-3 autas (£s) p not, 
106. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 : 


(D tgatg(eta); OE 


410 Απ FER? 


UR) ὦ νο αν” 


EE rump (ies 
ος n 

πι guinli-tiea| -antgtec 
-- In|l-tgaigz|- 240 ， 


(2) Fes ες de 1 


l4cosz l4o0osz 
μον Ημ 6osz--sinz+1 
στ -fe 一 i++eosz ` to de 
Ltsing e sin z: 
“Tioss [sss = [s % 
sinz 1 
Tire τετ te= JG) 
l-sinz Γκ 
ΠΟΙῸΝ Is s rr 
EET] 
1l+coss 
707. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 ; 
ασ δ z? aro cos z 
O Au mum oS 
[R] GQ) $ antes, 则 dt= s ds, segs 
τμ. 


-ᾱ 1*a|t tg? tdt, 
[eei t (sect 2) dt fractes- D 
=i(tgt- 2 - (tg+—t)as 


a 
=iltgi-i) +n [eost] +540 


对 7， 超 越 函 数 的 积分 b 


jat- 


s arctg’ztaļ|zaretgz-4 10:25 +o, 


(2) & t-arccosa, M] dt= 一 dz, z=cost, 


viss 
- fretta 


arc cos z 
dac 
^ JS 


è -ja- 而 ILC i-i sinti) 

- -i(sinis- ο ο DE 

LI ECL sin? ?) - cos i+ f G — cost) deost 
1 


=- [sni- 3st) eos tp eost desto 
πε“ 
αι «κο BUT. 
το sin 6”. aro fg οὗ 
0 — (2) due 
[ 解 ] Q) ΕΣΩ ($ imet) 
=- farsia (I) - -Faro sint + Te 


- -aresit-p| 半 人 -全 | 十 C( 参 见 第 596(3) M) 


--- In(1 + yI- ο) -z4-0, 


Q) $186, 
are NES 1 1 
i [ies de] ey d? ΕΕ Τ 3)" 


7s facete a (1 )- erdt 


2 - 
zA queas arc tg?t, 
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5. [ise 


I= -Farctgtt2In 


H - ΚΙ 
Tp) nt gue 6, 


Li 
mud 
mai arctg ta-In( + e) - are tg*ei eO, 


- aretg?t- C. 


709. R 1,- farrad HARAR (e --ᾱν m 是正 束 
30. 


LLL. amieta. [ρω 
(m) 1. m LL ins - fnnt eds 


- = z4 In" z- a (m»1), 
b= fz dz= ο 240, 
710. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 
1 sin2z 
e sin zA/1--cosz" e A/1--costa * 
T: TAI ma. snm 
EW) (D 作 代 换 t=VITcosz; M dt SUTTON dz, 
. { dz E sinzdz αἴ dt 0 
l sina /lFcoss /sin'z/licosa (2-5 


-J 


由 恒等式 2= 1 (0) -- 2) +B(P—2) + (614 D), ER 4-0, Be, 
0-0, D-1, zx 


ds [2,2 
[sr T + 


il ΕΔ 
s=IL+—=h +0 
ἜΤ 3⁄2 | Dd | 
1 1 M3 -V rez c 


a +C. 
Vilteoss 2/4 V23+Vltooss 


和 7。 超越 函数 的 积分 413 


(2) ` αἰαθαᾶα---ἆ (ul ) esse 99921 tl ' 


$5 ο t Frey απ) 


= = In (eos! z+ / T cosa) +C, 


s-a V 


sin 


T. 求 不 定 积分 L= dz 的 递 推 公式 (n 是 正 


整数 , n2. 


Sin sin zi EN TIET ^ 
sintru sii 219 = 1—eos(e—e) . κ 
= J [eos(z+a) -ens(a-a)]o —sin asin s, 
ΕΜ.” -afe7tsin sar=2f "A sin'a — (sina +sin z) ]t 


-ϑκωα[ε-λάν-- 2 [etiain 2)dt 


x poss στο” (sina+sin zysina gp 


s za. 
2sin' "um 


D SEX 不 定 积分 


mina qs 2 fetis 
π-1 


—a(qe- [Gina ὑφ α)οῖαα | 
Je [toe ip 


"Esa ei ar, veo, 


2sin 


(sin a-t-sin z) sina — 2si 
92-2] 
sin 


i 
2 2 
EN 2f e sinta +sin zsina — 1--cos(z--a) da 


cosa- cosg 


eae cosa (eosz— cosa) gy 
BIET 


2 cosa [ih dz m 2cosal, s, 


2a aet 
zm — La 26o5al,i, 


9Y12.， 求 下 列 函数 的 不 定 积分 : 


Ὁ +n); qp sine vr, : 


LJ EA 
bo 09 Z=" 
[81 ὦ - = “m=i - 


ο ub mz 


fe ins nisu fam t0, 


Q 由 分 部 积分 法 
In(z-/ 112) m {1 
κο πως Ane erem) 
_ 卫 (e+VIT z dz 


Zü-35 -ᾱ GE 本 Vi 
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— 48 E: 
积分 中 , 令 t τα’ 有 
十 Wi 
-z7 ali YR ad 
VITE RA Zr 
m$ 
.op B|BGtylez) _1 n| AZE |o, 
… 7 20-25 VT VI- Viz| ον 


(8) 令 z=tht, 则 "oleum —sech?t, di sech?tdt, 


z- Ios 1-5 


ΓΕΘ 


ο. 


pree A 


。 [am+b |2-1| 
NL 2 tetra 


—be+2a (ricas, it 
利用 分 部 积 今 法 计算 后 一 个 积分 ,有 
` ας seo ar fao 


=t(t—tht) JE 


8 
πατε μα 


την 
"— Deje = VEF) 
VI tf S zu 


mE + l-a lir. 
gc eet 


—.—— 
αντ  2/l1-syita 


) 
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一 ~ vd 下 


"I dz -ᾱ{ zd. 
μην GÓDNA- 


lansarrlyIn 
cepansina4—v/1-z +0, 


718. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， vue 
Qoa _ (2) shzsh2zsh 8z; 
(3 vtz; ` 6) sh az oos ba, 
(DO ὦ farzand] a cassis 

-ῃ6 + 2ch2z+ eh 42)dz 


1/3 
ΣΙ sh4z)+0, 


(9) [she sheets sh 2a (ch 4z- ch 22)de 


=L (ones has iban de S hé. τα 


24 16 8 
H 21di 
O Φις Vihz. [ESI ES, d 
dt 
IF 
t —arctgt+0 
<l | tha 
- gn Vae | λος 


 [μιας-οοεδεάα-- Ljehamiinta 一 
-i sba a-sin bz — 2. foh az-sin bzdz 


和 it enibe~: efus -cosbada 


ΠΕΣ aw 


一 


.fs ocosbado— ντ (a ebaz-eosbz+ sh az-sin ba) £0. 


TM. 设 P(z) 是 ”次 多 项 式 , 证明. 
[poetas e (e. ro. ORRO] e... 


+D) yo, 


[证 ] fe wierd /Pts «“Ρ(3) -- ire 
lob - [soa 


--ᾱ “Ρίο -Fhe Pia - [5΄Θ»-α.) 


leal 
+D Poo - [pott ena). 
但 PD (a) =0 E 
ο (PE DO, P Q 
GODS) 
` TD. RPG) Rakim 


I T...) 
(mere PO IO ug 


[Peosmesas- — eosar ( pq) - TP 


i sinar (Proa) 3 P^ 十 PO is -)το 


(È 直 Peo) = 0 得 括号 中 是 有 限 项 )。 
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DE] Ἡλι 
d =: 


以 及 第 714 题 , 以 好 (或 — ia) ft a, Rh i= / ο 8 
P ETa ae Ἠ[Ρώ«- dit i P(2)e7"*dz 


αρ P , P'E) PRG Pon 
αμα "day 
rze. ἕῳ , Pe Pr 

d 


τα τπτ "(Cd (a 


+C 5-2) +C 


ga MO Tem ( Pia)  P'(2,P^(n -) 
ur nmi ar NE MET M 


z eie (Pon ` pco 


a a* 
sinaz P” (2) , PO) 
-ia pa - P Pr Lu) 


Spr - PA *)ec 


同样 证 明 关于 [P (s) sim ας dz 的 等 式 . 
[证 二 ] 与 第 714 题 相仿 ,利用 分 部 积分 法 . 
[P (weosaras= [eio asnas = 二 PCa)sinaz- HIE 


p odd on 


=+ P(a)sinaz+ Sy P (z) cosaz- 1 二 | Poosazaa 
, EET Pera) =0, mono HERES, 
同样 证 明 关于 [posi azdz 的 等 式 ， 
716. τ Ρα) 是 一 个 多 项 式 ， 已 (z) = co 十 az 十 qa02 十 … 十 
ορ», 在 什么 条 件 下 不 定 积分 | P(E) otda 是 一 个 初等 西数 


二 7。 超 越 函 数 的 积分 419 


(GL 


ΣΣ 
DRA [23 ends iniit auf ου, 可 见 [Ρ(1}»'εν rmn 
SERS S 40, "—— 4» 便 获得 所 要 的 结果 。 

P (二 )=o+ 所 E Ne Um 
s Έμορ daa, [5 datitan f dz 
3845086 Kor D (e-1); 
e 1 1 l ο 1 fe 
hofte - zxlet(a)- IAS Ia 
1 e 1 1 e 1 £ x 
Ur n) fe 
σπα eir a 
αι R— DER, FA 
ΟΣ nm oi Ἔφο(α) p. (2) 


MOSS pon ΕΝ JERA 


T στι) z 
TE Sar eges press, ( P(Dets a tua 
函数 ， 
mz. i) = (IP ， 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 ， 
a = Φα) 


= ges 
O τσι o =. 


420 第 四 章 不 定 积分 


[51 ὦ ç e= M == Int, dac D, 
fg d -μ( «cite )+0, 
@ mos 
2.2, 4,4 . 
-4 e a= ((1- 5) ' 3 
-e-4li(e)-4 πιο 


πο- sun e Dos $e 40, 


e [απ je 
-ajir 
et lin?) ο +O. 


je 321-48 
o [re ο... IE 


- ΕΟΝ -ez- lem 2x) 


"(2t - x 64: li (e=) 0, 


第 五 章 ” 定 积分 及 其 应 用 


工 ， 定 积分 的 概念 
EGRE f (z) 在 [a, b] 上 有 定义 ,对 [a, 如 的 任 一 划分 Pa 
< 有 和 < 人 dB P| max ἴδε]. Anonce 在 每 


一 个 [ws ad EER EG 3, Uy. FUR 
lm AOLO 


M cu Qu DE 
上 的 选取 无 关 ， 称 了 是 函数 了 (2) E lu D) 上 的 定 积分 ， 记 为 


ICONE - 
τ Hin S FG ἀει-.[᾽γίολαε, 


Mo 5 


这 时 又 称 f(z) 在 [a, ὁ] RRETA). 
其 等 价 定义 是 : 设 f(z) Ela, AF, Μία, 丰 的 任 一 划分 P, 
Q= zo RE 8 


Ob, OY, meo, iet, UD) 
作 U(f, P) -È Midzs, L(£. P) =È mán, 


记 Jesint (0, P)}, [rayae=supthC, P), 
分 别称 它们 是 了 (o) 在 .Ia Ἡ 的 上 积分 和 下 积分 ， 如 果 
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n ο f (a)dz, 


记 它 为 fr (de, 称 它 是 了 G) H la b) WERD, XÉ f) 
在 [a, DEA ESTO. 

可 积 的 充 要 条 件 REMS OH [la 如 上 可 积 的 充 要 条 件 
是 : 对 任意 s>0, 存在 [a, 如 的 一 个 划分 了 ,使 U(f, P) - Lf, 
P)«e, 

2、 定 积分 的 基本 性 质 

(D Sa), ga) 都 在 [α, b) SER, a，B 是 两 个 常数 ， 则 
af (2) + Bg(z) M f (x) -g (2) 在 [a, D) 可 积 ,并 且 有 

fiere Bode a f. feda Bg (was. 

(2) RS), ga) 都 在 [α, d] 可 积 , Β f (a) <g (2) G€ [α, 

NT 


ο ra 


(3) š f (z) 在 (a. b) TR, W |/ G2 | 也 在 [α, 0] 可 积 , 并 
ΕΞ 


a 
[fr wasl<f tr tas. 
(D 中 值 定理 BS, 9 都 在 [a b| IE, g [a D) RES 
不 变 , 则 存在 数 int (£6) «ies sup UG), 使 
πμ πο n f, ads. 
特别 的 ,又 若 f(z) 在 [a, ὃ] 连续 , 刘 存在 EE [a, δ) 使 
ETOLOGIO 
83 gG) -1(€ [a B)), 则 存在 5E Ta, 可 ， 使 
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from - re 0-2. 


称 [μας EERS 在 [ο, 可 上 的 平均 值 ， 


9. 定 积分 的 计算 
O 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式、 设 f(z) 在 [a, 513€, z€ [α, δ], 
则 


4 [raya f, 
XE F (e) 是 jz) 在 (a, b) 的 一 个 原画 数 , 则 
ο. FQ) - r0. 


(2) $5 δὲ SORIOL [a 如 连续 (1) p) Æ la 8) 
HERT HEY (C [α, β) B] pE) Ε[α, δ], pla) --ᾱ, φ(β) 
=b, WJ 


" 
freie fio Wp com. 


(8) 分 部 积分 法 BSE), σία) 都 在 Co, δ] 有 连续 的 导数 ， 
则 


fioro æsa WALL 


.广义 积分 

O μάπα ΜΜΑ. 

JG BU KOD ΧΙ 72, 函数 f(z) 在 [α, δ] ΠΒ. 
定义 


fF Ede- im | ayar (着 极限 存在 ). 
ΝΕΥΡΑ [reyes κα. 若 上 述 航 限 不 存在 ， 称 
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NIE 


另 一 无 穷 限 积分 设 对 任何 < 和 2， ab, 函数 了 在 [c， 站 可 
积 ， 定 义 


| reyas= dim feos (者 极限 存在 ). 


并 称 广义 积分 | ee kW # ERM ASE É 
[reos t. 


无 界 函数 的 广义 积分 设 5 是 函数 了 的 奇 点 ， 对 任何 30， 
f(2) 在 [w b—e](a-cb—s) IER, 定义 


[fas lim ("foin (着 此 极限 存在 )， 


并 称 广 义 积分 | 7()dz ΜΕΝ. 车 上 述 极限 不 存在 则 称 广义 积 
[πώ ttt. 


另 一 无 界 函数 的 广义 积分 δὲ ο 是 函数 (2) 的 奇 点 , 对 任意 
870 和 ”>0 f (a) 在 [α, ο--σ], [c+m, δ] AR, L 


furis um A fi fode RRT. 

并 称 广义 积分 | 7 Ca) it. ERRARTE, WELA 

a reyes zt. ο. 
ων νο 

μπω GEB a, br —oo 和 +00) ke, ΒΕ SURE 

4 [αν 绝对 收敛 ， 这 时 | 7(o)a 必定 收敛 ;但 反之 不 然 ， 
Q MAS C 
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比较 判别 法 ” 设 对 和 任何 b>a, f (z) M σία) 都 在 [% b] TRA, 
又 设 当 = 充 分 大 时 Of G) ο μα ο 
[ae 政策 im (7002s ea f oeda Ri. 特别 
3,38 f G) ~ga) G9) M fi Fadet |” gle)az 同时 


Decir k. 
柯 西 判别 法 ” 设 对 任何 5>a, f (z) 在 [a, b) 可 积 ,并 且 对 充 
BKM a f (z) 20, di limfa) -1, Πα» 1, OKH 


at, Sode κάν 5 act, 0<1< 二 中 时 ,| fae RM. 
ARAME [ras kak, σία) 在 [αι +o) 单调 
BER, W | 7(e)g(a)aa ἴτϑι, 
多 里 克 雷 判 别 法 “ 设 对 一 切 4>a 7(c)dz 有 界 ，9g(o) 在 


la, +00) 单调 并 且 lim σία) --0, 则 {΄"Γω)σ(οὰς ἐκᾶ., 

无 界 函数 的 广义 积分 的 情形 有 完全 类 似 的 判别 法 .但 柯 丙 关 
别 法 是 : 设 5 是 函数 f(z) 的 厅 点 ,对 任意 。>0, fle) ἴα, ὃ-- ο] 
FIERTA, ουν 则 当 0<a<l 0<I< 
EI NIS WE 当 o1, 0<1< +o Rf, frena 发 
散 . 

MONS UE 
也 称 柯 西 主 值 , 记 为 P.V.， 其 定义 为 


M a 
P.V. as- de" fas RREH). 
` Ba<b<o, b E 35 f G) -HEA 
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P.V. ffeoas- im |” ftoae f. 1022] 


m 
(车 极限 存在 ). 
5. 定 积分 在 几何 上 的 应 用 
G) 平面 图 形 的 面积 ”由 连续 的 曲线 y=f(z), αν α--ᾱ, 
2=bla<b) 所 围 平面 狠 形 的 面积 


i 
κος 
当 连 续 的 曲线 由 参数 方程 z(t), v-v 表示 时 ， 在 上 述 
deste ftl α-α(), GERE yy( 晴 ， 便 得 相应 的 面积 公式 . 
当 连 续 的 曲线 由 极 坐 标 方程 "一 "(9) 表示 时 ， 由 求 该 曲线 以 
R 6a, ϐ--βία-«8) Br ΕΙ TERR 


ΚΟ 
(2) 平面 曲线 的 弧 长 ”光滑 曲线 2 一 z(t), y~y(t) (a«t« S) 
wu — L-[a-[e ea. 
当 光 滑 曲 线 的 方程 由 y 一 了 (2) (az «0 表示 时 ， 
ο 
当 光 浇 曲 线 的 方程 由 极 坐 标 方程 7~7(9) (a0 B) RRR, 
s= f £y a, 


(3) 已 知 截面 积 求 体积 ” 设 物 体 介 于 2 一 % z—b (a<b) 之 
间 ,对 任何 z€ [w b], 已 知 物体 在 2 处 的 截面 积 4(z), 则 物体 
的 体积 


y - f cas, 
(4) 旋转 体 的 体积 连续 的 曲线 y — f (z) (a<z<b) # > f 
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旋转 一 周 后 生成 的 旋转 体 的 体积 
y -af wa- Pade, 
当 连 续 的 曲线 由 参数 方程 ~z( 用 ，yy(t) 表示 时 ， 在 上 述 
公式 中 作 代 换 2 一 z( 作 ， 这 时 y~y( 攻 ， 便 得 相应 的 体积 公式 . 
(5) 旋转 曲面 的 面积 、 光 清 曲 线 z=z(), y=y(D) (a<t<B) 
绕 < 轴 旋转 一 周 后 生成 的 旋转 曲面 的 面积 


Pss [^ ivlas=28 Ινώ! VFO as 
ΜΗ AU y= f GG) (κα) ARA, 
F-2 [fol Ede, 
当 光滑 曲线 由 极 坐标 方程 7~r(b) aIL) 表示 时 ， 
F=2= [Ir (Osin | VAO Fr d$. 


nOmERaGELSS 
(D 位 移 ”质点 以 速度 v(t) 没 直线 运动 ， 从 时 间 to P ἐν δα 
位 移 


κο 
(2) ΜΑ SER (2) (C<z<5) 的 直 棒 的 质量 
人 oa 


9) 3 ελ!) 的 作用 下 质点 滑 直线 由 =4 S.T 
b, 力 所 作 的 功 


w-[ reyaz. 


4 曲线 的 静 力 矩 . 惯 性 年 和 重心 WOKMHURSR =), y= 
vü) ως: <8) 的 密度 是 PO. MARAT x SUR y ΜΘ 


E Απ ZEDEHMS 


EM, M, REJE L, 1, 和 重心 (z, 9) 分 别 是 ， 
Me- [vods f vp) EFE) a, 


Mt, spas - f^ «coco ES) EUG) dt T. 
1 - f toa [t ποσο” 
Ίνα fe pds ot) V) τν ῷ dt 
s 
ο οσο. ο 
特别 当 曲 线 具有 均匀 的 密度 时 ,其 重心 G D 为 
Αμ πα. 
E E VD a 
L- APOO amas. 


(5) WBEF393J003F AERE, 惯性 矩 和 重心 R T Hi 
BU y-f(2), z WAR α--α, z=b(a<b) ME, JC f GQ 


>0 且 连 续 (zE (a, 0)), ` 又 设 其 密度 为 1， 则 该 图 形 关于 z 轴 
51888587348 M. My, REEI 1, 和 重心 (5， NANE 


M.- 就 io Hi ο” 


κ. riu rain 
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r- [πε dz- ferreos 


z-J5, p= Me, 4 是 图形 的 面积 . 
9， 定 积分 的 近似 计算 
EPAR WEM (os 可 fen SAL AAN amm e 
e, =b, Z yim f (2), $70, 1, 2, =, τ, 则 


furis P etes 


或 [Was o eet. 


梯形 公式 ”将 区 间 [α, b] fE n FA AAN omae <a << 
a,b, iB mf (a), $0, 1; 2, 5 n, WJ i 


[rase B (Me eure eua *)s 


5 ΦΑΝΕ ΑΣ HRE [a b] fE 2n 等 分 , 22 ΚΑ ame ce 
ο ay, =b. dB uem f (n0, $70, 1, 2, … 2n, W 
+2(yat ο) 


f 
ROREM 了 
8. -函数 和 入 -函数 : 


B-EM Bp D -S etd (p, φ»0), 


ο Τῷ = [etin 


rr DH 
51. 定 积分 的 定义 和 性 质 


718. 从 定 积分 的 定义 出 发 求 [raz(a>07，， 


430 第 五 章 “ 定 积分 及 其 应 用 


[R] … “在 [0, 1) ER, .or 在 [0, ο 
ο ο 2 ο ο το” 


于 是 


所 以 


719。 从 定 积分 的 定义 出 发 下 coszdz. 


[WO oss [o Z]##,-oszz[o, Z]=m =[o 5) 
faa. Fe Dz. ππ]ώ-ι, n oes mu 
点 函数 值 作 和 ， ` 


oe 二 
利用 积 化 和 差 的 公式 ,有 


do densi 8-1 [56 (14) 88 (1-i)Z] 
οκ) 
e arer C 


2sin 
po sins 
lig 25-14 


feossds= timo. πες 
o D dad er: 
Mir 


* 
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T0. 从 定 积分 的 定义 出 发 | 57 «act. 


[4.31] E 在 [a, bJ, .. Lt 513181. 3 [e b) 作 任 一 
划分 , 其 分 点 为 am zi an mb, $ Anm no liE], ἃ, "ον m, 
e max dám) 在 每 个 子 区 则 [zs zJ ER έιναι (i=l, 2, 
eu n), 作 和 

_ δ δ. «/1 
σ- ne 4n E ποστ 


: li ὃν 4n 
` —=lim 
aei naim 


ni. ο ο. (πι --ᾱ, 0<a<b), 
[ 解 ] ο βία 1388, G z" 在 [a， DTR, Hla 5] 用 分 点 
a, ah, αλλ, ..., al e bh 1) 划分 ,这 时 天- gz. Azmah‘ — ahi - egi? 


ο ο 2, =, n), #884-#8 Cah, aol, 3, 0) 上 
Lx LUr2 PERI: 
σ.--α"-α()-- 1) ἠ- (ah) "ah (h— 1) ++ + (ahn7!) «ah (h — 1) 
eant (5 1) (1 hae eee + emt) 


G 
ena Ee a (JE) e 
a; 


-1.1 
a3 


利用 lim Z 


a7dz-limo.— asa [(.SY? _ ]- l eei amt, 
. k mi - 


a 


zu 
799. REKS) # [α, 0] 有 界 ， 其 不 连续 点 是 zw n=l, 
2, 3,…， 3Ë B z,—>zo. WEH f (2) 在 [a, 5] WIR. 


[分 析 ] Æ [a 切中 除去 一 个 含有 zo 的 小 区 间 (za— 8, m. (650 
是 充分 小 的 )， 镜 下 来 的 将 是 两 个 两 区 间 GE wta, ab) 或 者 是 一 个 闭 
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RA ( 若 mm=a 或 w=b)， 而 了 (z) 在 这 些 闭 区 间 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 
ἈΠῚ f (z) 可 积 ; 再 利用 可 积 的 充 要 条 御 加 以 证 明 。 

[E] 对 任意 8>0, 因 rrn, ME (m-e, 06) 外 f(z) 只 有 有 
BARERA, irta, mtb, 那么 对 充分 小 的 s> Haas 6a 
eb, 这 时 由 于 f (z) # [a, αὐ- 8] 和 Cits, b] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ， 
于 是 f(z) 在 这 两 个 闭 区 全 上 都 可 积 。 根据 可 积 的 充 要 条 件 ， 存 在 to 
25-8] 的 一 个 划分 Pi 和 Cote, b] 的 一 个 划分 Po, 使 

U(f, P) = L(f, P) «e, U(f, P) - L(f, Ρ «e. 

将 Pi 的 分 点 和 Ps 的 分 点 合并 便 成 
为 [a, 菇 的 一 个 划分 已 iBa z- 5, 
Boat, Mag= sup (f), * 


"TON Dl 
RON ANR 
mam inf. Uc 
*» I x: 
U(f, P) - Lf, P) CU; P) + M (8-a) +U(f, PAY’ 
- UL, P) +m. (8—a) L(f; PT 
<2e+ (Mas παρ) «38. 
ώς ἀκα, 
Ulf, P) - L(f, P) <2(1+M - ms, 
由 可 积 的 充 要 条 件 得 f (z) £ [a, bJ 可 PS 
A. i === a 
Ea-aRLfG Elaa ο]. "e 
只 有 有 限 个 不 连续 点 , 故 f (a) 在 [a+ 8, bJ 可 积 , 由 此 可 得 存在 [a+@ b] 
的 一 个 划分 P, 合 


σῷ, P)- L(f, P) «s, 
38 P' SA AR E a, 组 成 [a, b) RiR P. 
ihacatp mac ist {f(d}; Mao mp (f()), ΝΙΝ 
U(f, P) - L(f, P) *U (f, P) - L(f, P)- (Ma - má) (aa) ’ 
<8+ (M —m)a= (1+ M — m)s, 
GE snb, 证 明 方法 与 wm 一 a 时 相仿。， 
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n 1, M z RMM, 
793. 证 明 狄 利克 雷 函 数 D -{ Ὁ, 
EAXDO-, 当 = 是 无 理 数 ， f 
1] 不 可 积 . 

[证 ] HEO, 1] 的 任 一 划分 已 0= 和 <z <…< 和 = 二 15 Δαιπαι-- 
£71, 2 1Pi= maxidz. 在 每 一 个 [zx,-:,， z) 上 取 有 理 数 
&, JU 

Etéosn- Sani 
" IPIS N, 上述 和 式 趋 于 I ERER -Alino nL ER 6, BU 
Èa $ 0-4z:=0, 


3 1Ρ]-»0 B$, ExRRISUELT 0. ΒΙΟΙ makiy ë ms D # [0, 1] 不 可 
m. 

- (WA) 狄 利克 需 函 数 是 在 歼 受 积分 的 意义 下 不 可 积 ， 若 将 积分 的 概 
念 拓 广 为 其 他 积分 例如 勒 贝 格 积分 , 处 狄 利克 雷 函 数 在 勒 由 格 的 意义 下 是 
可 积 的 . 


(TA. EN ERUTOER RUE CO πισω WED, ΠΠ, 
1 1 
f) - sgn (sin Z), «o a7 eno 
vog ea lo, 2-0, 
Dg) 7(a ο ο ο ο. 
«0 (n), 由 723 是 的 结论 得 Λία) 在 [0, ITR, RE, σία) 在 [0， 


NAR 它 的 不 连续 点 5 Jum. ,所 以 g (z) ΕΟ, 1] 
3B. 
LAEIITITI 


He zr (p, 9 都 是 正 整 数 并 且 无 公 因 子 ) 


R(z)- n 
^ 0, Ma 是 无数 0 
在 [o JIR. 
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ΠΕ] 由 第 211 是 证 明 过 程 知道 黎 曼 范 数 R(z) 有 一 个 重要 性 质 是 :对 任 
意 s>0(e <1), 集 合 {fzEL0, 1]| R(z) > 时 是 一 有 限 集 , 设 其 元 素 是 3, To 
UE, Kp zl, 即 当 zE[0, 1], z*= G=1, 2, .--, k) Βᾷ R(z) «e, 
Tü Β() >s。， 现 在 作 [a， 吕 的 一 个 划分 P: 09 zii xS Tl, 将 
ζα, b] 划分 为 n 个子 区 间 oo, αι], ''', [moi zl. 对 划分 一 的 要 求 是 ; 
Q) 除 二 =1 外， 其 余 的 (i=1，2，…，k 一 1) 都 不 是 分 点 ，(2) 含有 
li=l, 2, ''', k) 的 子 区 间 的 长 度 小 于 T, 这 种 子 区 间 至 多 k 个 。 故 所 
有 子 区 间 被 分 为 两 类 ， 第 一 类 是 含有 某 z 的 子 区 间 , 记 它们 是 第 一 类 的 ， 
其 余 的 是 第 二 类 的 ,于 是 

U(R, P) - L(R, Ρ)-- È u- m) 4z, 


κ... (MD — mj?) dz, + ΜΝ (Mf? — min) δα, 


在 第 一 类 子 区 同 中 , MP- ml, δα, < AB PN 至 多 是 项 
之 和 , 所 以 PN (M9 — mi?) δαι, <k- u7* 


RR ER. MP- mP «e, Bum, (MP mi) de «o. 


PE Δειτε à Δει-Ξε, 


这 样 便 得 到 U (R, P) — L(R, P) «e, 由 可 积 的 充 要 条 御 得 已 在 [0 11 
可 积 . 


7290. 证 明 ，(1) 5-[ dem 


vf i- mz 


© 1«f a entis 
@ 4< penne <t, 


[证 ] (D) 73402 S i, 1< 


nere a 


«E, 由 定 积分 性 
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质 得 
x í a dz $. α 
ο. 
z 
(3) '' 当 0<z<l 时 , 1<(1+z)“<1+=, 由 定 积分 性 质 得 
jf dee f, ο... 


(8) … 当 0<=<1 时 ， 
1<(sinz+cosz)2=1+2sin zcosz=1+sin 2z<2, 
nasum 


SENAI 时 成 立 ， 故 有 


ese gene ede f odem 


727. 证 明 epe i m — 


[证 ] feae. f E, gna- i] 


(2,3, e M RR SES h, ο... 


- le dz 
3 as 


- ARALIE 
728. iE f (2) 和 g(z) 都 在 ER - TR RA 


f Osad foda: f gode, . 
[ 解 ] 例如 f(z) -α, 9(z) - ^, 则 (参见 第 721 MD) 
Juro iem f img 0- αὐ, 
formi [ote iens [atas [s n. 
ο Μο f aas. 
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το. E, pala), pala), = pa (2) ΒΕ ἴα, ὃ] ΕΕ 
HM B 
f που hi 
RRM on es … os 使 UG) -- (iG) + espa ( n 
Cpa (2) ) "da 为 最 小 . 
(m) [λω- Sieecores 
=f pat ha foad- o fiona - 
+2 È ΚΟ 
- freies $ $e- 38ο. [7 (αλφι(α)ὰα 
[romae 3 (s fr rs a) 
- Affe «o a] 
由 此 可 见 , 当 
«o [foco dzG=1, 3, n) 
时 fpo- Siem] i t 
| TM. IG Ela, ΙΑ bo f G) —0 HER 
| 条 件 是 对 每 一 个 zE [a, b] # f (e) -0, 
| DE) OB RENS, S 2 -ο NA Πάγο, # P ay as=0, 


必要 性 ; 采用 反 证 法 。 设 存在 某 个 mE (a DJ fn) *0, 那么 
JP(m) > 0 分 两 种 情形 ，(i 35 z€(a, b), H f2(a) 在 点 和 的 连续 性 ， 
必 存 在 6>0, 48 (m -δ, z-5) Ela, b], ERE z€ (70, αὐ!) 时 


Ῥω» Po. 于 是 
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f Pla) da [5 fon dac f*(2))0»0, 


SEX tod 0B. (Ὁ Β eos KHa H 
PO) 在 点 6 的 右 连 续 性 , 必 存在 8> 0, 使 [a, a+ 8)c Ca, b), EE z€ 
[αν o9] B f) > 76-50, 于 是 
[Ῥω de» f" f) k =f 2o, 
同样 与 已 知 条 件 矛盾 ， 这 样 便 证 明了 对 每 个 zE[a. b] 8 fle) =0; 7 
731. df (a) 在 (o, δ) 连续 , f (z) >>0CE [α, 5)) .B. f (@) # 
0, 证 明 
[ran>o. 
[EJ 由 定 积分 的 基本 性 质 知道 
eoo C: 259. 
MR [f (de 0, WARRT 题 得 fe, 这 与 已 知 条 件 夏 盾 ， 故 
frase. 
789. 设 f(z) 在 [a, δ) i5, f (z) 0, f" (2) 02€ [α, 5) 
证 明 ; 
fro 
a+b e f (a) Xf (9) 
A 5 * b-a < 2 +. 


DE) ， 先 证 右 端的 不 等 式 。 令 
:plo) = LL (a-a) f(a), 
Βιψ--φίο) RERA Δία, γίο)) 和 点 BO, 
JONER. BUS J” (a) >0 # f) 在 [a， 
5) ο 9, 
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N 
ο free e(z)dz 
ofa fe- ajàz+jla)| dz 
-19-10 lo a)?+ f(a) (6-0 
"fuf. e, ` 


f(z)de " 
亦 即 [yor toso, 


再 证 明 左 员 的 不 等 式 ， 将 yG) 在 o= ST) 展开 
se - (225) ο ο αμ 
I: ΗΝ 之 同 , 则 
Ῥωα-[{ itas. “(:59[{: ΤΩΣ 
wr vf ( - S 
: [ε- yo fr €(s ο ao, 


n fram (ES) as r( 557) e- 


i e ule 


[说 明 ] 求证 的 不 等 式 又 可 以 写 为 
(eo-a «f jaart OEO ϱ-ο, 
从 且 何 图 形 上 看 这 是 很 明显 的 , 即 在 给 定 的 条 件 下 ， 由 曲线 Y= (2), a f 
Fisco, a=b 所 图 曲 边 梯形 的 面积 [ 7(z) az 总 是 介 于 梯形 abB'4 的 
im ;(22*)e- mix ana 的 面积 LOID G) 28, 其 


RA AP Ubi ym £60 ας 2 ena, 
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783. 设 函 数 f(z), οί) 都 在 [a, 四 连续 ,证 明 许 瓦 兹 不 等 式 

(πωεωω) <f Pada f oas, 

GE) Eg 在 [a, bJ 上 恒 为 0， 则 上 述 不 等 式 显然 成 立 . 
Egla) # La, δ) 上 不 全 为 0， 则 由 第 ?31 题 知 9*()ds>0, 对 任何 

SUO, Ἢ DIG) - 24) 900 ea, b), 
ο τω 
eo foede 2» [Fg ladat [ fayda 
Juro 
Ames 
Jonas 
fiie: Ë coda (f κορώνα)» 

[说 明 ] 如 果 将 | Agada Re 88 δα γία) 和 9(z) 的 内 积 ,那么 


， 代 入 上 式 即 得 


i i 
(f. fiar) m (foa) da) 分 别 是 f(z) 890) WAK, MERER 
(J saya) < Í fae [21ο as Rn pimi t 
方 不 超过 模 长 平方 之 积 的 拓 广 。 
TA. RERS) 在 (o, d) ERRES, (fida 
1 证明 
E κο Ολο keda <1 
[证 ] ο πχ 题 ) 有 
j + Ας» . 
([Lreneossaas (f, VTE -V FE) eoska aa) 
«fran f acos keds furores, 
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(È f(e)sinkz dz). ο 
(ωφουκεάν) «(f ΠΕΡ 
τ «f re) elsi ον" κε) dn (^f dai, 
785、 设 函数 f(z) 在 [α, b] 连续 ,证 明 : 
Q(frea)«e-ofrem - 
D EJO -0G€ fs; δη), m fred f 28 
[证 ] (1) 34838 733 题 的 结果 , 有 
(firmae - (arma «rine [t as, u 
70-2) f raq, 
(2) 利用 第 733 MHARA 
-0t (VE αὐ «rena f τὸς. 


πα ry > b-a)’ 


` 788. ÙS) 在 la, b) 有 连续 的 导数 ，f(a) -υ, IB ME 
[f œ) 在 ἴα, δ) 上 的 最 大 值 ,证 明 

λος (b-a) Ë 四 ax 
^E) 由 于 |f(y| 在 [ay ES, MEE EECa, h] 8 LO |= M. 


如 果 &=a, H f(a) -0 n f(z) # Ca, ὑ} 79 0, 这 时 结 沦 显然 威 立 ， 如 
JR Cea, 在 第 733 题 中 令 f (a) =1, g(s) =f (z), MA 


(frase fae rimas, 
即 Ut ο ο. 
τπτ) ~0, |E 224, ik 
x νο οκ. 


81. ERSSEXYEESA 441 


πο. REMS O) E R, 
o (^ roa e p raya 


& f roa ὦ £| raya. 
on ὦ Ef soas [f oaf raya] 


ya lu. qeu Hs 
dp Dau f JOa- fijoa 
=f(z+1)- f(z). 


o κο a= [T roa - [τω ai] 
Gn]. fon κο - fo. 
oz αι. soar- [γω] 
=L en 一 一 ^ rea d f poama -f9. 
[o] i af) az Lf fo 4) 
= s c ο σα... 


=f” fartaf (s+y). 


C. REC) 有 连续 的 导数 . RES (一 从 (Oi. 并 
"T κου ο š 
ο. t anar 
-ἁ[--οκο]-[λοο] 
-Z[-os[roa]-ro -ro 


应 用 这 一 结果 即 得 
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站 [ce-beosta-simz 


799. EB Seo eoo nt nar S 


22* 


[分 析 ] 即 要 证 明 im 
ο FERI κα 
amend ΠΕΙ 
lim 一 "一 -~ lim a 
[ sd 
^1 η amu -ι, 


LE Vigia: 
740. 求 极限 lm -8 一 一 
"tp Vaniat 


UM] 这 是 名 竺 定型 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,注意 到 

Vi T LU "ig idt cos a/ ig Sin à, 

FSN vimi ai= T. teag ze. Asin tdt see2s /sintg z. 
ss 


tm 上 im rs 
= £ Vatdt 7 sec?2 /sintga 


= lim Misa =, 


=+ Vsintgz 
741. GE / (0) 在 ἴα, δ) 上 连续 ,并 且 是 单调 增加 的 , 令 
FG) - fron, 
讨论 卫 在 (a, ὃ) 内 的 单调 性 . 
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78) (α-ᾱ) - [à 


κ κ ο αρα (a<z<b), 


由 积分 学 中 值 定理 ,存在 $, a<$<z, 使 
ΟΣ 
; + p= ELE >0 C: f(e) 是 单调 增加 的 )， 
# F (o, b RR S. 
742. iE SE f (z) 在 (0, +00) 连续 , JE B f G) >0, 讨论 函 
* 


κο 


Ρῷ -- 
Š f fon 


在 (0，+ece) 内 的 单调 性 . 


afia ffod- ro (na, 
(sro a 


PNG NM afro ät- [μωα) 


{πω a) 
"(ros Γία-λίθάε 
(t) dt 


由 条 件 , 右 端 两 个 因子 都 是 正 的 ,所 以 也 是 (0, +) 内 的 单词 增加 函数 ， 
749. HEMS) 在 [α, δ] 可 积 ， 证 明 存 在 一 列 阶梯 函数 
go(z) (n—1, 2，…) 使 
furiis m fo da. 
GE] 将 [a, b]fE n $h, FUE ama inm, 在 每 个 子 区 


Β][αι.1, αι) Ε, $ pala) =f (a) G7 1, 2, =, n), os (2) 就 是 [a, 5] 上 的 
一 列 阶 祥 函 数 。 这 时 MES 


[8] Fo- 
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ο 2 |” onde FD QUb inm oed 
ΜΑ τεῖα R, ΒΗ noe B, TORRES, ΧΑΑ 
[σας m 


tim fo 22 f Γολά», 
[说 明 ] “本 是 表明 可 以 用 一 列 阶梯 函数 在 积 分 的 意义 下 远近 可 积 本 数 ， 


TM. H f (z) 在 la, b] 可 积 ， 证 明 对 任意 。>0， Es èl 
上 的 连续 函数 pCz)， 使 


fr@-walaa<s 


[证 ] 由 于 f(z) # [α, δὴ 可 积 , 故 对 任意 s> 0, 存在 fa, 5] 的 一 个 划 
分 Pa=z0<21<*…<zn=b, 使 
U(f, P) - L(f, P) «e, 


其 中 U(f, P) $ Mda, LG, Py= Ὁ mn, 
Me sup, ο. 


S pla) MN (esd) fes indi 2 ee 


φι(α) 是 一 条 连续 的 折线 , 在 区 间 Dos, xi] 上 它 是 连结 点 (xb Gc) 
和 点 (zo 7 (zi) ) 的 直线 ， 有 

m,«o,(2) <M, σξ[α,.:, αρ, 
* Πο - eG) ασ Sas 


ΜΟΝ 


n Ey 


ΝΟ M-m) δει 

=U(f, P) - L (f, P) <a, 
ΓΑΒ ABEST ELSE HER UE BUS BU 8 X TB VE TRER, 
"Ab. EË f (z) 在 Lo, B) TR EA 
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lim j. lf Geh) -fG)]dz-0. (a<b<B, h>0) 


( 称 这 一 性 质 是 积分 的 连续 性 ). 

[证 ] σία) 是 [a, B) 上 的 连续 函数 , 首先 证 明 对 9(z)， 上 述 等 式 成 
立 . A» σία) Ela, B] 连续 ,所 以 必 一 致 连续 , 即 对 任意 e> 0, 存在 5>0 
(@<B-b), 对 一 切 zE[a, b] 8 |g(z+h) - g() | «e (0h «8), 


+. floteem oto ane fede on. 


再 证 当 f(a) 在 [a，B] 可 积 时 ， 上 式 也 成 立 ， HUE A 题 知 对 任意 
% «50, 存在 连续 函数 9(z)， 使 得 


[ire 9) las <e; 


furem oem aee (0h B-by, 
+ [αν reae [κ gCath) Ms 
. 
f ltem το ΠΟΤ 
«2e f Mois) - olds, 


e g(a) 是 连续 函数 , 故 存在 S> 0, 34 0<h<ë6 BE 
flocetn -9 lar<e, 


ΙΙ; 


85. ERAN. 


"6. ROD [mr (α|7|0|790} 
(1 2+2 š 
Jer ο), 
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de _1 de 1 pars) 
(8) o το = iux 1 
b 
1 a+b 
"uw. 
212. , lf alats 3 dz 
Φρεντ” f. ΓΕΣΣΣΙ c (EY 
z PU 
-et don A (+) 
-4 ms+v3(Z-4)-} m34% s, E ξ 
747. k. 0) fea de (470), 
Θ fee aac (29). f 


UR) 4) 令 z=asinb ΒΙ VaT =acost, (0«t« 


dz zacostdt, 
RN y» 
fev ΟΝ Sin2tcos?t dt 


-.αἱ (in ar dte αἱ f^ > σαι ñ 
z[ sin? 2t dt Th (1—cos 2t) dt: πο. 


(2) vaz- =ya a-a),  4z-a-acost, Ri] /2az - αὖ 
masin t(0«t««), dz —asintdt, 


ο κ t*sin iC -asin à 
mat (i Qteos 1)?sin?tdt 
=a f (sin?t+2sin?teost+cos? £sin? r) dt 


*( l- cos 2t " 1—cos4t 
maf (man 2 SAAE 
a I 7 士 2sin2tcost + 8 ys 


ο sin 2t sinát 
8 


"αιμα 


mm... 


83. 定 积分 的 计算 47 


78. k. M ὢ EYP as, 


Uo [35 Hs er: enm aei I+ de fra 


2 


= (2aretgz - z) /-Ξ-ι, 


令 z=sint， 则 vI eost(G <i 5). dii costdt, 


f icm) 


= (eaa |f =b(2+v3)- 5 Y3 


` f: w-m-2-y3) 
i 


ιν κ 


(sina) 


ΓΒ] (1) 4 sinz=t, ΠΙ coszdz- dt, 


@ + 


uzcosrdz 


Gina)? 


-中 i*a-ad[ =3, 


Ë 


(sin z) Š 


E «te, di ἀν, 


15 [asss ha = E 


ον 2040 τὰ, 
G5 


[2217 则 sin z= 


E$ t-tg0, 则 a3 eee (00.3), dt sec*00, 


Birtgó .ap o= ° ` 
1=2f rigo se02049=2 [^ (cos8+sin 8)d9 


-26i8- οοςθ) |1=2 
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98. R: (D nae iod (2) fiata, 
lO fam ae nim tace o | - 14 Ων. ds, 
š EE 
1 EC Ë w NM 1 
5 r tis ο Κα το. 


-[Le-572a«2]]; pe fena 


- τω n2 - 2-2. 
(2) Fat, 
DONE Sie 
fpei | ae las σαι 
ο tagi 
-和 -直路 -到 


751. ok. (Ὁ fimntzdn (2) ΚΠ 
(m) ὦ [οολὰς-- ies - [251354 
ο 3 ens +i as 
212-2152 κ 1 
Q) 人 saretezzaz= Large | - [o SUP as 
ο ο... 


( y - fe tg odes f SEHE. dz 


t 
18. ela 


wp rj 


Ea < 


- M z l arctg’ p 
zareiga| +f, qip dz+ 吾 aretg?z|。 


— — 


sja s= 


ma JR yay 
Frj + 2 si) 


DEL 


pps sa 


28 
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762. W m,n 都 是 非 负 整 数 ,证 明 


2: Š 
5 Sin mz-Sinnzdz -f7 COS mz*coS nz dz — 0 (πι άπ). 


2x 
[8 Sin mz cosnz dz = 0; 


2x (m-0), 


人 snemaan-x (m40); fi oma- 
. (5 z (m0), 
nE fi sin masin nz a= f" Γοοςίσν - m) cos (in) xà 


wa mn Jlo (men. 


L[sim(m-»)z _ sin(m+n)z]|?* _ 
[n-ne siamea o 
- 

f cesmz «cosna dz Í” cos(m+n)z+cos(m-n) zdz, 


1f sin(m+n)a , sin(m-ma]|? 
[pa mim] men. 


fas mscosnzds= 3 Í” (sin (m+ n)z+sin(m— n) αἷὰς 


μμ ου των 
。 


3 m+n m-n 

iS f (m=n=0), 

5|. sin3mzdz-i1 cos dmz Y [35 

zh 3(- 522) ο (m-e9. 
" 1 3 

fe semaa = S f" ᾱ-- οος πια) α 


_ 1 sin2mz 


== [--- (m0), ` 


2m 
m 
Je cosèmzdz= |” a - siasa o 2x- f iat mada 
a a ° 
2x (m-0), 
L (ms-0), 


[说 明 ] 如果 将 三 J(z)gl(z)dz RER f(z) fa g (z) # [0, 2πῚ 上 
的 内 积 , 将 人 "7(a)g(z)az=0 BERE FC) ta a (] 正 交 ,那么 本 题 的 结果 
TN: 三 角 函 数 系 cosnz, sinnz(n=0, 1, 2, …) 在 [0，2x] 上 是 正 交 系 。 
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753. in EER, EH 


x 


> - a Ξ 
f sin "ade = | ους zdz 


(α-- 1) (n—3)---3-1 
σπα θα cb MOM 
DaD 2. wn 为 奇数 . 


sin"-! zdcos z 


GEJ οκ... - 


= sins zeos a| fin Dein haces uds 


-(»- DË sin*-? z(1— sin2z)dz= (n— 1) Ina - (n= 1)1, 


当 n 是 偶数 时 ， 
(n-i) (n-d) 1, 


n(n-3) naag 
1 (n-1) (n7 3) 3-1. 2-9 = 
n πα Lad 
(n- 1 (n-3)---4-2 (5-2 (5-3 
Ln ET zdrse πα 3) 
(DU n ΡΜ, 
Ew š njak. 


此 外 ， f 
forzas [n (5 ο di) (人 -了 -人 -ait 


TA. R: (D J: sin*zdz; 


32. :证 积分 的 计算 "E 
; 四 人 -ra 名 是 正 整 数 ). x 


ται 0 J sint sentem iri I T (参见 第 753 


5) 


(9) $ zs=sint, 


f (Ga*dz= { cos? gdz 
2n (2n — 2' 


T7823) n (参见 第 753 ED 


“2 
-5-5 


nt! 
TEC 


7656. R (D Gh - tas (ον 
(2) t (903) a — a ds (a0), 
UR (D + amasint, 则 (ἳ - 2) =a cose (< S), 
dz=acostdf, 


, ρω " nisse f costras 


ls. LL a (参见 第 753 m 
49): aaa ts κ asa sci (ete). dz acostdt, 
| EM JEF inme É ΠΡΟ 
| τα (3 ουν” t) cos?tdt m 
| κα eue: 2 ᾖ-ονια) 


«αρ δα p.s ctam. 


453 359 ERORKER 


159. R. (D. feas 0) j qrsing dz, 


o 1-+cosz 


“Bn o fincm c 


Coszsinz V3 


-Vi5orn/ (^ εξ-ντ-ῃ, 


sinz 


zsinz 
e fun di ftue fica d 


— d(1+cosz) 
ERE 


mee SE - fpa ανν 
Εν νο $- 212, 
τσ. R. (D κ... 
i (2 T (a* — ETE: de (450), 


m Ὁ Ὁ [ποηντω-εμοαντὶ, onse 


άσσο 


* ==, 

VE μα 28 

Erro - τοπ)" 
τον m2ü-anis5|U=26/3 - rete, 


12. 定 积分 的 并 算 -. 


aretgV α dem sarete 3 - (V3 -arig/ τ) 
αλ... * 
Q4 ΝΞ, dz- ?at t, e 
Ë (~ sarete VĒ anm n f a= Pyare tgtăt : 
“ο 
ο 


ο. b gryen, Jee T) 


οὐ ; 
78. R: Q) [xm e Jama s, 


(m) o (==. 


capere rds t 


=n ov 了 -1D， 


Ὁ) $:-z-t M|. 


"e sin” τα cost dt 
arias tm iat 
PET VL 
2i], sinzz+cosza E 9 £ 
1.5 


το. k. D emas (3) fi @rosina)*de, 
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ERN PE! 
fti 


η PPN a 
[51 ὦ μα μι) El: 
θὰ 291.1 


h 
| ---- = 
aa ume f n3l ο περ 


ως 
prs 
@ 9 acesin zt, B| z=sint, dec costár(0«t« £), 


f (arc πα ο ο 2f tsintat 


i 


x ξ ᾱ 
-对 :中 ΣΟ -[οοεὴ-----α 


700. X. n-[ (e sin 2)*da; ΠΝ (zcosz)*dr, 


[分 析 ] 利用 sin?z+cos*z=1 9T PLURA ARA + Lo, 再 利用 costa — 
sin? 27 cos2z X SER la- Bb, 这样 便 可 解 出 五 和 D. 


e 
UD he Da =. 
L- ο scog2zdz= f’ ařdsin 22 


— 1 asins |- E 


cos2zda= =, 
4 


解 得 


š .($-21n2) l+ ]nz_ 
παι. R Ω) f 3 2152) I+ Ing da 


3 
(2) fes De* dz, 
ΓΒ] (1) 4ifnz-i, miea, 
fs uc ο ο να 
[10 3 & $] 2 _ δν 2-38. 
Ea a e 
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B I τ ΠΝ =[(2+3)e"] -- 

Pope [^na] 
ο ουκ = (1-2/7) 7-3, 

709. R: [οκ De šas, 


[分 析 ] 从 被 各 函数 的 表示 式 容易 着 出 利用 代 换 ims PHE Β 


zÜ t ΜΑΙ, 只 有 将 积分 区 则 分 为 [0.5, 1) 和 [1, 11 两 部 分 , 在 
每 一 个 部 分 内 = 才 是 # 的 单 值 函数 . 


UD refi, (1+2-4)e taz 


"fs Dei 


dies, Bp z dE [0.5, 1] E, 


ο 


κ 11.93 
κο D) h, 


av Lotivi, a=} (1: ve 
# = # [1, 2J 上 ， . 
att ai S m) 
t} MI. EV DUE gr 
ab Cue LHP) 


r=4f ef veu $84 +) 
Tt 人 αρα Ta 


=f wa VE +Ë LEY 


ENT n ES as svecta- $4. 


456 ZEE ERORXKSA 


` ΝΟ 3 
ΣΝ 
[分 析 ] HESR tg" zdz igi" ad(tg z) -tgr zdz 进 行 降 阶 . 
πο ΤΝ κ κὰν 


M 1 
ΜΕ ΕΝ 
deci d, τίποτ 


- La. 


(-1) ^b, 


ES pore 9 η 
Ps: a L= h. (DEL liem Ν 
704. R: βία, n) SL m fin fat E may, 


UN] Αη, m o fara tas Da) 


+ "asas =: c 


= PA sil 
” p 


nj -5c 
TOL Blmtl n=); 


. (5-2) (2-2) 
^ Bm, "tae σσ.» 


i in- sf 
c mobs (mt 


[ES 
7 -aml mina) "Eis T 


= (n- Di (m- 1): 
niro m+s=1 


anta 


$c 1, 

mex. Ὁ [rone ο [I rmn 
e Sesi, 

22000 [res ro- [ace Eae. 


$2. AFNA wr 


2 ον κρεμ acad š: 


[8] ὦ froide rete rau atdot | a= aë 
、 2 
3 |ο 2 :站 
[ο Fra [aaa fio an 
zl t | 
rt 


» i-t E] 
166. +, (D feit Q falto rias. 
(8) (0 f. [2-1|46-[ (od 
Cf @ dat fig yat c 
ο -E iE. 
Ὁ) finos m f CC dee fiot inb dM 
- -εἰκα]' a nme eie 
-6-2). 
E οκ. α[ᾶ», 


[分 析 ] 由 于 被 积 函数 中 有 [270], RAKE LO, B 所 以 须 分 三 
种 情形 a <0, U<a< 工 和 和 a>1 加 以 计算 


[8 当 a<0 时， UNUS Set 
κκ... 人 (站 -于 
当 0<a<1l 时 ， j 


7 fenta-alaru fi az- adat ands - 
d 
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768. 求 ， 上 【sen 一 二 同人 sgn(ooman 


O fh utes (5 |senGindna)m， 


E 1, 34 0<z<1, 
[R] OG) νειία-αϑ)-ἱ-1, M1-2«3, 
0, X z=0, 1, 


[55 (z- 2)yds- Ü az - fiđz=1-2= -1 


z， 当 0<e< 互 ， 


5 
(2) ` zsgn(cosz)7 4-2. 8 S< <=, 
9, Mam 
7 4a - 
2 μον κ zdz- f", ade 
a? αἳ πὶ αὶ š 


$*8 2 4 
(8) z=k(k=2, 3, =, n+1) 是 函数 [ο] ΑΒ ka 
ΑΕΚ πο 
f ΠΟ fi” da= Syene. 
(4) 被 积 函 数 的 不 连续 点 是 函数 sin (In a) Φ.Α, BO s= et (0, 1, 


κ (In z))da- š Jes sgn (sin(In zs))dr . 


TE eR 
-生生 Dm 
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= lim 0-2 S Cie 


e) ll 1+(- Demtbs Cae] 


lret == 
5 ἅ ` 
D --5. 
epe? -一 


769， 设 函数 (e) 在 [0, 加 连续 ,证 时 
D fiede- f rc-aan 


@ fsada- OH ye 
[πε] 4) Φαπα-!, Xl 

firo f Fat) (- dt) = fiza- wa 
(2 $z-a-t, B| 


. ‘fra fira o can - re nas 


- fo ¿== fre f σιὼ ds νο f (á—a)da 


-fue 4f (a— 2) Mis, 
770. iti Γ (0) 在 [α, ὃ] 连续 ,证明 
πο, ϱ--ᾱ f fe (6—a) tdi, 
[证 ] ghee, Rj z=a+ (b—a)t, dz= @- dt, 


. fr a= -of ft 0-02. 
i d =. 


πι. Rif) de C- o, oo) ok D S ddy. 
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UR] 4 αἵ αντε, Vl yt- z^, dy dt, 
- F(a) -f ΟΝ ΠΟΤῚ - foa f^" roa. 


2. F(a) ΣΙΝ ΠΟΥ 


AG qur je on 
=2rf (a) b) - 2rf (z--a) 
=a 71) b) - pra). 


TI2. 设 函数 了 (z) 在 [0, 1) 连续 , 证明; 
O 人 reinam 一 fiera. 
a Jara = z[. f (sinz)dz, 
ΠΕ GD Φα-5-',ΒΙ 
ᾷ T E 
Jes oda [, [se (2-3))] e Jercorbas, 
(2 $ z===—t, RI 
f[sfisin zu f’ («- Οία - 0C 20 
κ κ Dat, 
^ f af (in ajdz= Z f" fsin a) da, 
m. R O U esmtas D [esa da. 
(M1 G) 由 第 772 题 得 
esia = 5 sintem 


S. 
i^. 


int z dz 


sadi. 
422 
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《2) BR 772 题 得 . 


[ zsin z --5{- sinz * dcosz 
Too ^ 了 Tcosiz -5 e'licosia 


ΣΙΝ s 


st 
ra 


οκ. ser Στ] ruan. 


UO fo ο ο Ελ ο ο) 


l-cos?z 


极 大 值 是 
= isnt Lid πι 
e= [E ae (GRETO m. 


TIb. i F (a) = (1n 1— 2acosz+a’)de, |a| +1, 证 明 
Fa) = F(a), 
并 求 此 积分 
Gg) FC = nG +2aeosz+ ads 
=G -22eosy eh (-ᾱ (4 1”. π- y) 
= fin - 22c0s9 att F(a), 
TA 2F (a) = [ [In G — 22c052:- a?) ln (1-22 0022-2)) in 


af In (1— 2g2cos2z-+-at) da 
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= 三 md- aoreoss+a0 4Ξ (92:55) 


= 人 ad- 2a? cos 3--af) dz - F(a?), 


1 


n F(a)= Fa, 


求 积分 如 下 ; 由 上 述 结论 ,得 
FG)= FG» d. Ρίο! 


(DD) š ia|<18 


=F), 


FG)- lim ὃς F(a^) =o, 
(2) 当 |al >1 时 
Fa- 人 na[e( 二 -2 于 osz+l)jz 
ΚΝ adas [1-23 con Ja 
PES r(3)- 22a. 


776. ο 


.. ug z = 2- Dicet 
road GT K: 


» 2 一 ius 
o (12) 2 2-2) 


应 该 怎样 修正 ? 


do=arotg ZÊ 2) | -0 


ΓΒ] 因为 函数 areig 20-2 在 4=1 不 连续 ， 所 以 它 不 是 被 积 函 
数 ch DETTTDME TITEL 


(L- z)* z«2— 
式 不 能 被 应 用 . BERT. 因为 
ο 2)... lim arctg mn --ᾱ 


& 3， 定 积分 的 计算 463 


x 
arigi 
* F- xm zl 

aretg 4-2) να, TI<z<2. 
Wi F (z) 是 被 积 函数 在 [0, 2] 内 的 一 个 原 函 数 ,所 以 
μας 0 alb) 
79 (0-72 αν ο)” 


m: af i p). 


[ 解 ] asat- y 在 z=0 不 连续 , 所 以 iz 不 是 被 积 函 数 
+Z 


1+2 


i)i "— 
1425 


-1«z«0, 


* dani 2-0, 


il 0<s<1, 
14955 


则 正 是 波 积 函数 在 [一 了 11 Lama, 所 以 
a 
L3 了 wa- gu- me 
778. ΙΕΡΗ χε ER CR ΒΒ cA — 435 Š BB δε, TREE B RC 
一 切 原 函数 都 是 偶 函 数 . 
[CA fOe EBAN PNS kt 
FG) - sedeo, 


1 .2 
Ty 


0 是 任意 常数 ， 而 
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FCA-[ fate, 
TERR t= — u, 并 注意 到 了 (z) ATS, δε 
FO ad= ffu de= - fire duse, 


3iecOm GEBPF(2) 是 f(z) 的 一 个 原 函数 )， 有 F(-2) =F(a), BJ 
下 (sz) -ARER 
i f (2) 是 奇 函 数 ,同样 有 


Ῥω 7 [rto diee, FC-2-[ 02s, 
在 第 二 个 积分 中 令 = u, 并 注意 到 了 (z) σε 
ee QD, 
GÓRRNUERT RUN — OUS SA RU 
πο. 4 ΚΩ; GO = [oor tat, 


证 明 ， (1) 4 n ΑΠ, P (z) 和 G (z) 都 是 周期 2r BOR 
Yn EARR, FOM GO) 是 一 个 线性 函数 与 一 个 周期 为 2 
的 函数 之 和 , $ 

Πε] Ὁ 当 ” 是 奇数 时 ， 


αμα f ainneart 全 sinntds 
Jo ο . 


-FG) fe sianida ro). 


E F (z) 是 周期 2x 的 函数 对 G (a) 的 证 明 相 辣 。 
NOEL LCS 


Έα) EN κ. 
=F(2)+0n (0, 是 一 个 与 n 有 关 的 正 数 )。 
AUR o6) λα. zm 
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e(z-- 2x) =F (a+2a) -$t G+) =F (2) 0n - (S 20.) 
=F (a) - St ατφ, 
Holz) 是 周期 2x Boi 而 
Fa) =la) + δε z. 
即 厂 是 一个 线性 函数 人 2 = 与 一 个 局 期 2r Eola) 2. XGG) 的 
证 明 相同 . 
780. it f (2) 是 一 个 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 , 证 明 
> E 
[raya ο τς 2ο 


GE) 4c- S35, ne Pot, 将 (四 表示 为 
fi) A(a-c)*B(z-c)*0(a-0) £D, : 
AL |" aaa 
mf’ (48+BP+Ot+D)d (Φέπα- 


κ D)di= 2 Bh +2Dh, 
另 一 方面 又 有 
f(a) - f(c- b) = - AM-- Βλ’ - Ch+ D, 


s(255)-19 =>, f) =f (e+h) = AM - BI -0h4- D, 


ο ο... 


= Bh +2Dbh, < 


这 样 便 证 明了 
froto +a (822)+ 0]. 
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81 对 于 勘 让 德 多 项 式 P.(2) =L D (^, VERI, 


0, 0<k<n, 


[n f | ! 
š TE$meDp) | 


ñ 0, nm, 
(2) fp WP “| 2 s 
mpi om o- 


πε ὦ) ἃ L7 P, (a)dz, 
利用 分 部 积分 法 ， 


: 
essei ne 


eim 


EN rapae, 
因为 e kJ GI D^ Rin ο ο) 
9, HET PERI 


'n | 
MCI) E ^r (2-1) da, 


Akcan, L= Dgr irr a =o. 
η, 
DC 人 œ- ας ᾱ-- z)nds 


-二 οοὐ»1θὰθ (4 α--εἶθθ) 


1 m Gn- 9)" 4.3 2n i 
Ter nl) m3 — 1:3.-(2n+1) ° 


Θ) & P, m P, ΑΒΗ mU n XE, m<n, B Ῥκ (ο) 
Rae, 利用 四 的 结论 有 
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J Pa) Pala) de= Sas f’ αἰρ,(α)άε-ο, 


当 m>n 时 显然 有 同样 的 结果 - 
当 m=n 时 ,由 (1) 


PDP (a)da= a, f", «"Ρ.(οάν-α,. 
| P»(D P. (deca, f^. ^P. (damas 
qn 是 P,(z) 中 z" 的 系数 , 故 


πας 
1.8. ης) 


1 ὅν = En (n -- 1) (04-1) 
δν πρ cds 5 2” d 
代入 上 式 得 


NZD 


[说 明 ] PERT ERER. ο ο MiA SNR Ρο, 
Pa. Pa, την Βα … RE C-L, 11 上 的 正 交 浮 数 系 。 


78. EINE 


n πι n 
Φ "(δα ΕΝ ΣΡ ποστ) 


n 


i 1 
e nC Vari) 7 JaQn-i) ). 


"ERE" E 
(W) Q) U vett zu WD 
1 1 1 

一 二 |1+ 十 ñ 

a E 1+ i zeay! 
s 


a 


-set 中 -到 


> —— — 
Oy ποτ ποστ 


1 1 1 E 
- sept “πετ 
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B i 工 1 1 
μι dim (2L. E 
δω (P+ παν rt Valèn 1) ) 


ο ο ob 


-f dz 
Vira 
788. 求 下 列 极限 


TENEO uo lar “(65 FAV 
Φ a 65) (Ry +. (m y G ) 


mia n ° 


TRI O 分 子 和 分 母 同 条 L, 有 


ο ο 


=f, τον το 
Ama; +G 2 e] 


" mp pno 
=e atit, τα 
[5 de ὑπ" ES SN 


i AY εἰς 
Uo /ntl ULIS Zn-1 Lab ad 
x Pls (657 “ἜΣ ) 
DEL EDS. ο, 2. ai 2) 
Ξ ΓΩ " 


lm Pepti -+n ΟΝ = fi msds 


853. ΤΑΦΟ 469 


784. τ 等 分 区 间 [α, ὅ](α»0), R4 RUE a m nnum 
«aum b, R lim “zepizat Dn, 


ΓΒ] τν zy) 


- (In 2-42 ln z; de ln zs Δε In as A), 


b-a 


4.- ` 
n 


lim In zi s pj, In ds 


"s I E -fi zama) 


-εἱποίοῦ-οἰασ-δ-α), 
B Um inam exp (st 1 2-1), 其 中 ep 全 me, 
[说 明 ] 由 定 积分 的 定义 , 我 们 知道 
二 (in adea 2 dai ln ας.) ines 


REATISNRT TEISEX 
lim — ES g (In zo*de--In zi dz ln a; do dn as Az) 


fi, 
DHATURRME 这 是 因为 十 In 0 (n7), 所 以 上 式 成 立 。 
785. 利用 第 753 题 的 结果 证 明 瓦 理 斯 公式 
-2:4.4…2nv2n = 


Jm TB nT m+) 2 
[证 ] # oca BUE 


sint gcein gecsin z, 


τ ᾗωῤηοως famine J sin*^ads, 
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由 第 753 题 得 “ 
Can+1) (an-1 
(nt j Er 

ihe 
< 7 


` 2n(2n- 2 2 

ΑΔΗ Το DS 3l 
2n+1 ox 

my3 Z 


2-1) Qni  2' 
4n, SEHPA Z ΠῚ 


JUR (as 38 Js 


786， 证 明 等 式 |° 


[分 析 ] 将 积分 看 作 带 有 参 变量 的 积分 , 即 
πο. finite. ru 


cosa 


In (1- keosz) 


TUS de= x aróBin k(!E|-—1), 


由 于 被 积 函 数 及 其 关于 的 导数 都 连续 , 故 可 以 在 积分 号 内 求 导 ,得 
ΠΠ f [hostem τω [ dz. 


IF koosz" 
而 后 者 是 容易 积 出 的 ， 
[mi 5 ku s d 
=_ da JZ > 
νω-[πεξπε-[γπεπε»"ε(νττε«π}}; 
fu k. ° - 
TE)- mp ni 


0 是 待定 系数 ， 令 k=0, 8 100) —0, … C=0, 
ὃν IG@)==arcsink, 


53. 定 积分 的 计算 4n 


787. 证 明 等 式 Ë: 1n(g?cos?z4- b?sin?z)dz = x ln e " 
(a, b>0), 


GE) 2 1@)= f7" ο etes?) da, 
由 于 被 积 函数 及 其 关于 a 的 导数 都 连续 , 故 
nona Po eee 
ý 9) == {7 a* cos* e+ δ΄ sina ds 
τας o eR rt dix acd 
dt 


"E. 


arra +É). 


; t 1 μυ. 
[a Esa ees sw ast 


因此 , 06 αλ a=b, S T (a) o, 


16) =f- dasan (a+) +e, 
e 是 待定 常数 .“ 令 4=b, L(a) =z=in(a+a) +e, 


an 
另 一 方面 有 KON Ina?ds sina, 
两 式 应 相等 s e--min2, 
最 后 得 l(a)9aln em 


(1-2rceosz--7?)de (]r| D, 
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[ 解 ] 9 Πο |a -2resa+ ras, 
由 于 被 积 函数 及 其 关于 v 的 导数 都 连续 , 故 
"(y = (^. 一 2cosz 十 ar ME: (1-1 
PO k= den EG £= t= — 


dz, 


25. iC rl » 
ο 1-2reoszr* 


Ir 
Ë q | = Ht 
τα Ire’ 


2 P5 Ei p adt 

A cure 
==+1[_ ifte taya 
T ER 

^ NO-CC ANO, 

20-08 


4 gut, I eosz= T ας 


令 r=0 RI IQ) =0, 
I= 


nd -2rcosz+r?)de=0, (e| «1), 


$8. 中 值 定 理 
789. REKS) 在 [0, a] 3f ε(ο, mE 8 
graj- -so (oxa). 确定 下 列 积分 的 符号 ， 
(fares Ef) 


UM ὦ firade, itaas f af (ajda, ERRAR 5. 
σεν 则 


forem arae [f ο 1 
-j zf(a)dz- [a eras fr 
--$£16-» (summ o-t-i) 
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ο [18 ase | ass | O 加 在 后 -积分 中 令 z= 呈 + 
i 
m 


[am [s 
«ρω 8f PIC NEM 


232.2 


£O 50 (panem, o«£«2). 
gy ( 2 


TOO. LEE f (z) EER, EE z>0 B$ f (e) >0, 
a 


确定 | ,fp)araa(a> 了 TD 的 符号 : 


IW) Ü reyeas= | færd κο PEAR- 
Here- ΒΙ 


frenis - fio aao formatis 
[θα firade fils (a -a7*)da 
ο o o š 
=4-f (£) (at-a) >0 (中 值 定理 0<&<3)。 
791. 利用 中 值 定理 判断 下 面 的 积分 哪个 大 . 
To fet costado, I7 ("e*t cos? nda, 
° . 
[ 解 ] Ehgeiem-etngu 
nef" eosdem rre tdt, 
b L-h- f- e+e? cog t ds 


ma(e]- ε-(κειλγοοβξ50 (0--ἐ--α), 
. hl. 
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192. "— m f(e) «gi», 
(z€ (a, 5)), 利用 中 值 定理 证 明 : 


ΜΚΟ 


GE) foa- P raya = P (σία) -fas 
-(b-a)(g(£) -f(@))>0 (ac&cb, | 
. furnace ois. 


1 π᾿ α5 i 
- ἘΠ. TX «E VUE στ. 


DE) 由 中 值 定理 2 E 
σπα σετ (9-41), - 
Ko vus ο μμ 
7M. ΑΤΑΝΧΕΡΑΚΗ LT HUI AO 
(fe -Vz,t, δὶ; ϐ) fa [ο Σ]. 
UR) (D 所 求 的 平均 值 是 
二 hve- 


(2) 所 求 的 平均 值 是 


795. RERS a) 在 [0, 113695, EN δ 
Tim fs (ao. 


DE) 由 中 值 定理 
ferae reo f =a = 18 (061. 


X CERE 的 变化 而 变化 , IB f (z) 是 [9, 11 上 的 连续 函数 , 所 以 了 (6) 
ELI ` 


83. m IN x RR 475 


Jim ff lim f AT 


ΠΕ Bad 


MALAE ΚΣ (参见 第 753 ED) 。 


3 
对 任意 给 定 的 s>o(a< 妆 ) 


feme f nete f sinziz= liL, 


ist lialase[* a=, 


I — Mo sie (&.-2) 
. o«sin(.—2)«1, 
HEN, no NER 


“ο Hege 


这 样 便 得 到 当 n>N 时 ， 


ος fun εὖε-ον 


416 第 五 章 定 积分 及 其 应 用 


DEAT imti ο Ee um fim sdeut, 
当 n 是 偶数 时 ,利用 
| n-1 5-3 3 1 = [(f. 
στο eran 
(参见 第 753 题 ), 相 仿 可 以 证 得 
lim 224. 223...321 n0, 


ΤΊ. EW ο o, | Odeo, o 
与 无 关 的 常数 ,证明 f(z) 是 一 个 周期 函数 ,周期 是 1。 
DE] 对 任何 z 和 任何 0: 2<a<z+1, 
er Es foa f rone ^ soya f^^ raya, 
" η 
f fite, f f(tdtoe, 
n [roa roam, 
利用 中 值 定理 : 
[oa=y@e-a (ceca, 
fefe) 0) ^ exer uen. 


8. Jla- tfe) e-a) = aD) -/ίξ}}-9, 
+ ©- (=o. 
4223, WJ tz, C521, 再 由 f(z) 89 8 8 ERa) =f(a+1), 
dif) 是 一 周期 函数 ,其 周期 为 1 
798. 设 函 数 p(lz) 在 (a, 5] 上 单调 碱 少 , 非 负 ， 并 且 有 连续 
的 导数 , X 8 BE 8 f (a) 在 La, ὁ] AR, 利用 分 部 积分 法 证 明 存 
# éC la, b), 使 


[oS ds oa) | fd, 
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UE) 利用 分 部 积分 法 ,得 到 
[rr af owal fron) 
(ο f rea) - o (fe raras 
πρὸ f rà - fe (f; re ar)as 
z M~ maz (os, m= mia f ron, 
iR o0) 20, y (2) «UC: pla) & Coo δ} ΜΑ) ΒΑ 
(ec) - fr admi paradas ocn - f oda, 


` mew- fe (z)dz=p(b) -[p(b) -φίω)}-φία), IFE μ. αμ 
«u, g ο Bm [TOURT 4 
¿ets 0) gum frio ar, 这样 便 证 明了 
[ο/η Φαν eto (rends. 


799. REN e (z) Τε (a, ὁ) 上 单调 增加 、 非 负 、 HANER 
的 导数 , 又 设 函数 了 (z) 在 [α, b) 可 积 . 利用 分 部 积分 法 证 明 存 
# £€ o, b), fi 


Per ae f rods. 
Ug] 利用 分 部 积分 法 ,得 到 
feasa- f ema(f raya) 


-20 f soa +Ë ee ([ F(a 
κο f e co (f, raras. 


z ua mar f raya, m= min ra) ad, 
注意 到 pla) 90, o' (2) »0(. e(z) 在 [4, 妇 上 单调 增加 ), 所 以 
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(oe for κ ΤΟΚΙΟ 
而 p(o) +f wmaz=e(o+ (pb) - (0) =p), 
MUFE m<n<M, t foto fidem uo), mih [roa x 
< 的 连续 狂 ， 故 存在 SE[a, lp um (iod 这 样 便 证 明了 
『 ocirenasm eco f roa, 


900. 设 函 数 p(z) 在 [α, 8] 上 单调 并 且 有 连续 的 导数 , 又 设 
函数 f(w) 在 Ta, b) ΠΕΙ. 利用 上 一 题 的 结论 ， 诺 明 存 在 ¿€ 
fa, δ], 使 

ο οκ oco (ras. 

[证 ] itol) 在 [a, b) 上 单调 增加 , fE ία) -φία) -φία), RI (n) 
在 [a, b) 上 单调 增加 ， 非 负 ， 并 且 有 连续 的 导数 .利用 上 一 题 的 结论 ; 存 
TE £€o, b), 使 


Πο κο -PDY drm tot κ 
将 上 式 改写 一 下 就 得 到 
νο ocn fran ot rents 


ο μας 


[说 明 ] 更 一 般 的 结论 是 ， 设 函数 9(z) 在 [a, 5] 单调 , 了 (z) Æla, δὶ 
可 积 , 则 存在 &Efa, δ], 使 


ο froito fias. 
这 一 结 论 称 为 积分 第 一 中 值 定理 、 
801. 利用 第 798 题 的 结论 , 估计 下 列 积分 ; 
Ὁ [Áe EE az (0 0<a<5y 


— 4p om 
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@) [isma (oca), 


[ 解 ] O) 1=f eo inz £E sazar («iub 


D $z-nay 


se. ana lf sint go 
17 f’ sin(a’) ἂν ΕΝ AR EN ΚΠ 


=E (οφ) cosg), atcp 


ΣΕΝ 
rubr. 


3 E 
802. i I= ue a 7 ἆα, 证 明 OI. 


em sing sintdt 
NN E AC DUC. ($ z-kzet) 
Ex (£ anra -f sintdt ) 
2, ° Trà» 9 1+ (2nc-l)m 
Sin t dt 
xÉ (T na) 8 + (Ən T Ta)” 
利用 第 798 题 的 结论 , 有 


sint dt 1 ^ 
f GF na) t+ On Fija) 3n]. data 


1 
“Qaru 5-098), 
123 1-conf。 
sh mny ir" 
0<1-cose,<2, 
c1: 1 245(1 1 
<; war ar mer) 
-站 1 -( Ee UN 
CL100 Viol 102 
2/1 1 1 
siis s) τῆς. 


[证 ] 
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$4. 广义 积分 
803. 研究 下 列 积分 的 收敛 性 : 


Of ef 


o =E e (EL 


RE 1 1 edu 

ov ἴα € dum ΔΑ 
, 1 1 RS dz " 

OU nv cec [oue πα 


Γη Lad i πο» *^ απάω 
(4) `- == (2229), .. Sacin, f ——— 
收敛 ， 当 a>l 时 发 散 . 


804, 研究 下 列 积分 的 收敛 性 ; 


"Ina EN 
ὦ fas ο ο 
Φ D (a>0); ϐ) NET ru (a>0, 87-0), 
[ 解 ] (QD v aje: 0<e<1, dim. ae ag " 
* luz 
NEL 


m 


Ἐττα ον) (n2) m 


2l 1-a|^ 
-G02-[ 
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i 
NE UR ER 
Ja sns)“ serej z(Inz)^ 


(n2) *, a1, 


e, acl, 
Ma-1B, 
n dz o Jim mh +t. 
2 iz στον» 


Wb. a-1W, ΙΝ i kg, T$ 0l ΗΡΙ, 


a mur 
——À— 2 
Iz = 29.4] 


(8) Ματ, v 
当 a<l 时 , 对 Ba<B<1, 有 


" ὦ 
risa 


3 


i ad 
z*lnz πα na 


ΤΙΝ ΣΩ 


Hamit, 


上 


dib NaelW 


a d n 
= tim f “z jim Inina| eoo, 
zmr à 


pH p 


J ES wm s oai ΕΝ, 


με f d 
tz m a wl 
Βατ] |, 对 Ya<y<1, 有 


1 1 or- gra 


(D Hasin, `. 


Παπ. dazpo UJ gut 
1 .[ — dx " 
可 见 当 z 充 分 大 时 有 πο Tue M š Ë zd ΑΜ. 


Samim, HORE DA, 5 points ᾗ cerit opel 
ο 

结论 当 a>1 时 ， 或 当 a=1 而 8>1 时 , |。 esed Rie 
sh. 

805、 研 究 下 列 积分 的 收敛 性 ， 

Ώ [5 ls gz (a>0); 
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[ο] fats lnt gs (220) 


ü-25* 
Φ [τας 9795 
d. 
ὦ feci «ο. 
Un D aea, ΤΣ 
ο ο ο. 


mz 124 ECT 
= 而 lmattna-0 


HL S soi ono, ΠΕ os, su [ο LT 


fiib. 3 0<a<1B, BE as kk; S asd EAA 
zd E 
(2) … Inzeln(1—-(0-2)]»z-1(z2D, “πα qo 


21-0) 835 a-1«1(H 0-a«2) CAN sordo a>2 时 


ἈΠ. 


(8) ` sinz—z(z—0), επα'-α-σ(α-»α), ... Ld Xo, 
== uiui 9, ο κ a 
21. 


[y va sina— ο £ ~$ >40), 得 当 


` G- € 


«aci n. CEPS T AC 


ποσα τμ 


806. 研究 下 列 积分 的 收敛 性 


of £m ofi 


of DULD a, o Sne ge, 


4. X m y 483 


m] 3 [€ === [=== +f = a= hib 
Xh, M a-1--1(BHa20 时 , Τι kak, ER: 


Nl. rm cun (sober), J. a-2<-1 (B a<1) Ν Told 
当 c>I 时 发散. 
ΙΝΕΣ, RK. 


we m =" asa 
@ f rg ο” ers I+" =+ Tr (heb. 
m> -1B, L kek; 当 m< -1 it, I ἈΠ, 


He sq estne), ο 5 m 
τησ 1 ἈΚ, 
ο ο ο... 


^ 1 dd 5 
(8) f halte suf. ha 9) deeft BOHP. a=ntt, 


r 
对 v BEP 1 eos), + sha-lel (acm MTS 
收敛 ; 当 a>2 时 发 散 . 
对 I Bacim y PEAD Lo hti 当 a>1 时 ， HA 


a>B>1, 有 barn -4 bara, im oim 


当 = 充 分 大 时 ， ΗΝ ET 


-ο, 可 见 


结论 ai<a<am Í” DOLD asit REMEBER. 
(8 `. lim SER un, PaO RANA 


对 任何 4>0，| 作 snraz|= lena - 112, ER r> += δ, E 
年 调 趋 于 0, 由 猴 利克 震 判 别 法 ,得 知 [7 97. as uci, 


807. 研究 下 列 积分 的 收敛 性 ; 


En 第 五 间 


O NS D Jess. 
UR D $ia, M 
Ts sin axe e f" E 
a " 1 
对 任何 4> 0， ΠΚΕ µη τή D, er) ΜΜ, ορ 
ο ο ο ων ni 
μα, 
OROREN, Β [T ας) e at, 
[说 明 ] QR (2) 的 积分 称 为 富 乃 勒 积分 ， 可 以 通过 计算 合 参 交 量 广 
义 本 分 的 方法 求 出 这 两 个 积分 值 相等， 都 等 于 二 三。 
808， 研 究 下 列 积分 的 收敛 性 : 
(D 6 a 
[sess (250, 00 
+ do 
e J. mln (p>0,9>0); 
@ j'en D jenes. 


[8] (D v sin ουσία-»0), coszmain (2. 2) - (2 2), 


E 1 


-α 
Saez g τὸ, 


1 


Sin? zcos!z 


得 当 0<p<1, 0<9< 工 时 ， i καν ,其 他 情形 都 发 散 , 


dr ϱρ de fm 
e j: na =f Fma *Ja i πα Πο, 


t XAS 485 


对 durel[la(z-1)]ez-1(291), 

n 

Τῷ hz (2-1)* 

得 当 0<gq<1 时 也 当 9>I 时 发 散 . 

Abl. 由 第 804(4) 题 知 ， 当 p>1 时 或 当 p=], 9>1 时 五 收敛 , 其 余 
情况 发 散 . 


Mie ο ο U — E 8 HANER, 
e» ela alas 


(z>1+0. 


i 
arl1-zjydz+| zzll-zladz 
f 村 


ο” 

XHa n jl- ajaaa), 2. p -1πι κῷ, Xpe-l 
[gnis 

对 ajl- elile), 当 g> ΒΗΜΑ, 3 q< 
= 工时 za 发散， 

对 I V aji-ajine), CM pig -工时 五 收 化 ， 当 
p+9g> 一 1 时, 1s ἈΝ. 

结论 p» -1 q>-1, ptg 1n f otht-o]rdn dc, 2 
情形 都 发 散 . 

[^ [rien [ stets [attends iH. 


Ajla onoatdeteiti(no40), 5 M p-1>- L8 p»0 M L k4k, 
ETESL 1, ἈΠ. 


XP. dim zèa ieee 
Es 


Ρα... 
fiie, ipso 时 (Carteras cto s pst mam. 


809. 研究 FRE as(a>0) tpfe ad pec 


aen [wass 


ΠΝ [x Lr A A 


bn. v ERES o0), ο... 
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对 I Hasli, v 


“对 任何 4>1, | f sinzaz| e, 并 且 去 # D, +=) rotas ὃς 


ο μα. 
ΕΞ" ο. oos2z — 1 — cos2z 
i z δν ο ABC 
+ t E: 
LINE E EN dz kk KAAR RU HO, 


me jer 发 艇 (0<a<D)。 


tie. x [7555 dz(z>0)， 当 1<a<3 时 为 绝对 收 化, 当 0<a<l 
时 为 条 件 收 化 


sio. 研究 积分 (7 275597 ae ο”. 


[ 解 ] 对 任何 4>0， UR cossas | «2, 并 且 Iu 7ε{0, +o) 内 


πο ο ο a | AEE αν 
κα Z 
e |eosz 
sas 4-100 Las d, 
A Zlcosz| _ να cosr νε T cos ος 
z-100 >  z4100 ™ Z(z:100) τοῦ) 
. ο sono, | antri à 


yo sn f Engl aen, 


*- V Toos 
" f MEE. VERMAK, 


su. gi-(7 Errare 证 明 ， 当 a>1 并 a>& 
时 工 收敛, 其 他 情形 都 发 散 。 
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ΠΕ] 当 a< 有 8 时 ， 
Cue de P A 
ΙΝ TS 一 Af re rra Gin 
5 ος 
> e Tr (“πι <lth) 


zem di 7 
ΡΒ τετ” 


1{πα1α) [πετ] 


DE dais acl ΝΑΤ nolens 2408 
|” 2 BR ERR 


Ἢ Yem 
当 a>B>1 时 ， 

anm ZUM ἂτ l 

:- AI. rre Y+ ]|sinz]|? |' 


在 右 端 括号 内 的 两 个 积分 中 ,分 别 令 zentit r= (n+1)=- t. 8. 


aË dt ο dt 
l= PIE Irwin t Af Ia ija jan 


To. 


PARER Z z<sin=, sE P. 5] " 


"< reg y < 让 στα 2 T 
«Aut (emh) 


"ep --ᾱ n 
因为 8>1, μι τοσα, Xl 


e ce 
ΟΝ L iit. 
B a>13B a>8 8 URB, {ἑα»β'»1, 这 时 
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Ne dz 
i 于 
再 由 刚才 的 证 明知 道 右 端的 积分 收 生效 1 e 
812， 求 下 列 收敛 的 广义 积分 


MI (0 6B 830; 
e f sim 
9 fer^ 9 


dz 
@ j: 10 ANA α) 


sinntat (4 siint) 


adr 
R] ὦ | z) (1-3) dy 


[uer ποσο 


5] o-no 
n(n-3--5-8 


(参见 第 753 ED, 
am 
e Loser 


3 n ΑΠ Εκ, 


2l ET 
> Vea b-a) Qai 
δ(α- bt 
dt, 
az= ey 
f -a -ᾱ- 
aJe ων ll 


4 
= lim 2aretgz| ==, 
m ° 
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- 


ES Ir =. 2 
Ws μποτ uu VaT 


Ire M= 
f κα E 3 
NV) wi Pei 

ed im VT are tg s [^ -ἄντ.5 DP. 

813， 求 下 列 收敛 的 广义 积分 : 

ὢ [ui «οι 

D j es (n 是 下 整数 , π»1); 


(a, b>0); 


[ 解 ] D $ virz-:, v 1, ax?71 dz — 21 dt, 


S MES: naaier un 


dp 1 
imouL- 
nas 
J (+a?) 
NE TE] de π 
ROTE [ues Censos m, 


1 z 
得 - n 
f == Za” (n ~ 1) P (a+ a2) 


jure. 
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"e ὡς £ 5: 
w... 


p 


n fs ds _ (2n— 3) (2n —5) 
Uo pu (2n 2) (2n -4) 


ΣΝ 


- 
—— =f; qar Foy A 
b 


令 ae bet, Nje” , -ae* dy dt, 


a 


1-4 fizta-l[q"(i- 


aF) 


-4 ey -4 n(1+4) 


hs " hi w 
νι Κα ave 
中 aeh, 则 


1 


Ta 


nt as (7 det 
En am n ie sef ie 

[EZ ao, 

° 


814， 求 下 列 收敛 的 广义 积分 : 
(ο dz 
ὦ J, zur 
° J: esent (a7: 57-0); 


@ [ =a ΝΟ 


Un o [παρ] 


= jim [n2-À masa ||; 


ΠΕΝ 


= lim! SET. 
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o Tum Ut A sip) 


1 s ωχ]. 1 a 
Καν B+ r= 5. 


(8) Fise, W ἀν--ᾱι, 


5 lu "fcit 


dd dud 3) 
m 


= lim ln =In2. 


av ΙΝ 


p 


- . 
@ [Tendre Lf ede Z iim reli 
° 
+4 f κ da 
a 


ear ο ttem 
Bj meae BET [ntn 


Ας πὶ 
aM | cantio 


ER t et drm 一 
ΠΠ a= cem n 


de 


sin bode, J= |” e “oosbrda(a>0), 


[8-1 I= l| ανά μα ο ον 


E et onibada = È bg. 
aJo 


σ- Ap mr κ“οςία], 
a D 


b 
-2f ο 

as a 

b a 
uid lege Jte 


+ : 
l1 σεα-{ '47** (cos br+ isinbz) dz 


€ a 
(aestas — LL tim etae 
e —a+ib aee o 
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" 
ES lim aset feini 
ayyy ne (οοοῦα tisinbs) | 


816. ; 
[ 解 ] 0 是 奇 点 .对 任何 0< 


lim a?Insin zz 
E 


所 以 该 积分 收敛， 
Gre, 得 


um ue 
ΟΝ 
° ° 
i i 
ΤΝ; 
1 TN 3 
xf ΠΟ ο ο 


JOH RU BU e ous 得 


4 η 
1exEasnme[) ΠΤΙ το 


I=- 113, 
E] 
817、 求 下 列 收敛 的 广义 积分 ， 
D fen o faz) un 


Θ fas απαλά (4) [᾿οἰδοιασᾶς 
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NGC TP Ν 
UR) ὦ js d= ο... 


í β 
= lim zinsinz| -| Insinzdz 
2 Ma 
C2 (参见 第 816 题 ) 
2 š iod 
(2) J ο) da-- ferreas - ΠΤΙ +2] azas 
à τ. 
= | eah (ΑΡΙΘ). 
k = sJ)as =xh2+2 z 
Θ [moresnar Jes (aeos 3 zln24- I 
z 


=aln2+4 |, nesta: (555 3) 


$ Li 
ELS (5:933) 


一 - fln2 (参见 第 816 是) . 


πο ο κο ο. 


` sindi -fit mainte, 
ies πάπιάι-Ξ([᾽ ΠΝ Insintdi) 
zh Uo z 


Ë Insint dt | Ὁ (sub tou uy: 


m2 (参见 第 816 i). 


fat 
818. #Cm(f)= lim i e —Ji 3 f 1Ε[0, roo) LB 


均值 (中 值 ), 求 下 列 函 数 在 [0, :99) 上 的 平均 值 . 
(9 fG) —sin?a--cos (A 22), (2) f (2) caro tg o. 


494 BER XXRSERANM 


w ὦ f [sies + cos! (VZ Ὁ Je 


rf 1- cos2t , l+cos2,/ Z; 
κο ο mn 


sin 2r 52V δα 
4 ἀν ’ 


epe t sin 2z | sin2V Zr M 
Ged A ne a a a 


=z- 


[oy Γκ στη -[-5 di-saretgz- Ln) 


^om) m lim L [eee naa 5]= -5. 


819. RIRH lim o^ f^ ο 3th o0, f) 是 [0 1] E 
的 连续 函数 ， 
[ 解 ] 利用 次 必 达 法 则 : 


lim “a jim — ET 
"t LA 
A ιά {ο 
= 有 一 


820. 设 函数 f(z) 在 [0，co) 连续 ， 并 且 对 任何 4>0， 
ΜΙ; 


jr es f) amr qao 550), 
并 利用 这 一 结果 求 


"d 
f. — a (a>0, 50), 
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"ον ΝΗ 
=u [£ 4 dn ai- f7 tea] [TET 


= iim f" £0 ΗΝ dt 


"um ef^ Je umm ην ἐ 8 αὐ 和 be 2) 


In fon? (“τῳ ZE s=0 iE) 
利用 上 而 结果 立即 得 


gi. um [ή (z + go~ is^ πε + 8), x 
中 a>0, mem 十 ce) 连续 , 并 且 上 面 的 广义 积分 收敛 . 
[分 析 ] 将 negy aT = na+l Z, 左 端 积分 化 为 


E 
no (eye (Er) 


In 
证 明 第 二 个 积分 为 罕 ,， 亦 即 证 明 (7 (2-2) an, 


r 
ln > a a 


un f^ οσο μα 


ΕΠΟ ΝΟ; ση 


在 右 端 第 二 个 积分 中 ， 


La 
[ez 


" 

MIA 
Ls 

[emu 


a 
EE 


ΙΟ icit, FCR ο 
C] 不 一 定 ， 例 如 积分 | ”sin fa? 是 收敛 的 《参见 第 807 R), 但 
当 rato Ns sino ARAFE, 
823. ixi XC f (2) 在 [α, co) 内 有 连续 的 导数 ,并且 
U'Gi«M (Ε[α 1-55)) 
zu É If (0) |da +00, WEH f (z) —0(z—> reo), 
[证 ] 7 efG | «MIfGD 1, z€ [a. 1-55) PUR 
ο ος 
Wk, BDT 
B - laud 
τ reypas = f f(a = 1 pe |* 


s Groto B fa) HURREE REZIL (ERR 120, πι 
ἄν ο) |-νΤ. 
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SM. δὲ Γ) JG +o) itus E (7 f (ayda 
收敛 ， 证 明 : 
πον αγία) -0, 
CAMS] IAS FG) Te, +) AR 
Watap, der | ”7 (oa 收敛 ， 可 以 断言 
了 (x) 29, 否则 的 话 , 如 图 所 示 , 将 有 
[U reas=- =, 


mag f raya, —ma (7 reae at, pi tim γ᾽ fed = 
i E 


0; 另 一 方 断 由 于 γα) 单调 碱 少 非 负 ， 所 以 
ο ΙΡ aya, 
H i 
这 样 便 获得 证 明 。 
DE] iya) 在 [a, +o) 内 单 襄 减 少 ,首先 证 明 f(z) >0。 采 用 反 证 
法 。 设 存在 mEFa， e) GO «0, WAREN 22460) 
了 (ze)， 故 对 任何 Α»-α) t 


a 4 
j: f(a)dz< f (ro) n dt>- (A+), 


但 这 与 [7 Saaka. Bod elo +=) BU D> 


再 证 明 结论 。 对 充分 大 的 z, 由 于 f(z) Ela +) 内 单 说 
非 负 ,所 以 有 


[raya fa) É qi= zf) >o, ' 
E i 
SAT m | roe in |° rae. 
ο ο λα 


dam f (a) 在 [a, eon) ΜΕΛΑ, GE F (z) = — f (2) Gela, 
+)), 3304. F dE [a +0) 内 是 单调 减少 的 ,并 且 
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NEC -人 ra 
收敛 ， 由 刚才 已 经 证 明 的 结果 得 
limzF(z)-0, Bi lim zf(z) =0, 
Es a 
[说 明 ] 如 果 f( # (a, +=) acta, Bk |” f(a) dz ο 
保证 当 =-* 十 必 时 G) VAFO 例如 
n, nezcna-l. 
5 
fe- : (n=2, 3, +), 
9, n++=<z<n+1 


容易 验证 [Δες gos a> + nr) Το 


595. i [T fedes, σία) {ε[α, +o) VOR BL. l 


人 re .gt 站 再 收 全 


CRI μα 


MG «Miro, 
其 中 le(|«M (eta, +)), 
f [70 o (de ZR, 
do 人” γώλὰν EAH 那么 人 (四 -g (a) de 可 能 发 天 ,例如 


sinz 
T 


fG)= 


, 9G) esa, 
由 第 809 ma (17 S82 argen, Β [7 S as nm 

HEMSE) 在 [α, 1-οο) 内 单调 减少 ， 并 且 非 负 ， 证 
ΚΙ ΤΟ ci d 28 

DE) λος 知 # | rto de icto [reyes 
DEA 


84. x 58 499 


sung [^ feas sat, | 


v MES à Γη σία) εἴα» ads 
x< J + (eis de yta (a af PFA 
sfla+ (n+ 本 
NELLE (n+1)a] 
ma J reas S (7777 seas 


ο [es f(z)dz«& f (a --nz)a 
m 


^ NL 
ο 
*" sinz E 
ΠΝ; 
*" 1 -coso +=/ sing V 
ὦ f ER an ΝΟΌΣ 


2 [*" sing 
3» EN c made, 


Um) ὦ Í Η͂ — dz=— [^ (1— 052) (5) 


--lg- t (sins os 
ia coss) |: «f E d 


e f^ 


„iy 
Jea τ)» e 
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à EINE E: sins dos :ez= 工 f INI sinz{l+t) + sinz(1— Jis 
Tlo = z ΕἼ 
[T 
12-1, 
ΠΕΝ j. 
- J sina Heati ar=lo, ed 
° 
t< -了 
t<1, 
[^ sinzQ-n 4 mi, 
o z 


= ay2l.m t> 


; dz (n REM 


πμ... 


E T 


ed een [Pt famen 
een ens Penes 


2 
38 n pipi Wk n 25-1, 则 
ud » 
= 1) 2l tf seda EL. 


ELI LO n= 2k, n 


8299、， 求 下 列 发 散 的 广义 积分 的 主 值 ; 
O fz ainade, B {5 Ε dz, : 


s4. 广义 积分 501 


[ 解 ] Q) P.V. J: εἰασάσ-- lim fi Sora 
- di ^ -0 
steels 


"oder f. Tis 
nz 
Νες jm), ipe 


=lim[ arig zo m a+) ||“, 


= lim [arc ig A-arotg (= A)]= =, 
830， 求 下 列 发 散 的 广义 积分 的 主 值 : 


(2) P. V. 


o f. e [7 证 = 
πη o rev. f Rem ο.) 


ο ; 
= lim dnlal| + mlzl| =9 
E - : 


Q PV τἝπ- 2 pjes) 


legt esso Uo 


= lim 


m 


1 DESSIN 


ο... 
o 
LE (0) 被 积 函数 有 两 个 表 点 z=1 和 2 一 2. 


"E rad [pm dm 2 de 
H "Ë x ipe s= quspa JJ rt 


ta ] 
285 


z-l 
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i gar 


P κ dz " ΓΣ 
3) P.V. 5 P. ή 
ΝΑ να. ο 


= lim πε i] ) 
ον i m 


E" In(1-8) 
lm In | re) |. 
利用 洛 必 这 法 则 求 得 
1 
im PAA __ TR 
Eu BUIS oy 1 -1, 
mI 
° dr 
à rv f ==. 


86. 定 积分 的 应 用 
(D 平面 图 形 的 面积 
839. το γ’-Δαίο-εα), γ'-ἀδίδ. ο), ο 
图 图 形 的 面积 . 
[分 析 ] WER y 作为 积分 变量 较 方便 . 


CRL 两 抛物 线 交点 的 纵 坐 标 是 %= 2Va5 和 
ye - Bab, ik 


aaf- 


form tHE- 


833. 求 曲线 y= (0-1) - sinay,y — 0 所 图 成 图 形 的 面积 。 
2 


[R] Au fiin eu (V -D Jdy 


i 
ο πρ) 
mode 


1 


. 212 


2. 1- 
απ 
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834. Xx ycinz 和 y=0 所 围 图形 的 面积 ， 
ο ο) 


E 1 1f 
diem ef 


1 


835、 求 两 抛物 线 y~ - z +2z, y=z* 所 力图 形 的 面积 ， 
ΓΡ 两 抛物 线 交点 的 模 坐 标 是 z=0 和 z=l 故 » 
a= CCo? H20) - ads f, (7 22722): 


«(νι Ye 
836. RHR ay -α(α’ - a?) (a7 0) 和 z 轴 所 围 图 形 的 面积 ， 


UR) 曲线 关于 原点 0 对 称 ， 它 和 z 轴 的 交点 坐标 是 2=4 和 z= a, 
故 


Ac f'ade 了 
sppe "τη 


837. 求 曲线 y =r (1- ο) 所 力图 形 的 面积 ， 


[ 解 ] 将 曲线 写成 两 支 9=~ jz|VI=s 和 34= -|z| 1-2, 其 图 形 如 图 
所 示 , 故 
Amafi Iz dz 


- -2f (1-2) Vizar+2 Visas 


$04 第 五 章 定 积分 及 
UR) 曲线 方程 可 以 写 为 


839、 求 曲线 V5 y = Va (a>0) 和 直线 w+y~4 所 转 
图 形 的 面积 . 

[R] ma VZ+ y-Va WS u=a- avare 

E Pac az) |a 


ie (Vaz- z)dz 


el 
.-| τπτ α γα) az 


Lg] 双 曲 线 可 写 为 y= 土 +L EZ, αι 


amf? οτε — 
πώ. ασ 
. ΕΕ - h (2+ Ενα - 


$5. RES 


用 £05 


ο ο 办 之 问 的 图 形 面积 . 


ΓΒ] 曲线 的 方程 可 写 为 y= 上- 


& κ. 
4=2 YEE 
ef Vis a= 
saj VIF (0v) 
==, 
843.， 求 位 于 曲线 y ze 7 (2770) 8 2 [5 RO 44}2 W Pl, 
ΓΕ] Ac (T ntis, 
因为 lim a? αν =0, BIER ik Sc 


的 , 故 
A= (tire 1” 


ΤΩΝ 


κατ), 


ο 


944. ἘΠ Da κι, 
积 . 
Us maniem +E 


第 一 象限 内 的 交点 是 (co, ο), Jb m 


BOUE, 所 求 面积 4 ο ο) 
8 倍 , 即 


α-8{᾽ (È Nr A a= eT 37 +a arcsin 3r = 42 


b 
一 如 baresin το D 
Mao 
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845、 求 曲线 αγ’ — z ᾷα - z) (37-0) 所 国 图 形 的 面积 . 
UM] ωχ 


prd E 
κ z πας dr ë NJ ΤΩ 
ΠΝ ανα. -(α--α)' dr 
ο» «πώ να στὸ (@z-a=t) 
= f VE (= [vera=0) 


== ( [VEEE di FHEA o tomm me). 


846， 求 曲线 y^ - azy’ + at — 0(a7-0) 所 围 图 形 的 面积 


[ 解 ] 其 图 形 在 第 一 条 限 和 第 四 象限 内 , XT z 
轴 是 对 称 的 ， 在 第 一 参 限 内 ， 曲线 由 五 和 ja。 组成, 
lh 81 b 的 方程 分 别 是 : 


k ye S a- Vei ), 0«z« 


b y= Zavar), 0«z« m, 


故 


bm zy drelV/u uti t.e 
-vif. -eu +) 


O 
BAT. RMA αα’ +2bry+ey’=1(c>0, b°- ae<0) 的 面积 ， 
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bate (ao 
SZAVA 


组 成 (-a<v<a a- Lu) 


D ΕΚΕΙ ΕΡΕ v= 
(ac Byz? 


© (oy) a= μα 


2 Li 
Me Td (91 ναο- 1) 


848. RPM r=6sinð, r—12sin0 之 
间 图 形 的 面积 . 


[ 解 ] A=, "t 12sin6): - (65in 6) *40 


- xef. sin^0 40=27z, 


849. ROR r—2a(L+oos0) HRH Τ HR r= ig 
(470) t: ME ES TEC TE PR. 


tml 4 «1 [raran : 


Gn 


-f («ους cos! 8) dB 


-中 — 


| an (Lets E) - 2e forte dp a2 ah - 2a? 


= (Do 2)a?, 


508 Tak GETULEGUXNHD 


850. RIAR r= 2a? cos 20 ZARETE r =a 2 Pk BJ 
形 的 面积 . 


R) 两 曲线 在 第 一 象限 内 的 交点 的 9 坐标 是 9= 和 邱 , 故 
aca A facon inar 

Č esso - ao 

-e(vs-3). 


851. 求 心脏 线 +=a(1-+cos0) MEA c 2a cos 0 之 间 的 图 形 
面积 . 
[ 解 ] BLU r= 2acos9 的 面积 是 wa?， 所 以 
A=2.1 


[[450-{οοοθγ}49-- aa 


=a [κ cost 2. 20 — παλ 
Ú a 


ese etta aa (5:-5) 


一 8a2. = 


852. RE Ακ ΛΑ z u - Sazy - 0(a770) 所 围 图 形 的 面 
积 . 

[分 析 ] 将 馆 卡 尔 叶 形 线 用 极 淮 标 表示 将 带 来 方便 . 

[ 解 ] 利用 极 誉 标 。 
4 a-re0s0, y=rsin0, 
ROGER HEADER ΣΙΤΙ 


p= -3a sin0eos9 
- Sin*8 eos* g 


所 转 成 的 极 角 从 0 到 Ξ. ὅς 
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了 sin2geoszg 
ο ο ο y 
tp?0 = 5. eÑ 
rT ^ usd 


294,18 dug δᾳ ι 
frater 27 nd ITED 


m 


853， 求 星 形 线 (zy 5-1 (@ ὁ» 0) GRRE 
m. 

[分 析 ] 将 星 形 线 用 参数 方程 表示 将 
32/8. 

[R] 令 z=acosst， 则 得 星 形 线 的 参 
数 方程 为 

w=ucost, y=bsin?t  (0«t«22), 


故 
Ast [ yazma f 


3 


(bsin? t) ( 23a sint eos: D Ot 


g š : 
asap sint toost dir= 1ab (| etai | sinta dt) 


3.1, 5.3.1, 2.3 
ο ο δ᾽ 3)= =b, 


854. RERA α--α(έ- sint), y-a(1- cost) 的 一 拱 (0<# 
<2x) fü z 轴 所 力图 形 的 面积 . 


R) A (yir [7 aa- cosia 
eae f sit Ld 
3 


2 [eint L e 
-ao Sin pdp 104 A = nat, 
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855. R: (D 半径 为 “的 圆 面 积 ，(2) 长 轴 和 短 轴 分 别 为 24 
和 22 的 椭圆 面积 . 
US) ὦ AREH ER roa, 
A- if ease, 
(2) 用 参数 方程 , 椭 加 的 参数 方程 是 z=acost, y=bsint(0<1<2x) 
n ο... 


ο sint dte sab, 


806. ΜΜΕ o T coe, ym sint (a2, 
o= wo- b ) 蔬 围 图 形 的 面积 
[ 解 ] ως 


-22 E (cost t — cos* 1) dt 


TRE 5:31 z 
ab V4. Vau 


857， 在 极 坐标 系 内 ， —— Bis re 
1 以 及 射线 9=0, 0 =1 所 力图 形 的 面积 . 


(941 先 作出 该 图 形 的 草图 。7=1 以 及 
射线 9=0, 0=1 是 容易 画 出 的 .对 9=sinsr， 


当 + 从 0 单调 增加 到 计时 ，9 从 0 增加 到 了 
当 + 从 坝 增 加 到 1 时 ,9 从 1 又 问 到 0 曲线 
teer (oer DL sinere 
«)mn—4me FB EBE. 
[ΒῚ 扇形 OMN 的 面积 为 二 。 图 中 阴影 部 分 的 面积 
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1 站 
ING l G: 1 a a 

(elf age Lf. Aqha a Tab & i 

au σα d$. zh τὰ (sinar) (sinzr|。 2| rin erar) 


Ld] aes B+ bresar |$- [enenra) 
5 mjo i 5 s o a 

$ 1. VER! 1 
Tg 


故 所 求 图 形 的 面积 


lob 
llame 
Amy Ελλάς 


858. {μήν ΚΗΜΜΑ r= DE. de S5 59 
所 围 图 形 的 面积 
L 解 ] 当 t=0 时 , 050, r0; 3 t— +° B 0—>=, τ-»0, 故 所 求 面积 
2at V t 1. daoi 
ΟΝ Ge) Gf. ra 
hd let 
9 ip GH- l+ "m di 
3: tm 


απο lt 00? 


Ñ = 办 (4- 2). 


-jl 


《2) fad ASK 


359. REBR y (E+E) d Ooh 2 LAO EE L 
(a>0, λ»-0), FERRE SERLRI 2 — 0,2 h, y0 所 图 图 形 的 

| 面积 A= aD, 
tm) L=fi VTF 


τρις, -- 
- (+e dz 


"DNE 
-$e b[-i6-. 3). 


2 
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"ass SU ae ase 2 Š 
A= va = 2E (az 和 


-5 ρὲ σφ) 
c A-aL, 
860. RHR M uy να — (a0) fS IE. 
[WO 曲线 的 方程 可 写 为 y= (να να) (Qro, δε 
Le [vigne f. Xaa tma " 
ELS: (TTD 


- Me pie irl 

[ος ln GeV p. 
gel. Αν) μα”) dg 05a (22-0) B] ff) LIE, 
[R] ν-νῖρι. YY= 


zh νττ Tc 人 ντε. 
-f wisepaVme( VPP ($ Vm 
o 
-iuveep 4 pla(t EXP) 


NL ποσα 
syer εδ 2α ΕΝ τα τν 
Vp 


URL] ΕΦΕΤ ee 0<y< va, WEB z 作为 积分 
变量 ,有 


$5. 定 积分 的 


NL 
1-[ Vr a (^ m 


1 (vu - 
EET 
mSDVETE + l (+ ERE 
ges egens 
γω m AET, 


98. Xiao r- gly 《1<y<e) 的 弧 长 , 


[81 4-$v- 750-2) 


"MG ee inse) dno. 
863. RMP ER 9ay =z (x - 3a)*(a7-0) 叶 形 部 分 的 长 
E. 
τ ΓΒ] 叶 形 部 分 由 下 列 两 条 曲线 围 成 : 
ντα). s= εδ) (0«2«3a), πάσα. 
να VIRI 
VG aè tzari) κάν 3a, 
864. REER 2—acos?i, y—asin*i(a70) 的 全 长 , 


[R] z= 一 3cos?isint, y, —3asin^ t cost 
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L= aa 
acf" VSOTE F SECOS at 


d 
=a sinicostat 


š 
= 6a. 
e 


sin?t 
2 


e12a 


865. 求 旋 轮 线 2=a(# sint), ye a(1- cost) (370, 0<t< 
22) 的 弧 长 . 


[ 解 ] zima(1—c0st), yj =asint, " 
z= Vt dt \ 
ο] ETE 
=V Baf” vices 


mV Baf VT |in ato κ.α 
806. WEMA v=acost, y bsint (a, b>0) 的 全 长 等 于 正 
AAR y= να) - V sin + 的 一 个 波长 的 长 度 . 


ΓΕ] 记 椭 贺 的 全 长 为 Za, 正弦 波 一 个 波 的 长 为 za 有 
ποσα περ) 


= | arent Ebrei as. 


rf? v Te 人 Jets. ($) 


= f VEF eo at (χι) 


ix H 
«f, VIG EU a =a | varo Tt dt 
b 
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{Πολ απ t, κ 


° 5 
p arsi TP (76 ea | Vaai Edi La, 
š 


867. ROER r=a(-rcos0)(a>0) 的 全 长 . 
[R] x= 


VETE = V Ta VIT, 
Le veran T 
=>. Taf Ire o C i 
=4a (eos £ a9=8a, 
868. 求 阿 基 米 得 螺 线 "=40 第 一 
ΕΕ. 


tg) saf" ντο ο 
=a f rema 


asing， 


ες m 
E TU IT +In(0+ VIT) jl 


= [ax V/IT4982 + In (2x4 VI FET) ], 


669. Ri rc asi (a>0 86k. 
RI wasin D cos P, 了 
VERTI asin Š. Ἔ 
， 当 0<b<3r 时 对 应 整个 曲线 , 故 
Le [^ verras 


2) TIME 
= 中 κα gdpe i πα, 
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BOR R 


870. RHPH Le eel se0, y=0, ze 0 FARE 
的 体积 . 


[分 析 ] 用 平面 >=zo 截 此 体积 , KRO 
一 个 三 角形 , 截 口 的 面积 是 容易 求 得 的 ， 从 而 


可 求 得 所 要 的 体积 . 
[ 解 ] 0m tst -iWNxax 
atoto 
» 
ο E oiii [ES d 


Racc-ii, Bppr-mdhEPUMRDUESUS Z° 


A69 e X( (0-5 a), 


οκ ΠΕ ο) yaf (a -2)*d2 


ds. i de 


= 
871. iiir, +J —2z f ο b, o0) Bi 1: 


间 图 形 的 体积 . 

[分 析 ] s= (0<so<c) 在 所 给 抛物 面 上 的 截 
ΠΆΕΙ, 其 长 轴 和 短 轴 都 容易 求 得 ， 从 而 得 到 这 
一 椭圆 的 面积 , 即 可 求 出 所 要 的 体积 . 

mn sms To eis, Bl =a 
+=, Hitt gU 

A (zs) avs; «ὃν Θες z=2=abso, 


Y e (220 adsum nate 
o 
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872， 用 微 元 分 析 的 方法 解释 下 列 公式 . 设 y=y(z) TELS, δ] 
连续 、 非 负 ， 那 么 由 它 和 直线 z=a, z=b 以 及 z 轴 所 国 图 形 绕 
9 轴 旋 转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 是 


y 72 f ar. 


[ 解 ] 考虑 在 = 处 ， 高 为 y 底 边 为 dz 的 矩形 绕 Y 轴 旋 转 后 生成 旋转 体 
的 体积 GF( 即 两 同 负 圆 柱 体 之 间 的 体积 ) 有 
一人 十 下 一 mr 一 2 十 mo (dz)2, 
赂 去 高 阶 无 穷 小 (az)2， 得 ἀν 2szydz, 将 这 些 ἂν JA z=a F) z=b ΒᾺ 
累 起 来 , 便 得 到 所 求 体积 , 即 : 


y= 2 下 sydz, 


873. 用 微 元 分 析 的 方法 解释 下 列 公式 ， 如 图 工 所 示 , dE RAE 
M, δὲ τ--τ(θ) 在 ἴα, 8) 连续 、 非 负 , RZ B ro (0), θ--α, 
6 — 所 围 图 形 绕 极 轴 旋 转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 下 是 


ΚΟ 


Hi 图 3 
ΓΒ] 考虑 在 9 处 , 夹 角 为 40, 半径 为 + 的 扇形 绕 z 轴 旋 转 后 生成 的 旋 
转 体 的 体积 ἂν ( 即 两 个 同 半径 的 球 扇形 之 间 体 积 ), 如 图 2 所 示 ,有 


dy =Š sri[r—reos(0+49))-$ ari(r- reos) 


= £ ar? [cos (0-- d@) — cos8], 


` cos(8--d9) — cos -- dcos — --εἰπθάθ, 
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ay-2 αν’ sin 40, 
RAV 从 96=a 到 9=8B 积累 起 来 , 便 得 到 
23 a fr (0)singae, 


874. REHEB, MA z+ (y - 0)? a? (0a b) 绕 x 轴 旋 


转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 . d 
CRI Mru- δώ 由 下 列 两 条 曲线 组 成 ; 
= CEXB) 
m (ΤΕ), — 
az ñas 


-- Ë 4V) de-a f (VEE) ds 
== [vez a- 2aa*b, 
875， 求 扫 物 线 y= 2z - ο) 与 x ΗΡΙ ERU SE z T D S Θὲ 
y 轴 旋 转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 . 
[R] 抛物 线 与 = 轴 交 点 的 机 坐标 是 z=0 和 z=2, 绕 z 轴 旋转 得 


v= ya Qz-zjdres(À- su) - 


S y She (ALH 872 题 ), 得 
οκ aydre on f, zz 2)dr= ΠΟ 


876. xii yet 2) πιν-2|Ξ|ώ-170) ΜΗ θε 


w KAHE y 轴 旋 转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 . 
[ 解 ] 两 曲线 的 交点 的 横 坐标 为 z= +a ft z=0, 当 |z| <a 时 ， 
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(«zt 
ΠΠ 

nem (E) 
ier (s). 

Hoy 办 旋转 (参见 第 872 题 ), 得 

2 
ποπαϊα -ᾱ) --Ὁ παν 

ο ER y fE ELE MG GEN ES ERAN 
ο oma V nao y, 其 交点 的 纵 坐 标 是 y=0 和 y= 


= sab, 
T5 


877. 求 旋 轮 线 2=a(t - sint), y=a(1- cost) (a0, 0<t< 
2r), 48 α 轴 和 绕 y 轴 旋 转生 成 的 旋转 体 的 体积 . 
[ 解 ] θες 轴 旋 转 得 
Ld y^ dx 
= a fracta eno 


saf” (1—3c0si 4 3cos? t — cos? t)di=5aa?, 


f y 轴 旋 转 (参见 第 872 题 ), 得 
DEED (t —sint) (1—cos1t)* dt 


-me[" (1 — 21 cost-r t cos? t — sin t+ 28in t cos? — cos?t sin t) dt, 


再 由 costes Lu 以 及 
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πα 24 
f (21 cos t+ D — sin 1- 2sint cost — cos? t sin t) dt 0, 


τε. 
v = 210 [° J tisora, 


878. HMHR y==(e - a) 在 横 坐 标 0 与 (0<a<o) 之 间 
的 弧 段 绕 > 轴 旋 转 , 问 c 为 何 值 时 ， 该 旋转 体 的 体积 斑 STK 
OP £t z 轴 旋 转 所 成 锥 体 的 体积 . 


[ 解 ] r=. μα 
ο 
Lir: v=} ας: ee ay, 
ZATE. atya sey. ze 

«(E 2). 
由 于 6c>a>0, 8k =a, Bibi co 一 号 “时 ， 族 转 体 的 体积 等 于 弦 op 


E 
Θέα 轴 旋 转 所 成 锥 体 的 体积 


ο ο HERD RE, EHER e 


πα 求 4 为 何 值 时 , REY (a) = 
lir. 


422), 


[81 vO = Sf ume (6-0 


2]» TF 
«δρ στι) 


vasi immy, 


也 就 是 
解 得 
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襄 当 a=1 时 ， νώτα limy. 


880. {15 72-0, —1 88 ο Se RE AUR -ΤΕΗΜΗΗΕ f 
ἘΠ o 轴 方 向 打 一 个 穿 心 孔 , 圆 孔 的 轴 是 z 轴 ， 求 销 空 的 半径 ， 
使 剩 下 的 环形 体积 等 于 这 一 椭 球 体 体积 的 一 半 . 

[ 解 ] 设 档 球 体 体积 与 镜 下 的 环形 体 体积 分 别 为 入;。 

γα (i-a $ aa, 
ΒΑΕ p. y=p 5 ERIT: 
(VEE (i8. A) 
两 点 。 
μμ B E] 
=$ πα (1- £y. 
mg Viel Y, A 
£ xab:(1— Eja, 

从 而 得 到 oci V3, 

881. 设 有 一 烧杯 , 其 表面 是 由 抛物 线 好 = 2px (p 0) 38 z $h 
旋转 而 成 的 旋转 扫 物 面 ， 杯 内 盛 有 高 为 九 的 液体 ， 问 再 加 入 mm 
个 体积 单位 的 液体 后 , 液 面 升 高 多 少 ? 

LRI RH RED, U 

mou ytdz=2pa |" sdso pu |" o ntm he] 


. ò= item 
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882， 求 下 列 曲线 绕 极 轴 旋 转 后 生成 的 旋转 体 的 体积 : 
(D) 心脏 线 7=a(1+cos0) (a7-0, 002); 
(2) 阿 基 米 得 螺 线 ~ag(e>0 0<0<x). 
[ 解 ] Ὁ 利用 第 S73 题 的 结果 ,有 
κ t (θ)εἰα θ4θ-- 222” κ στα 
-2 和 [- ise] 8 


a 
= ra. 
lo 3 


D v = SE αώ»ειμοάθ--.Ξ5 κ Ὁ 
— 2ra? 


ο αμ Osin 06) 


ρου. 0cos0 N cos 0 a) 


dme aru = 2 ac 2. 
TM aeu! esas αἱ 3) 


(4) 旋转 曲面 的 面积 


883. 求 曲线 y=e*(0<w<2) 绕 « 轴 旋转 生成 后 的 施 转 曲面 
的 面积 . 


UR) ν-«, VIF =V IF, 
x ο fu TESI dac τα 
=2a ναι (ree) 
ο ος ο αλ 
-α[εν ΤΕΕ tnet VERS) -VE nO 72)]. 


884， 求 县 链 线 y 一 二 (e++6“) (0<z<2) ο 
的 旋转 曲面 的 面积， 
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UR) yai e-e), EV Gen) 
ο πλ = (e+e) da 


ΠΚ... ze- 3 κ 


e t+8). 
885. 求 轩 2 十 (y 一 了 ?=a*(0<a<5) 绕 xz 轴 旋转 后 生成 旋转 
曲面 的 面积 . 


UR) M e+ (y-)?=a? 由 两 条 曲线 y=5+ να οἱ ( E E B) 和 
σε οσα » 


ΕΝ ΓΤ ΤΩΝ αν τες dz 


a 


ντ τν” 


8-4π[᾽ [pm SEN 


a 
Vez 

=8=ab Uy sravaresin Z. |° —4=ab, 
σα 


890. kB L1 θες BANE PETE AAL UR B f H 


B. 
[81 需要 分 >5 和 a<b 两 种 情形 ， 当 a>b 时 


γεν, y=- 


(ut E ammesso). 
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5 sp y VE daas κας, 


= b Le yatdi (9 taea) 
b 


EPRE SEI P mr F atje 
4n EV B+araresin + |I 

ab στο 2995 arosine 

D 
aab (bs Earesine). 
D 
当 a<b 时 ， 
yv την = L Ja "+ 


Gth c= V0). 
EE Try I 
Ao S=2af' yv Iry ds as Ba 


Ey ESN arri (St 2) 


a 


=a. στρ EE ΠΝ 
ΜΉΚΗ id ] 
-23eb T + as de In(e--/a zen) - 2 D m 


=2ab(0+ É m te), 
887. REER ty? — aŠ (a>0) θὲ z BDE LEA 
T 


UR) 将 星 形 线 用 参数 方程 天 
z-acost, y-asin*t, 0«t«m, 
αἱ = — 3a cos? t sin t, y, —3a sin? t cost, 
ΕΘ 3a sin t cost, 


x κας d 
s Seis y(t) ναι τά κ a sin?t«3a sintcos t dt 


T wa, 


5 
ias. Sinttcos t di— 122a? —7—— E : M 一 5 


$5. 定 积分 的 应 用 525 


888. 求 旋 轮 线 z=a(#t—sint), y—a(1— cost) (a>0, Oi 
3π), 绕 下 列 直线 旋转 后 生成 的 旋转 曲面 的 面积 : 
(D ο (2) y 轴 (3) y-?«, 


[81 ὦ vV asini, 
8-25" vo var dt 
ΚΝ asin? ge -2a sin dto ΓΝ seda 


οκ 52a 


® S-2«[7 at Vaya: κο sin t) -asin 5 dt 


ΚΗ 
f usinudu= νο m. 
° oth 
[ον 2u-sinuduc ife 4— cos 3u)du=0 
° pan 
S-16xu* 
(8) (FERRER m= z, n=y- δι, 有 


VALERE ασ 


ds 


κ t t 16 
—Bxah in 
saa [7 cost $ sin de --Ἡ 


889. 求 心脏 线 r— a(d +cos8)(a>-0, 0<0<2x) 绕 极 轴 旋 
转 后 生成 的 旋转 曲面 的 醒 积 . 


[ 解 ] PETI qaos $. (0«6«2), 


mat cos? E 


2 lo 
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9{Θ) =r(0)sin 8a (1 +cos6)sin0= 4a cos? $ sin $, 


822 f'y (0) / FB ΡΟ) 19-102? eur 


890.， 求 双 纽 线 人 := a° cos 20 绕 下 列 直线 旋转 后 生成 的 旋转 
曲面 的 面积 : 


(D mh Dap © 89-7 


32 
Xu 


[ 解 ] (D vrr TID 


y(0) =r(0)sin 8 a τος 28 sin 0 (042). 
s-r (ly verae 
τον n θάθ-πα(2-- VT), 
(3) z(0)=r(0)eos0=a [i529 eos0 (0:642), 
ο ffe v PO SI a 
=a f: 3 οοςθ ἆθ--Ὁ / 3 wat, 


0) 将 9= E 作为 新 坐标 的 极 轴 , 在 新 坐标 下 双 纽 线 的 方程 为 


人 一 aacos xp 5) 


" 
ΠΠ] 
νίθ-ε(θγώνθ-ογοο (0+4) sing (- S<9<0), 


JP 
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- S=2-2x f WO IF) 787 αθ--4πα“|᾽ [sin gldg 
3 4 


=4 f sin 040= 480, 


(b 定 积分 在 物理 中 的 应 用 

891. 质点 沿 直线 运动 ， 运动 速度 为 0(t) =5+0.1 (em/s)， 
求 从 t=0 开始 经 过 50 秒 后 质点 经 过 多 少 路 程 ? 

[ 解 ] s= f vidi = f (550.19) a (ae 5) 

4416. Tem, 

892、 已 知 某 轴 长 10 米 ， 线 密度 p(z) =6+0.8z (kg/m), 其 
H 2 是 该 点 到 轴 的 一 个 给 定 端点 的 距离 ， 求 轴 的 质量 . 

ΓΗ] mo(aan=| (60.2322 (eS 23] ° 2 TÓkg, 

893. Ky a 的 细 直 棒 , HE ELE PUE AU E ΠΡΙΝ 
一 端点 0 的 距离 平方 成 正比 ， 求 该 棒 的 质量 和 平均 密度 . 


ΓΒ] 由 假设 , 线 密度 ρ(α) — ka? (是 比例 
常数 ) ,所 以 质量 为 9 det 


--[ p(s) deck αὐάα-- ka, 


τ 


平均 密度 为 


894， 一 定 质量 的 理想 气体 ， 在 等 温 过 程 中 体积 从 va 膨胀 到 
ον 计算 在 此 过 程 中 气体 庄 强 的 平均 值 . 

[ 解 ] 设 p 是 压强 ,v 是 体积 , 那么 在 等 温 过 程 中 有 Jpv=0, C 是 常数 ， 

m s=. 故 压强 的 平均 值 为 ， 


895， 求 梯形 板 所 受 的 水 压力 ， 梯 形 板 垂直 于 水 面 ， 上 底 
16m, 下 底 12m, 高 10m， 上 底 离 水 平面 5m. 


[ 解 ] ἕν 轴 是 水 平面, 梯形 板 右 边界 的 方 
程 ( 即 直线 段 4B 的 方程 ) 是 


y= P 5<z<15 
在 [w, z-+da RERBUR. ERE OC, ERES 
3yds = 2(9— 7 as, 在 水 深 z 处 水 压强 是 
所 以 该 微 元 所 受 的 水 压力 是 


2(9 £e. 
故 整 个 梯形 板 所 受 讨 力 为 


EN eg (σα E) | = 1386.7. 


πο ο ο 
ictor ΕΥΠ E. 
[ 解 ] ο yo + VIDA, 在 Ua. s da] ΑΕΕ 


一 段 微 元 , 其 而 . 在 水 深 z 处 的 水 压强 为 2， 所 
以 该 微 元 所 受 的 水 压力 为 V0 二 态 dz， 于 是 整个 半 糊 贺 板 所 受 水 虑 
力 为 


1(z20) 所 受 水 的 压力 ,该 


— aja 
Ρ aV B3 ase - 3 (a00- aà | — 


897.， 容 器 如 下 页 图 所 示 , 在 容器 下 面 有 一 矩形 闸门 ， 容器 内 
装 满 了 水 ， 求 打开 阅 门 后 的 瞬时 流 景 . 
Um] 由 托 里 拆 里 定律 知 ， 在 灌 满 水 内 


SE E, ΤΟΚΈΙΗ T Ra 
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Ιλ R ο (g 是 重力 加 速度 )， 于 
是 在 水 深 为 < 处 宽 为 2z， 长 为 各 HAE Eh 
ABH EDS 
d= vZ dz, 
FEVT VERRA IR C 
Q- f. agh ν τὰς 


S8) 4-40) 


898， 压 缩 某 弹簧 Lem 须 2 N, REA 10 cm P 646 f0 3j, 


UR] HiNITEE OUREDH SLUT 15:7] f MRR AREKE α 成 正 
比 ,方向 指向 平衡 位 置 , 即 f (e) 一 — ka, k 是 弹簧 的 刚性 系数 ， 已 知 当 == 
lem 时 了 =2N, [πρὶ kc 2X/em， 将 弹簧 压缩 10em 所 耗费 的 功 为 


ΜΝ . 
we krazo k a| 100 N-em, 
o 2 lo 


899. 物体 按 规律 zct*(c>>0, c 是 常数 ) 作 直 线 运动 ， 设 介 
质 的 阳 力 与 速度 的 平方 成 正比 ， 求 物体 从 z=0 到 z= 时 阻力 
WERD, 


LRI EESE v= 2 — cort = 3322, AWEH 


FobémoniS 不是 比例 常数 , 大 > 0)。 
于 是 物体 从 =0 移动 到 z=& 时 阻力 所 作 的 功 为 
W= foe = boh αὖ, 
900， 设 空气 压缩 机 的 气缸 中 活塞 面积 是 Λ, ΑΡΗ V, HUN 


充满 了 气体 ， 在 等 温 过 程 中 经 压缩 体积 缩小 一 半 ， 求 所 耗费 的 
功 . 
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UR] 设 p 是 气体 的 压强 ,V 是 体积 , 那么 在 等 温 过 程 中 有 p= (0 
是 常数 )、 故 作用 于 活塞 的 压力 是 pA = 他 4。 WOUERUST ΝΕΑ 
气缸 底 的 距离 是 z, 那么 P 一 4z， 所 以 p4= ος =- 人， 再 设 当 体积 是 


了 时 活塞 离 气缸 底 的 距离 是 so 那么 体积 压缩 一 半 所 耗费 的 功 是 


π--- F pa E Laona, 
901， 从 地 面 垂 直 发 射 质量 为 m 的 物体 , 计算 物体 从 4 点 发 
ἈΞ B κκ, 为 克服 地 球 引力 所 需 消耗 的 功 ， 若 要 物体 飞越 地 球 
引力 范围 ,物体 的 初速 度 vo 应 为 多 少 ? 
[R] 地 球 对 物体 的 引力 为 
pe 
其 中 到 是 地 球 半径 ，r 是 地 球 中 心 O 到 物体 的 距离 , g 是 重力 加 速度 ， 设 
04=r4，0B= ra， 则 所 消耗 的 功 为 
v-fre- eB) i 
ο) 
为 了 计算 物体 从 地 面 发 射 后 飞 出 地 球 的 引力 范围 所 
消耗 的 功 A, BIR ra= R, r= + eo 得 
信人 -了 oo 全) 
可 见 ,在 发 射 物体 时 给 予 物体 的 动能 至 少 要 等 于 所 消耗 的 功 , 即 


d -mge 


$ mi=mgR, 
所 以 初速 度 vo /2gR. 
802、 半 径 为 的 球 沉 入 水 中 , 它 与 水 面相 接 , 球 的 比重 为 卫 
现 将 球 从 水 中 取出 ,要 作 多 少 功 ? 
[R] 水 的 比重 为 1 用 z 表示 球 项 与 水 平面 之 间 的 距离 , 此 时 露出 水 
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面 的 球 完 体积 为 πα(ν- 5), MEEI) a(r- S), man nts 


重 等 于 水 的 比重 ,所 以 没 于 水 中 的 部 分 所 受 的 向 下 的 重力 与 向 上 的 浮力 数 
值 相等 , 故 当 =x 增加 到 z+ dz 时 ,需要 作 功 为 


aw- rr - HE ; 
将 球 从 水 中 取出 要 作 的 功 为 


w= É er 一 $e-$ E 

903. 一 圆柱 形 水 池 ， 直 径 是 20im， 高 30m, 装 有 深 27m 的 
水 ， 现 将 水 抽 尽 , 求 克服 重力 所 作 的 功 . 

ΓΒ] 水 的 密度 为 1000kg/m3。 用 z 表示 水 面 与 水 池 刀 的 距离 ， 当 水 
平面 高 度 降低 da 时 ,被 抽 去 的 水 的 重量 为 rg'10?.dz.1000= 105g dz, W 
服 重力 所 作 之 功 为 dW =105xg dz.z。 如 将 水 抽 尽 ,克服 重力 所 作 功 为 

w= fP10'ag dz 4.456109). 


904. 求 半径 为 < 的 均匀 半圆 弧 , 关 于 过 这 条 弧 的 两 个 端点 的 
直径 的 静 力矩 和 惯性 矩 以 及 半圆 弧 的 重心 ， 
UR] HAMASA EER z=acost, 
y=asint (Üst«a ), 则 ds= /z; E i dt 
adi, SEPIRSBURSEIzf& E ABE, ΕΙ 
级 的 密度 为 p, 故 静 力矩 ^r su 


ΚΝ sin t dt= 2afp, 


Bus L= tsm ρὲ [sas Sas 
重心 
ος aM, 22x 8 
z=0 (VXBEHDET v 轴 对 称 )， 和 
Ν 


905. ΑΡΑ °= 2pz(y70) 和 z 轴 以 及 z=z 所 围 图 形 
关于 坐标 轴 的 静 力矩 和 重心 , 设 此 图 形 密度 p= 1, 


532 BIF 定 


[ 解 ] 静 力矩 是 


ue Lea Lp Ἄρα da =. iss, 


M, f zydz= f Ep sla Ep ad. 


图 形 的 面积 为 

4af? ὯΝ v prisa $us ab. 
故 图 形 的 重心 是 

— I i a 


906. —ji iHe 93 5] $ BL 24.3} R 462 a 的 半圆 弧 , 在 两 端 
ΒΙΠΕ ΕΝΑΕ, DDR CNE b 是 多 少 才能 
使 金属 丝 MABN 的 重心 正好 落 在 圆心 0 上? 

ας SEREEN KE, 站 
所 求 重心 的 纵 从 标 为 0， ο τς 4 
坐标 为 w， 用 参数 方 称 w=dcosty y=asint, 
(Esis a) scm en vari 
adt 


再 设 直线 段 4M 和 ΒΜ 的 


分 别 是 半圆 弧 和 直线 段 AM, BM 的 质量 ， 则 min map, m=2bp (p 是 密 
E CERM. 
已 知 金属 丝 27 4LBN 的 重心 在 0 点 ,所 以 


iti + 0, 


B -aap τετρ το, SER b= Za, 
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907. 3448/88 ay 7222 2^(270) 和 z 轴 所 转 图 形 (密度 p 
= 了 D 关 于 2z 轴 和 yy 轴 的 惯性 矩 . 
UD L-+P 


— αἱ 


ΠΝ aie jt dh γω δα 


908. RERA a W b 的 均匀 椭 贺 薄片 关于 它 的 主轴 的 惯性 
Lu 
[ 解 ] ΠΠ EROS z=acost, y=bsint 
(0<1<2x), 密度 为 1， 则 其 主轴 为 坐标 轴 。 再 
击 对 称 性 得 : 
ip 
Lex ots 


ας cedi Laaf ane 
E sin*t(—asint)et -- Fj sin tdt 


L- 外 shydz- ιν ο Ες αν tdt) 
3 


š i š 
=b] suro tte ta (T παρών... j ο 


900. 证 明证 重金 第 一 定理 : 密度 均匀 的 曲线 绕 某 一 条 不 与 它 
| 相交 的 轴 旋 转 ,旋转 后 生成 的 曲面 的 面积 等 于 此 曲线 的 弧 长 
五 乘 曲 线 重心 0 旋转 后 的 圆周 长 , 即 
| BS-L-2zr(r 是 重心 O 到 轴 的 距离 )。 
DE] 设 该 轴 是 z 轴 , ΑΡΕΣΕ ΥΓ) 0 (a<s<b), 那么 曲线 
的 重心 的 纵 坐 标 是 
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z Ber Lm 2s ( vds=8. 


910. 证 明 古 重金 第 二 定理 , 密度 均匀 的 平面 图 形 绕 不 与 它 相 
交 的 轴 旋 转生 成 的 旋转 体 体积 ,等 于 此 图 形 的 面积 4 与 重心 
O 旋转 后 的 圆周 长 的 乘积 , 即 

了 -4.2xr (r 是 重心 0 到 轴 的 距离 ). 

[E] 设 该 轴 是 z< 轴 , 图 形 由 %= f(z) 0, s=a, z-b #ü z 轴 围 成 , 则 
该 图 形 重心 的 纵 坐 标 为 
Nu 

E 


y=r= 
^ didis 5[ yis V, 


911、 利 用 二 重金 第 一 定理 (参见 第 909 题 ) 求 ; 

(1) HRR v=a(t—sint), y=a(1— cost) (0<i<2x, a>0) 
的 重心 ,密度 均匀 ; 

(2) 半径 为 了 的 贺 , 圈 心 与 其 轴 的 距离 为 &(a>”)， 绕 该 轴 旋 
转 后 生成 旋转 曲面 (车 胎 面 ) 的 面积 8. 


LR] (1) 由 对 称 性 知 z=wa， 利 用 古 重金 第 一 定理 以 及 第 865 和 第 
888 题 的 结果 ,得 
— 
VAL de 3 
O ο ο ο Lo 22e ise emn 
8-2aLj- 22 2rd dard, 


919、 利 用 古 重金 第 二 定理 (参见 第 910 ER: 
O 均匀 的 四 分 之 一 精 图 板 rr 160, y20) M 


Ù; 
(2) 半径 为 了 的 图 ,图 心 与 某 轴 的 距离 为 Q(8>7)， 绕 该 轴 旋 
转 后 生成 的 旋转 体 (车 胎 ) 的 体积 . 
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UR] G) RUNE S SR EE BUR z 轴 和 绕 y 轴 旋转 后 
的 旋转 体 的 体积 是 


i as PY am 
γα sf yda zu den (aa SJ i-em. 
Vs= xab, 

mm Aci πώ, 


(2) 加 的 重心 位 于 圆心 , 加 面积 4 一 rr2% 由 古 重金 第 二 定理 , 旋转 体 的 
体积 是 


Y= A.2xg= a De d 27rd, 
86. 定 积分 的 近似 计算 
918. 利用 定 积分 近似 计算 的 梯形 公式 和 辛 浦 生 公式 分 别 求 
出 wm 的 近似 值 ， 已 知 
firmei- 
(在 计算 中 将 [0, 1E). 
UR) Hu piae 在 分 点 上 的 数值 列表 如 下 : 


m=0, yo=1.0000; 2; 0.25, gh=0.941% 
ga=0.5, ys=0.8000; 2,0. 75, us — 0.6400; 
2,1, yi 0.5000, 

利用 梯形 公式 : 
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dr ~ V 
Κι trennen S 


a= 


=0.5000-+0.9412+0.8000+0.6400+0.25)0=3.1313, 
m 


αρ κκ λεμε 


ο ο ο τὰς 
nome3.1416, 
[说 明 ] 一 般 说 来 ,在 分 点 的 个 数 神 同时 , 举 请 生 公式 比 梯形 公式 梢 确 ， 
RUBBER ASI ERUNT CURA, 其 误差 为 (E) HAREAN 
ο ο. ο. 


机 上 常用 的 求 定 积分 近似 值 的 方法 是 龙 内 方法 , JCR K ΝΕ, 
914. oki E 22^ y^ - ΗΕ. 


UR] KENARA SEDE 
1 


de -l cos0, g=sinb (0<8<2a) 


V2 


KEREDE, RRd yZ yT d= V1- 证 sn2g d8, 


1 nica i don $ siu28 a6, 
将 区 间 [o Z] teo ta iens oet ve Vi Tawa nF 
多 =0， 妇 =1.0000; gl 而 ， 则 =0.9831 


的 = 后 , yw 一 0.9354 — Fei ge 0.8000; 


, ya=0.7906; o=, ys=0.7304; 
6= gs 0. 7071, 


利用 辛 浦 生 公式 (n3). 


$7. p-gagcm T-A% 537 


Ma yet 2 je y) + 4(yr+ t+)] 


[说 明 ] ο. 


in^zdz 的 积分 称 为 档 到 积分 ， 棋 是 积分 的 一 


般 形式 是 
Ta |-----ᾱ 
fvi Tinis às, Faces 
d: 
(0k-1. h0), 
id [πετοπος $ "ο 


"EDEN IU PERI RS TORO UC TERUXRUD AE SUY REN 
取 近似 计算 的 方法 . 
915. 在 20m 帘 的 河面 上 : 测量 河流 横 所 面 的 面积 ,如 果 从 河 
的 一 岸 向 对 岸 每 隔 2m， 测 得 河水 深度 y 如 下 (单位 为 m)， 
mo-0, go-0.4, m=2, γι-0.8ι za 一 和 yo=1.4; 
0 一 6， ys=2.0; m=8, y=2.4; 10, ys-2.1; 
go- 192, yo=1.9; zr=14, y;=1.6; ws=16, ys 1.3; 
2418, yo=0.8; αιο--30, yo=0.4, 
求 此 河流 横断 面 的 面积 A. 
[R] sem (n-5), 


4f s des ο ο ο) 
c c yo is yeu) 


-$05 12x 7,04-4x7.2) 229.33 m?, 


$7. 8- 函数 和 工 -函数 


96. ο B(P g) = ο ο” 
m 
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(D βίῃ g) = βῷ, p); 
3 B(p, o =8(p+1, 9) BD g-r1); 


9) 8(p+1, 2 BG, 9, 


--ᾱ ; 
BCp, g+1) mum BO» 0i 
的 &(p Ὁ 277 HDD 
- 
GE] ὦ) 8 o ο. 
=f a- orea-8 p) (121-9. 
@) B(p*l, 四 +B(p a4 o Cd-a) 27 0- 2s 
-[57a-27 4-8 9. 
Φ Bip, a e f sta - nds 
= 让 + 
-iBo*L Φ To 4) -B(p, 4*1] 
1 441) — — B(p, α), 
Bip. aD Ls BO. Ὁ 


E) 
JA OD X88(p+1,2) Τις B» 3. 


1 


ὦ) $ =E, gi 
βί», do [10.7 as 2 td 
1 
917. ο Το ο 3 
ο μα CR AG 


3) 


P T 


87. ΡΜ 818 539 


O pln o- f esa. 


[HE] (1) 4 z—cos"0, MU z?71—cos?9-70, (1-- z)*-1=sin%-20, dz 
— 2cos 8 sin 9 dð, 


Blp, a) os2?°-10sin%-1040, 
G: 2^ afi =a, 
dan BEEF 
ὢ 令 z= της, Rien Uwe aa 
da=- he 
* [tm € 2 
^ Bof, uy = — as emt 
&R—M Rer 
ww. qe . ll 1 Il we cti 
f pne af, et y f qaae Ἵν 
e BO 9) 一 Jeta a. 


918. 对 I-II T (6) = [5 217367* dz (57-0), 证 明 ， 
W 了 TG+TD=sPG (2) (151) =n! (a EWY). 
GE) ὦ 1... 

=— κ... (9. 


O Bin REER i CO ΒΡ 
T(n41)95I(n)-n(n-1)I(n-1) =--=nt (1) 
Wr Df de=, .. room 
[说 明 ] 本 题 表明 (23) 可 以 着 作 1! “ΠΕΡ, 


58 TEE 1ΕΡΙΣΈ ΙΡ 
919. R ΕΣΙ ΜΗ, 


r 
3r (5) 
oS. o- 


[ 解 ] 由 第 918 题 得 


920. 证 明 8- 函 数 各 工 -函数 满足 下 列 关系 


= ITT) 
BO» g) TOt) 


DE] Ero 中 令 2= 与 ,得 


ΗΝ aaa NE 


o 


a 
gu 
o 


E Tp Τῷ =a f edt frm DM 


ar-a ( [io ay du, 
fj 
Ki D- (y) zc 4-29, 0«y« 3 co), fE 19 rc059, u=rsin0 
则 
DTA ΝΕ ο ΙΝΕ... 


ΟΠ; 


ο pr Pip). 


ΣΤ. B im Τα 541 


T(p) (Q) =8(p, oP(p*q 
-Tr 
E: BG, q) TTE. 


sn. x Q) rG) ὦ [esas ὦ) Αλλά, 
ΓΒ] O) 由 第 920 gs, 


(g^ 


(3) + z°=t, JU 
e Y ο 1j 
ΙΑ dsa- ΠΝ red zn 
(8) + 2z—t, Bl 
j= ghi ae (non -二 T= 


92. k. (D f" Vzetas ϱ) frs 


1 
Φ) | 
[8] (D 令 z=#, 则 
Ji v= eij (à nasir + 
(参见 第 921(1) Ri), 


να 


EEN 
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(8) + -Inz=t, 则 


fer ne ev. 
(4) 4 az, 则 


m n + 
{ ane dz= { 
° ° 


πα 


πια Ἡ 


ο ΣΙ; 


m-1, 
[证 ] $ απο, M 
[arae= (1 vf rema 


mom s ἂν : u 
=(-1) f. er "mel (8 (m+l)t=u) 


(D: ("undue (517 
xe Ej. wes ia DoD) 


= Com! 
ms 


904. R. (4) κ aco ade (a, 870); 


2/2 
° 


人 sara (γι 国人 sa (20), 
ὦ) f terade (lrl<D， 


tg) D (A snetacosth nda i (S. βατ m 


(2) 在 (548-188 


ΕΤ. p-m r-H% 543 


Je: ο. dt 


D 在 (3) 中 令 =S- 


ο a= | aaa aaa VE. — I 
dir 2 
(D Æp air, 8=1-r, |r| <1, 得 
μοι 
925， 设 曲线 的 极 坐标 方程 是 r" 一 an"cosmg (m 是 正 整数 )， 
R: 4) 其 一 支 所 图 区 域 的 面积 ，(2) 这 一 支 的 长 度 . 
[ 解 ] O) HOM -i EDS 5 时 , 便 得 到 曲线 的 一 支 ， 故 


aad arcon modo 2f cosipdp (4 pe mb) 


| παν (参见 第 924 Κα) 


) 


-— c 
lI 
3| 
E 
l 
š 
AS 
|- 
3 
s 
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工 ， 数 项 级 数 


CD 定义 对 于 数列 h, WEM 妈 十 va 十 … 十 如 士 … 的 式 


子 为 数 项 级 数 ,简称 级 数 ， 记 作 Siu, JUb e 称 通 项 ， 


PLE 
a 


称 级 数 前 ”项 的 部 分 和 ， 


(2) 收 全 级 数 ” 车 级 数 Ἕν. 的 部 分 和 数列 (s) κ, BE 
在 实数 s 使 得 lim s.s, KAM lu, 为 收敛 级 数 ，s 是 它 的 


M, WE 


s= Siu, 


3665) R MRR Šiu 为 发 散 级 数 ， 


(9) 正 项 级 数 收敛 性 的 判别 法 
设 


Biete ee 
= 


和 


Div ib ο bv de 
= 


为 两 个 正 项 级 数 , 收敛 的 判别 法 如 下 表 ， 


(0 


Φ 


判别 法 
名 称 


[4 


级 数 的 
d 


545 


i κ 
发 * 


ELEME RE 


Ed 


e 是正 常数 敏 ， 则 级 数 (1) 收 


(9) μι 


FPR (1) Á 
散 ， 则 级 数 (2) 发 
Μ. 


xxm mE 


mum Un Βοςις 


lim 二 =k (0,0), | FAROS 


REDRA. 


+e, 则 


若 级 数 (3) 发 艇 ， 
E 0<k<+=, 则 
级 数 (1) 发 散 . 


ta>0 (ΡΝ) 当 ?1<l 


σα 


imi CEREA 


lim Vinml 当 !<1， 
级 数 (1) 88. 


判别 法 


积分 判别 法 
( 柯 西 ) 


av κα 


fames [rs 


(D 变 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 
a. ο ο αρα 


m. 


wa>0 (n>N), 1>1, 
Πακ] ADAR, 


洞 时 收敛 ， 


Πα 


ΟΙ ρα 
BAM 5 ul ο πο ο. 
b. 36293 Ἐπθθιι 3 (一 D” tu (w>>0) W 


足 条 件 : 


3191, 
S QD REC 


x11, 
S OR. 


EIS 
级 数 (1) 发散、 


ΡΙΚΟ; 
BM. 
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G) n>a >N), Gi) Ίπιω,-0, RICE C- D", 
ΕΕΣ 


|È oa! «lul. 


ο ο Duos 车 满足 条 件 : 

G) Σια, GD (J) 是 单调 有 界 数列 ， 则 级 数 È wm 
收 人 

4， 狼 利克 和 判别 法 ”对 于 级 数 uuo, 若 满足 条 件 ; 

O 部 分 和 ~ Suc, GD noce M, ο 单调 趋 于 
5. WAR Siuo kak. 


2， 范 数 项 级 数 
(D) 定义 函数 列 fus(z)} 中 的 每 一 项 函数 都 在 数 集 4 上 有 
定义 ， 则 称 名 (十 wa(2) 十 … 十 wn(z) 十 … 为 定义 在 4 上 的 函 


HORA defe δι). δ.(ο)-- Ep) 称 为 函数 项 级 数 
的 部 分 和 ， 

O ο ο ο πο.) 
Ἆκα 3 8 Šiu, (0) ο ο ο 
BANAAN RARESA S us (a) tik SUR 


O -akk xS BORGLR Žu), z€ LUN RU SGO, 


著 对 任 给 es>0, 存在 N, 8 n> N m, ΧΙ ΜΒ wH |S (z) 
-Su(z)| 天 s， 则 称 函数 项 级 数 在 工 内 一 致 收敛 。 
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(4) AMEN RATAM $0 在 工 内 一 致 收敛 的 充 要 


条 件 是 ; 对 任 给 s>0， 存 在 N.N 时 ,对 任意 已 及 工 内 的 
λα, 都 有 


lise) -s,@)|= 1 ŠL a) |o, 
(5) 优 级 数 判别 法 (维尔 斯 特 拉 斯 ). aoro 5) usa) 


的 每 一 项 ww(z)， 有 
|w(o1<o e€I (n-1 2, +), 


ES) o τς σσ. 

© 阿 贝尔 判别 法 E MORAL us (ο) v(a) 满足 条 
fh 

O Ἐκ) 在 了 一 致 收敛 ，(ii) REA (02) 关于 4 是 
单调 的 , 且 对 任意 =EZ 和 任何 自然 数 n 有 |v.(2)| <M, 则 函数 
DM Šiu (2). (2) 在 了 内 一 致 收 人 

(7) ο ο ος ο. 
t 

G) παπι Yu) 的 部 分 和 对 任意 zEI AERE R Mc 6 
有 界 ， 


Is. |« M, 
GD 函数 列 fv,(z)} 关于 ?是 单调 的 ， 7ΕΒ.αΕΙ ἈΠΕ 


TE, WERNA Z u, (s) o, 2) πε 1 L-i, 
(8) 函数 顶级 数 的 性 质 


5 论 


(i) bl us (2) XE Ca, 如上 一 5) -- Eius) to δ) EAR 


RAAF (2). T—— δεηι 
Dw 


Ἄτα,δὴ Ε1838, zE lab]. 


(4) un(a) (5-1, 2, …) 定 
义 在 fo，5] 上 , 而 且 
us (2) 连续 . 

(iD Sins (2 Σεῖα, ο Ες 
$i. 

Gü) Juag ἴα, d) E— 
BAS. 

(i) uala) (071, 2, …) 在 
[α, b) EE (Rar 80. 

G) mak Co, 5 t= 
oli. 


uw- a c 
[α,δ]. 


O WAR JE Sos a)"(a 为 实数 ) 的 级 数 称 寒 级 数 . 

a、 香 级 数 的 收敛 半径 ”任何 宕 级 数 六 euz" 必 存在 数 f>>0， 
使 得 

(i) 这 一 宕 级 数 在 (一 r， 作 内 闭 区 间 一 致 收银 且 绝对 收敛 ; 

Gi) ARMES- ri, WAELE r, r), XE RR 
级 数 在 [一 7, τ] 一 致 收敛 ; 若 寡 级 数 在 =- --τ kot, 亦 有 相同 
结果 ; 

Gi) 对 任何 |z| n, FAPTE ο RR. Peor AFAM 
AEB. 

b. WARAK CU PE D 
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(1) 3808 aa" 在 收敛 区间 (—r, τ) 内 的 和 函数 连续 ， 
即 D X 
lim Ὁ) wz" = È limaa", z€(-r, τ), 


ο) EDS aun 在 收敛 区 间 〈 一 ”m r) 内 逐 项 可 微 ， 即 
+> au" 一 P z€(-r, r). 


Gi) FAR Daa EKEN (r, r) 内 的 任何 闭 区 间 
[α, ὃ] EXERCERI, 即 


* Saads = È forar, 


09。 函数 的 短 级 数 展 开 式 
Tt z€(-1, 1), 


a? 


datti tg tettu z€(- e, +o), 
21 Li 


πο- 2 a E ες Έλα I 

In(i42)-2 s: += *o-DUT 
z€[-1, 1], 

(1-12) =ar 20D ape 


qusc Denk) wc sec Ὁ, 


2 ϱ = 
εἴπο-α- -grt gr (- Da ua Di* 
z€(-oo. p 


ca-l— AT x +(—1)"x— x r+ 
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z€(-oo, +00), 
了 的 一 个 求法 是 , 若 im |S] =t, τὰ lim S]a] =1 存在 
(OIK +o). MERRIE 
二， 当 0<1<+co， 


7 一 1+co， 当 1=0， 
0, 当 1= 十 co。 
8. 傅立叶 级 数 
(D 定义 设 周期 为 2r 的 函数 f(z) 在 [一 zx，w] 可 积 和 绝 
对 可 积 , 令 
1 


a= Lf. f(a)eosnzdz, n= 0, 1, 2, =; 

b= μον n-1, 3, e, 
则 称 5t. 33 (a, cosnz--b,sinnz) J f(x) 的 人 立时 级 数 ， 记 
作 

fe * 3 (a, cosnz-- b, sin nz), 


如 果 f (z) 是 周期 为 A 的 函数 , 在 [一 5 1] 可 积 和 绝对 可 积 ， 
则 其 傅立叶 级 数 为 


6) 7 + S (as cos ο 272), 
h ae Lf fos de, n-0 1,2, 
4- 于 | fsin 52 as, sedi dis 
特别 是 (i) 若 7(z) 是 偶 函 数 , 则 有 
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fe 2s "A 


其 中 eiiim 872 ds, n0, 1, 9, e 


Gi) FSE) 是 奇 函数 , 则 有 


fo Sissi E, 

其 中 μου. dz, n-1,2 9 

[ON cvs WEDPBI ULT fO) # (-1 Π EE 
Bi St HEBT M, su E GUN, RU 

(i) dE f (o) 的 连续 点 z 处 ,有 

HOR ** > a, cos T72 sim 822), 
Gi) 3E f (0) 的 有 限 间断 点 = 处 ,有 
f (ot0 x fio) - F+ Ev ? (p sin 2E 


a 


$1. 数 项 级 数 
G) 数 项 级 数 的 妆 鲜 性 
926. 证 明 下 列 级 数 收敛 ,并 求 它们 的 和 : 


1,2 
O 可 二 可 


3 a 
tagt tag mr ts 


men 1 1 
O Ta pa amma + 


© 加 对 ὦ Σινπτβ-ανπεενπ) 
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vs n S 1 1 
Ue) Q - 3.52. η 了 3 ολη] 
@=1, 2, —), 


得 部 分 和 
s= δὶ rann σ[ς d .(ξ-πέε)»»' 
ο ο Emm uml 
-3 
= lim Su= 于。 Hung, 其 和 为 二， 


1.2 9 1 
ni “πε mE, 


ποστ) (πα πες) 
(n=1, 2, »-) 
得 se Sichem 2x) Gr x3] 
-3le- s- G x) 
Seien = ins, SAMGNUG ANUS 1. 
@ 部 分 和 Slide, 
TENI 


1 lg- - ERE: 
显然 δε δι Sut aera 
E 


$1. 数 项 级 至 555 


(4) ὶ Vn+2-2V/n+1+ n = (Vn+2—/n+1) 
-(VaTl- n) (n=1,2,.-), 
8 ^ Li — 
8.- 2 (VET2—oVETI+VE) ο VETI) 
— (VETI- VE)] 


— 3 i 3. 
-Vai»-J3-Vnflilel- /2 +————. 
ΜΑ ΝΒ ntl V2+— ati 


^ à (ViT3- Anl n) lins, =l- VF, 
即 级 数 收敛, 其 和 为 1- /2, 


np 1 EE 
R. RE Haare aro qui 
1 1 
ΠΕ NTI nro nrg [ποτ τα 


rd - a PS - 2, ... 
τπτ OS ra | (071,3, e). 


REED 


于 是 
Ra a 
x ünz[ze- [CES TII 7 EACE >] 
[说 明 ] 不 难 证 明 Ë= 


^ 1 A 1 
à (Ptn) (ptt ptnt2) 2031) (2) 
(p+-1, -2, —3 4), 

一 般 地 9>1, q 为 整数 时 ， 
š 1 1 + 
ITT rT gr it 

取 p=0 就 是 本 题 的 结论 。 只 要 注意 到 
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d 
(pn) GE n1) (p nq) 
RE: ee 
(p+n-r1) (p+n+2) 
q+1 
ΟΡ 
并 且 对 4 进行 归纳 , 即 能 得 结 
1 1 
PIN ο qipi)pr2)-(iptg^ 


az 
928. RIE: ur 11) Gr) 


qu .re -1 
(a, +1) (4051) (aD t 


其 中 lim (γαι) (1-a) (LF us) (L+) = eo, 


(p+n+g+1) 


ENT une 
GEI Ç q ntl Tra” 


MEN ας πι νετ 
αἱ αι) (+u l+a {4 γαι) il+ 
= = ΝΕ 
(aj) +a) (La) (+a) (ag 
1 
Ura (Iran rao 7 


于 是 有 


ay} αν dina LA 

Gl (α ΕΟ (mtl) (di3-1) (221) (24-1) 
"—Á—' 
ται - 1) (G+ De (34-1) 


i 1 
m nm b- ED Q aq Le at) ] 


=1 


G κ da 十 4 
al (1 (aFÀ —(artl (utl) tu 十] 

[说 明 ] 3 (a) 为 某 些 具体 数列 时 , 就 可 得 到 更 多 的 结论 。 如 取 am 
0, as=1, as=2, G1=3, . a,=n-1, … 则 可 得 


qeu 


$1. f xi 9 555 


又 如 取 a;—0, a52, as=4, "τε, ai 2n, … 则 可 得 
2 4 
T-3 T T-3:5 T T357 mel) 


再 着 取 ai= 1, as=3, as=5, =, a 720-3, … 则 可 得 


1 1 
{πετ CE ) 
1f 2n- (2n—1) _ (n +1) -2n 


Zn(2n-1) nn 1) 


1 
pi 
1 l L 1 1 
io E237 


ls oi 
ol-cz «-2ntl 2- 


DB] 另 有 一 解法 见 第 1021 题 
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zx 2 η 
580. tum. α- LO 8), wo ΠΕ, ue ER, 


EE νεος πμ σον 
(G+ O+) atl G++)’ 
1 


ο 1 
“G+ Q+) (+) uD) arlorÜcrD' 
一 般 地 
t a 1 
ζω) O+ (1) — (a3) (b+l) G +1) 
1 
τα) (0-1) (52-1) (2-1) " 


a b oi ONES 
^owntuwrnbers t arD OF UFI 
1 
(Flr Dt) 


=l 


Yd ij α 
μα p αἲ 
w Yh sl l+ 


μα ντος 
CE +a a+ 
Was? boa =a, …， 由 于 


" ti 
μα anayman |=: Gehen. 


ET 2 
κε ys 34.57 
ost. sits 5) DT mn. 


z m ο 1195. 
DJ disp ο i 


SLR TRR 


557 


(ana-a 
Qni! 
^ ime 


ES €9 Gee 


maf osz [i ea] a= fi tr 


Irene 


n 


= éarcigsinz|2—«, 


982， 已 知 数列 {αμ} 单调 减少 , a0 (n—1, 2, 3, +), 


QUK Σα, 与 yas fint sti, 


$6 n- 3 Καρ, 
"V das) 是 正 项 数列 , 故 


à 477 04 -- Gg Fa, «614-02. Hanat road 


= (αι + art aa) + (aa +as+a,+ar+as) + 
HE [aor assi n Io] 
<(2:1+1)ai+ (2:2+1)ax+ + (2n+1)ans 


< ἃ 3kan, 
即 A, «3B, 
E Σπα, itk, MA Α. «35,3 > naa, 


+ Sa, MBARALI, BAM ο ik ek. 
Q^ (a) 单调 减少 , 故 
一 ο ο. 
=a-t (as 十 aa 十 G4) 十 (as 十 ae 十 qz 十 aa 十 ao) +e 


H (knit nas) 
72,4 (2-2-1)an+ (2+3—1)az-+ -+ (2n- 1) ans 


= È ta- Å> pan = PO 


ἃ šu n ον 
ef aon eost zas =a esa. (o osta as 
s E] d 


求证 
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- Bodas $) ans 
3 S o irit, 即 δὲ nan αρ 
988. BAINA (αι) 单调 ,级 数 Sia A, RE: 


G) Hmma,-0, (2) 4 Sinan A 
[证 ] C) 不 失 一 般 性 ， 设 数列 ία} ΜΜ. URGERE A 
Eget. 
B 85. 收敛 ,由 柯 西 准则 得 ,对 任 给 o0, HEN, š n> N RAE 
0<ans1 十 an43 士 …… 十 aan<<6。 
再 由 数列 的 单调 性 有 
0 «παρ «a, ,41-- 15427. 7 dos 8. 
E lim nam=0, «. dim mas, 
Q) v Apolon ann) = lim Ska aa) 
= lim [ (a1— aa) +2 (aa— aa) +3(as— ad) -Het 
+n (an— an) ] 
= lim (21-23-25) — nasa], 
Bi S os ADIZ lim nasa=0, '. Ins asa) e B 
2 n(a,— asa) = Ρα 
1. 


WIESE rp iip) P. BL 


UR] ο S A (ÈY aca, 


81. 数 项 级 数 559 


TA {σελ 单 请 增加 , 则 
TETAAN 1 
Sae S) (os 一 ge 二 一 十 
"AG Τα 4 LE 
"As ÀT ud 


xs > k? 


» Er LL ME Er 


— nma) 


2o ap 


5 
«A +T+2 VET, 
Γη vi 


8,-3/R,T 十 Ted +27, 
a 


TE MBs T ENT nur 
。 下: Ld 1 i 
capa Sic py P DARE LR RARU, 


985. NAAT TEE AA FAAR SOUS. 


- 1 σι sin?” 
由 Aamar 9) lr 
[ 解 ](1) 对 任 给 e>0, 考察 


+amsl =| 


A 1 
nij (nt3) (ni) (2n+5) 


IL 


i 
ΝΟΤΕΣ xol 


M 1 ) 1 
Znil m pti 4n C 


[ETE EAM 


š š 1 i 
“级 数 A n- I) (Ən + kh, 
(2) 对 任 给 8>0, 由 


fanit anat +a, |= 


διΝ-[ιος, Έα, 5 n> N ΝΙΝΟ ΡΜ 
[ERES 
^u 3 ο er, 
ORELE TTE] 
[ MEUREULOECES . 
ὢ Σε. Ὁ Σπορ 


[81 4 ο (0»2), 


$1. 数 项 级 数 561 


Sin- 
ο nu, 
997. spit She (1— cos 1) iaa. 
[R] w(1-es 去 )> o 故 上 述 级 数 是 正 项 级 数 . 

ΣΙ; {πο} = 32. 
om S acne, ... iac S (1 cos 1) kak, 
938. Aie S Sic PLE, 

x 


[ 解 ] n<2"(n=1, 2, ) 


EDIT ἀπε [T 
989， 判 别 级 数 iE dz fg, 


UR) 显然 
ENTF 3 1 
ofi dz LS T dg 


ax Sd deus S een 
940. iste S (7 。 nae titi 


ΝΗ " ç 
[Β-} -- f erae dee, TAR S eti 
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3t, 7 μα 
Gl)» DS es "erar, 


τη " 
Í «dau lim fear lim f 2ye” dy 
ἢ mi Uh 


721m [- (11) e73 |" - £. 
ied í 


m S" cas, Ras S. 

941. 判别 下 列 级 数 的 伍 散 性 ， 

ὦ) Bu ὦ) SGE: 

9) 3355 ὦ) İLET- Viu), 


ooa ER 
DM) ὦ τω----ι, 


w 


mag SE det, ... Sg -E kat. 


(2) … 


; 
Ne E 


L+ 


ΤΣ PIN 


§1. 数 项 级 数 563 


SVATI -VRT 
V Daia i 


(0 πα 
1 
* 
T 2n 
dore A, 
οκ εσας n TT 
m T 
E 
D I μμ) 
Umoyn'bnrldw/nmÜi-nxl ° 
su S Lar, 
^ BEVETT- yeu) 
ΑΜ. 


942. χμ FIRMIE: 
O ED (20. ϱ) Sii 
© sini, GQ) Ss i. 


[8] G) v atta- ae aca 
根据 洛 必 达 法 则 
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lim 


= dim πα --θ, 


μαι 
ος PELA 


sin — 


O πα--γ5--1, vani lam 
" 
5 ἔπι La 
msn 
sinc d 
W lia Tl 


vn S de ot, .. Sisin Tocat, 
948. JB T FOLGE P. 


(n)? e neos 


o3 @ $—342—, 


i Qr =a 


(nD)? 


DO (Dr 


nco ZE 
i P EOM (Y eos: 2 
e im —T—- ima (1) eo 0, 


e 


$1. 数 - 项 级 数 565 


… 可 将 ao 看 作 正 项 级 数 . 
VEM 
x lim 2nsin L= lim 2.— sa, 
取 m= T, MEE Na 98 n» Na 时 ,有 
[osi ied jos 
于 是 , 取 入 =max{Ni, No}, 35 n> N 时 ,有 


0<a, < 


DLE CN 
A pawa ος 


GEZ] δὶς a0, WO 是 正 项 级 数 ， 由 


wl A. Buh 


lim— = lim E EN 


maxi. 


oL DC 


abr 


$66 第 六 章 X 


945. BRETAR Soa, RE È Vaaa kek, 
DE) viam <hi, 
v Špo ik MARZA, ος 


Eoo kth. 


πο Ala, ρα W R t, 
SJ Eowevs p Ve, 
a 名 š 
ο ο D (a+b) itt, 
Ex Vas < (ant ba) 


2 c 21 abs kek. 


(Vm + VD) as. 2 Va, ἠ-δ, 2 (as +b), 
+ ñ Σὶ MAG M: 


此 外 todo Eten Bj run, Ran, vie, 
根据 上 面 讨论 ， c n Sato 局 cit, 


947. cam o, ο kË, B a,<o,<b, (nol, 3, 
DET 


[ΠΕ] vases, (n=1, 2, =), 7. O<Cn— a «δν — as, 


9 Ma — Cn— Ga» Un — Dy Gn, 


“Bas Bist, minus RR S eo 3 0-0) ak, 
ο Siue $} (ντο) 收 全 
Xt ο S us ο. 


$1. 数 项 级 数 567 


“πο (usa) M Σὶν, ipli 129 (i1, 
Js 


2, 


RERA 3 uuo, kt. 


πε V ο ο d 
A Qata) = (5 — o) + (ua — ta) Hed (us 7 uad) = thn to, 
和 Hm Sy tuuc) es, 得 lini us 2 a+, 
Em i 

于 是 数列 (os) 必 有 界 , 设 Jual <M, 

因而 [usto] «λυ, P Š on ctt, E33 uos] ek, ^. EC uas 
ο. 

ο 2, =), Him a.a (0940), OREL 


< NE 1 ilu TP 
Σοετα,| 3 5 Eb LLL 
[证 ] W@u=laa-al, t zi. 


lim -如 = lim ean. 


ΠΟΠΗ 


χα 
A» E z ed t Q Y 
ο ο Ρο νο 


950. ΕΙ a,>0, 6,0, ο,” b, bua, VENE CD 134 
ERAN KNM k, no, ou mb0 时 ,级 数 Sa, kas. 


Q) n>N, ms0, Blim Šf- ΠΝ Šia i. 


[证 ] V 设 foss. 
由 已 知 ,存在 自然 数 N, 当 a>N 时 ,有 o>z> 0 


568 第 六 章 δ 


则 bsa rm — bz+a2>k>0, by μάνα” ὄνμαννε κ αν 
e 

po m —by+3>k>0, by asian Dy astzas P k'aya 
E 


boi Lob mk»0, b, as-i-ba,>k'a,, 
p 


将 上 述 各 不 等 式 相 加 ,得 


ὄνμανμ- μα, (asa Gas 05), 
i 1 1 
于 是 。 yh apr - ba) e brisa, 


Š 1 
s= Ba sata + *tasatbyaaxa, 


TN UTER UL Da Bu s, 有 上 界 ， 其 上 界 为 常数 中 十 


πο μι πρ 
+ ρα 
Ὁ) 着 n> 和 ,其 中 马 是 确定 的 常数 , cn<0, MA abr Canta 


a,b. Ddarn Pay μῶν + 


acu aysibys 
EE at assa kang, Suas 


ΗΤΟ 


1055. 102 


"Ἐπ De 7 ἘΣΣῚ 


m= (n2! 
ΠΠ o S Wa. 


[ 解 ] … lim 


-0, 


962. Hg Ši (270, p>0) fü difci, 


antl.n? 


= im HT 


由 比值 判别 法 ,得 当 4> 工 时 ,级 数 发 散 。 当 0<a<] 时 , HOUR. 


$1. 数 项 级 数 569 


ρα 
ο ο τος 
953， 判 别 下 列 级 数 的 剑 散 性 


O Xe Ὁ jern 


(nter 


UE] () V dim lim 


dy m 


nego 


= lim ~ 


ΜΟΙ ΡΙΕε, ο. δι Syntes στ. cti 


edm "eie lim 181” (Qn 1) 
OU mE σι 


964. yia S. arr ΙΚΑ. 


Gna -。 [人 十 3 I 214 (t 
Us) Ta. Bare πεί [ως Ώι 
(49). (22y 


ΠΠ NnS 


C a E 1 -二 


根据 比值 判别 法 ，… 级 数 Ai 
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956. Asl S" tuse. 


[@—J ` 利用 根 值 判别 法 ， 


人 qm JZ- 1 


[ΒΞ] v 0L < 一 2 um 


eI Le 


T 


用 根 全 判别 法 可 推 Si ὅπ. ict, 

am S Sc en, 

956. 判别 ἘΆΝ 

O Xon Θ) Be, 


mm) Qo inen μα vis 
根据 根 值 判 别 法 


BA ies W, 


Jes 
Q) o lim Vs lim 79 = L. 


根据 根 信 判 别 法 ，. ak S onc kat, 


957， 淹 别 下 烈 级 数 的 敛 散 性 ; 


o &( s) e 
© Žr @ 3 


Un D ο o Ves 


$1. 数 项 级 数 5n 


m Cy ἴα. 


κ 
) lim Va, = lim — 


SOME SOR 


(4) lim Za; lim Ç 一 一 一 一 一 一 
Qm+3n+ 4) T 


n m 
= lim 


me Ge rte et σος 
lim »* CEN 2n? «22^ 3n }- A«On?, 
ii 


i 
lim (2n) È = lim (99) F=1, 
Ec lim 


g lim Qn*3n4-4) 81, 


"I 


LOG — i: 
y sa [p 7 


a 的 仇 散 性 ， 


58， 判别 级 数 ws 


IR] v Jm = 
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根据 根 信 判 别 法 ,级 数 I nein T t. 


ο sin rr 
ΓΞ] dim σα τν dim — — 7 —— 


n°. sin = 


2sin— p ` 


TEB ο 


nx 


[RE] 0-sin-D. LL, Ocns cT. 


^ ο ος νο τα 
959. sinl S) ΜΙΚΗ. 


(o1, 2, =, n), 将 n 个 不 等 式 相 肥 ,开平 方 得 


a 
YR n+l PtT os 
则 iE (7D. 
—1 © Hm σάλο (xD! m" s WII 
[R2] 各- 全 一 和 TD 名人 PE 


+ m 全 kak, 


πα ο ο 


$1. 数 项 级 数 573 


[ 解 一 ] 


ατα 


T 


[ΒΞ] vo dm a= lin Ñ. e 
ο ο ac a kak, 


961， 判 别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ， 
S (2+1) (22-1) --- (nz--1) 
Ὁ z OFI Qy1) — Qu F1) 


G, y70) 


ὃν m s 1 
e A uy 9 XL. 

SLE 5) JaV 
D zs 6) xf, 


© xG 
VO dim Jt. im (tal oz 

πω» lim de uf (n+Dytl y 

κ . N Sp (2+1) (2241)... (nz 1) 

^ 当 0<w<y 时 ,由 比值 判别 法 ， BOE GHI TI 

、 当 “>%>0 时 ,级 数 发 散 . 

Θ vo dim asm lim —/ 


0, 


nil 
n 


ORARE, erac δν ; 


z 
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1 1 
6) ρα Sus 
9 Ts ΤΕΕ ΤΩ 


“βλ t metes, o am S vL RR, 


— en 
e yz. Jm κ 2S 
v Ya E Tn In ° 


lu*n -0， lim Yi = lim $ 0, 
um m= ln 
(π}}5» 
根据 根 值 判别 法 ，… 级 数 m TT 收 全 
OV dim Vae dim Z= ns. -l 
ΕΝ 


根据 根 值 判别 法 ，…-. ΜΗΝ s 
Ὁ im .ai lim [eth .2 lon PED og 


— mum Een n)? me . 


ΠΤ Gt S OO". uc 
962. κκ 


中 à TTE ° ἕππτ Inlna* 


ENT! 

UM) ὦ 9 τς. 
ο ρε di 
zo ffe im f; roa rim fd 


= lim (In In z| - In [In 2|) = +=, 


由 积分 判别 法 SS RR. 
$ 


zinzininz* 
: τε dt 
[Ε fl) dt= Jim f ;ίθαι-- lim f us 


= lim (In[In]lut|| -injlnIn3]) = os, 
e 


ὦ) fo- 


$1. 数 项 级 数 575 


由 积分 判别 法 $3 1 ËB. 
963， 判 别 下 列 级 数 的 剑 散 性 : 


$ 1 
Ὁ Amr νου 


@ > (a>0), 


1 
TTE d 


[ 解 ] (D ç$ fG mm. 


> ("yea = i 1 
" j: 19 e= im fts -im( aünzj* TE 
wd 
Ad 


ΒΒΟΣΡΒΗΕ, > Siri rz >O) Wak, 


s; 1 
Θ) 9 ML 


se f dt 
W f 1941 in f. a tinentu A 


Ë 1 1 IP: 
p C παπα π[πιπθχε)-' ποπ 


= 


由 积分 判别 法 ，… Sce t. 
964. APR ri ent 87:0) HAE, 


(CR) Ὁ 当 a>1 时 ， «omia 83 


ΝΕΑ. 
(3) 当 0<a<1l 时 , 取 ao, a<ae<1, 由 


vir n 


B gmn Ἔ ποπ” 


: 3 x ecd 
ο σπα 
ΣΑ, 
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(3) žasli, g 
fo ber. Jim ° 
RAITAR B>1, andi. ua 8 0<8<1, MARRA 
w. 
965. aa $7 m BEE makis, 
SEU. 


dt [r alt 
ΠΟΝΟΣ dmi" 


(gl + fe E, 
rone n [ορ pn 
A/t -11]l* 
= jim [2VTIn 2 +4arctg / T +2ln vll. 


= lim ο m tj eaae zen YE] 
-[2V Zin3+4arctgVZ+a ορ 


ο yes 


Jim ὃν αν se = lim 2m (123) T J =o, 


E f())dt- 2a — 2/21n 3—4aretg VE - Alo (VE - 1), 


ο e D dt 


966. μας Sis GAUGE, 
[R] v omm! (n=3,3,-.), 
1 


lo 1 
ninn hun) 


E.G Kaki 


nlnnIn(n!), 


ΤΡ], E 
级 数 Z Gn ἈΠ, 


$1. # m m E 577 


967. 4S S 38k 02538 2 E, RETF 3132109518 8; 
@ lim -0 (420; (9) lim ο (271) 


i i RC 
im η 9 (4) Jim 
W) Ὁ VENSA SE 


im -Cast Qm πὶ pa ᾱ 
ie C Um τπτ us να RET 


ρα WR REUB ZARE 


οι αν 
lim =0, 


6) 


-0, 


(2n) 1 


0) spes S an), 


(2n4-2)t, απ 
lim ο, lim 一 Qui 
m 2249) (2n+1) jim (22) (n1). 


a DIST lim qu 


sani 0 (esc ION MOI 


lim S 0 (α»1), 


O ENAR Ss 


- ἄκοὶ (nt 
Ebr lr 
- ἢ nti) _ 
=m (+T y: TT nil) “0, 


ο ayr tto RR o SUAE 
m 
Sp 
(πι). 


O VETAR Ὁ 37s 


— 1 = lim =0, 


rd 


MELDE z 


GT 6o ads, 


[R] ` lim αρ x 1)- tin lim n (sihi. 1es 


p 


«- 根据 拉 阿 贝 判别 法 ， 
> Kk n! 
84» MN E t 


As 5-1π, EST τση. En) ἈΠ, 


τση 


(2n- D !! 
ο rU gal didt, 


ο τε σα 


n(6n+5) 3 


nsa (Inl)! 
根据 拉 阿 由 判别 法 , 级 数 JRH. 


(a--d) (a- 24) --- (a-- nd) 
970. sas 3 (b--d) (b-t2d) — (bind) (a, b, 470) 的 


AE, ` 
-. E b+ (n+ ya | 
Ud … i 了 =- ie [258225 1] 
ου... ο μπαμ” 
moe a+ (n41)d d* 
根据 拉 阿 贝 判 别 法 


+ 8 PTS 1n Buka; AO <L BARM, 


81. $m k ἂν 579 


m P7 cia b=a+a, 


(a dy (ac 2d) --- (any 
局 全 人 人 的 二 [277 


(a3 24) (a--34)- 
aud 
Arora 
由 比较 判别 法 ， 


lim. 


ο τω ο 


(8) X $ sido sg n] 
971. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ; 


s CD". $ co 
0 zb xS D Pina 
(D ὦ me SD νο amo ΒΒ 
=o, 


ως DA ka. 


(-11» 
O ο ο [pary emt» nn 


30, 
Opens, R S Cn 


σα. suas S Coo 


BJ tE, 


[51 ο ο ο D ama» x 


Vn -0 
lm ΤΈΣ 
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C 根据 蘑 布 尼 基 判别 法 ， 级 数 
Γρ ο 
[ 解 】 κο ο 
1 
nilo ni 
很 明显 , 数列 C/mE1- Vn) 单调 减少 且 趋 半 0， 根据 莱 布 尼 欧 判别 
法 ，… BAS) Ch ΠΩ; 


Vnti-Vn= 


νά. RAMBAI- qe x T ue 
ΠΠ 


CR] D 当 a=1 时 ， 级 数 为 XL (一 D" L πη RUE, 
ΑΜΚΑ, 

(2) Hasti}, 

"m" Sl p Bros 

7H uum Dicto REG BW eo Biss (a1) kt, 
WERNHER 5) (us ο) ἈΚ, 


iil hs | 01 qu i 
yi- F+ taci t (α»1) ἈΠ, 


(8) 当 0<a<l 时 ， 
ο Des). 


i 1 1d [me ΜΗΡΩ͂Ν 
Zn-i ej Qs [5 1 lin τατον 


ο πο 


- I. UREK Š 
T)" 


1. 数 项 级 数 581 


$8 1 rpG ila 
得 2 exor ss. 
s 58 0<a<1B8#, 


4 E :α 1 
let. uet 1 τους 
RC 
916. B a0, 0, 试 讨论 级 数 
a b,a ὃ b, 
1 2'8 4 * " A-1 SÍ 
KAME, 


LE] 原 级 数 可 写 为 p espi (tD. 


δι (a-b) + (— Drab) a-b) (στα) 
ρω ος E 2n 1 


Zn 
显然 , 4) 3 asbh, 
S (0-0) Dhab) gy (22) (atb) 
2n 2 Zn 


sab s Cm 
mr 


由 莱 布 尼 获 判别 法 , 知 该 级 数 收 敛 ， 


(2 Sabi, 
ET οι. ἃ 
Um 0702 
RW, 
$ Dard) atb ἕι (1) 
2 Zn σπα An 


ic OR ο A-C DD pi, 


976. ERENER Šia kak, 则 Statii # Ža, 
不 是 正 项 级 数 , 那 末 结论 如 何 ? 
DE] O # Za, tak RE RARE im av 一 9， 于 是 


582 第 六 章 5 , 数 


H 51 an kak, ΤΑ. 
由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ，… 
@) E yos KEENE, mÅ m ， 由 莱 布 尼 获 判别 法 ， 可 知 
这 一 级 数 收 敏 ,但 是 


sf (Ίδια 
àf Nri ] -六 二 
ο ο πο ασ. 


a[z-]-à$ 


dM. COE 局 o 不 是 正 项 级 数 ， 结论 不 一 定 成 


发 艇 ， 又 如 局 C727. 


977. AIAR È (— D" (VT D JA MCA 6 lk pus 
是 发 数 (其 中 >0)。 


[R] (1) a>1 时 ， 由 洛 必 达 法 则 
Ya 


lim lna, dm YS- Sha, 


E 


D 
二 总 于 发 数 ， 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ， Σινα ΧΜ. Apo 
33 C^ Qa --Ὁ 非 绝对 收 全 . 

X 0«1a «^7 a, 故 Bo] La 71) Sii, lim (Va -ᾱ) -- 


-- BREXDERANE AND COD (一 了 Ktk, 
@) 0<a<18, προ να 
(8) ac lE, ROC AL, 


$1. # AR C 583 


978. FUA eh, OR I DCN πρ I EN LA 
发 散 的 


dm 


: o Sco", 
e κ DL 4 PIE 


tí) ὦ ολη] το. ae Ser, ams [ere 
Bet. gc S το 
ΠΤ ES " 41? nt 
Θ) ο ποι SREDE δὲ =o, 


8σ-ικα, oae AOne sht. 
Illi, ώση pil 


(8) … 

ΑΜ. 
O ARARA Desio ο 2] ο. 
ΠΤ ΡΝ Desik iki, 


--- 


s] 


i 


E 
* 
Rl am tampons, 

A < send. 

^ai A Cte E aet 


ΠΟΣΟ 


979. MEN ΔΟΜΗΣ. 


又 lim 


Alp de d 245 Z 
RIUEPURI RP ORSURTURRO 


Bo-4k i (-2 ο ο aka 


UR] SOS - 
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BOD“ y 全 43 时 (- DPn, 
Πρ πα 

Xn [X eo, niu. 
“根据 多 利克 雷 判 别 法 ,级 数 ice 


980， 判 别 级 数 
lelli 1:4 1,4 


S4 Bg Up'gtg 7 
BANKA, 条 件 收敛 , SEC 
ΓΒ] 原 级 数 的 通 项 为 


a= (1) UI a ΠΠ; 


“δ 2 Ἐπ. ise λα, tito 


x|3 ο ος) 
ame utc S μα, 


881. MT ο UC GI REKA 
"x 
oss Ἐπὶ 


be 


D oU muet x 


4-1) -In(n-1)] - [n - Inn] -1- hí: ipo 


E aa [3L] ema. 


BREAEAAE XR S CD ua: 


585 


x 


Ais ann S | CER? 


Ld 


(B) ` ο υπ sin na) 


Joos £ -cos tt Da 
则 有 ġo E πε μας 


mag Σπ 2 部 分 和 有 界 ， 又 数列 LL] eiusmo, 
"= 


5 sin ^c 
由 猴 利克 震 乔 别 法 ,级 数 总 一 收敛 
此 外 ， 
μπα aet 
EI MEL MM 


na nx 
L-com, 1 “s 
3 )- Zim απ: 


| Tan P -ππί 


nz 
š NE 
Eh, À oiy EDEKGDER ABE, Σὶ -ypy f. 


" [s 
et S nz ms) Et. 
TT] an, 


n 


于 是 级 数 局 | 
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综 上 所 述 , OUR i 
982， 判 别 下 列 级 数 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛， 
w Š sin c 十 i 


IR] Q) Xm ο i ) cose P 


ΠΩ 


[I 


首先 考虑 级 数 ΣΙ | ο xL |= ἔχον xL. 
ΝΣ ΤΙ "M 
Vo dim 一 也 一 而 级 数 Στὲς RR. 


Inn 
zik Sen jt, mat μα τὸς 非 绝对 收 做， 
ο ο MUS EUN 


sia 


C UNE 
于 w+ 了 Tan 
X lim sio τς", βλ: ERHI ο. gi 
kth. 
ο ο sin (am + 1) dett 


o &«- co 1. 
ὢ 当 #<0 时 ， 

2k-D) 2k+D < (2k), 

(2k) 


a Dary 7 


11, 数 项 级 数 587 


Q9 0 — —(Qn-2* _ (29* 
C $2 77 ^ Qn-3)Qn-1) Qu-1) 


(2n)* 
n-i) 


22n, 


Τη 
由 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 5 10, 7. np ὅλα, RR 
(iD s ont, gi S ( [22 
Gü) 当 0<t<2 时 ,考虑 
UU 由 απ ο μα. 


Binoe), a= Con ο” 


Cn DI! (n1), (2n-1)!1 _ (2n! 
Wn) Yt ΕΤΕ (2n) !! [μα 


ca, ο ο ρα. 


x IHE. 
λος iC 


= lim 


根据 拉 阿 贝 关 别 法 , S οκ σα, EOxie2N HEX. ἈΠ. du 
此 可 得 , 当 0<t<3 时 … R D an dei 

Qv) B1-28, 

xk 3 Cp 
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考虑 
las [ mE i 下 
-GG 
E ο - 
: Qr EG 
将 上 面 各 不 等 式 相 乘 ， 
eiii 


HT EB 故 级 收治 laa 发散， 因此 级 数 如 on RERA. 
G) 3 1524, T>. μι (i) 中 讨论 以 及 拉 阿 由 判别 法 可 知 ， 级 数 
加 end ο ρα exte, 


869. Eu Š) a, BIN RIE Šina, RR. 


[E] Bis 9} wo kat, SR 2 
降 有 下 界 , Ea. 

根据 阿 贝尔 判别 法 训 以 断定 局 

+ δλπαν RR 


1 


πα) dtt, Se RH. 
984. ροκ ct 5)“: μασι, 


Gn ġie jji, 


ΟΣ 
a Sh la a 
BEBIDA ο.” 


965. sistens ο iat E) EDE ignc, 


$1. E πι ἐς δ 559 


ENS 
"E 
Τπ) ntin Dš 


CHE ΟΝΕ 1 bue 1 >i 
-aat (5: αλλα, πα), 
数列 {ax} 单调 威 少 。 此 外 ,由 


又 PE ka= 


故 


eis 
Haram, So, 部 分 和 有 界 . 
ο ο ep L) «ον 
H z= ku 时 ， 3 ee HL) Sun o, λοι, 
JEDE -- 
986. spay ΣῚ siw snn” ΜΗ. 
[ 解 ] sin k sin ΣΟ 
Djs ss sine i- eosn(o1)]«1, 
IS κ nsinmm 部 分 和 有 界 ， 又 数列 (E) sms, 


COREL, qu d Sess a 
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—D)sin 
98. λε. 2 mne. 


[Β-} | 六 sn I| ez mina Sisin temm. 33821 


3n*-n- 5 


2-20 (n>3). 


-. (8n— 5)sii 
: 


(2i ἃ 
-. osin—— 
να SI iit 
又 对 数列 far} 上 | 有 
Sn-5 -3 -5 , 
Cs 


591 


mcus onm, n 22.3, 数列 有 界 . 


= (2n-— 5)sin— 
根据 问 贝尔 判别 法 , 级 教习 一 一 六 


M 


989. med (c nam 


E 
OW 
[Ae envn, peho 
县 数列 [1 ema. 


Um Ἢ; 


ΠΤ 
mg 
n 


WORKER BRE, Oc Sc 
而 数列 已- 二] 单调 增加 且 有 界 。 


Drs 


nz 


ο sin 
因此 根据 阿 贝尔 判别 法 ， πο (i) t, 


由 上 所 述 ,级 数 iE Al wa, 


$2. 函数 项 级 数 
Φα 
990. 讨论 下 列 函 数列 的 一 致 收敛 性 : 
Ὁ) f,@)= m Q) f.G) =sin Z, 


DB) D 对 任何 实数 m 有 . 
f(a) = lim f, (z) = lim — o, 


任 给 s>0, 由 ij. -f()]- |= | e n. 


503 第 六 章 级 数 


πΝ-[ἑ]11, sins inst met Ir -f(s) το, 
i BEFAS) 在 《一 ,十 oo) =F. 
0) 对 任何 实数 z, H fi) = lim fa (a) = lim sin 5-0, B. ` 
Vs ron sn Z|, 
Rost. ie ΛΙ, Roast, 
" 
Veste) ο sin | es 


e 函数 列 για) Æl o, 十 ~。) 非 一 致 收敛 ， 但 对 任何 a<b, fala) ΤΕ 
[α, b] 是 一 臻 收 化 的 , ΒΑ €= max(la|, |b|), RAA n ER 
BID z€ Ca, 四 有 [sin E | sin £, T lim sin £ =0, ppl fala) = 
sin 5 ie [a, b) Belit, RAW fala) 在 (— oo, +o) AARS, 

991， 讨 论 下 列 函 数列 的 一 致 收敛 性 

(1) f.(z) -α’--α»', z€ [0, 1]; 

(9) fala) -α"--α», ας [0, 1], 

CRI (1) zE[0, 匡 时 ,显然 有 

10) = lim fala) 

任 给 >0， |fs(a) - (9) }--ω-- 2t 

4 σία) -2^- 2^", ΚΠΣ σία) fE L0. 世上 的 最 大 值 .由 


πος 3), 


im (z-a) =0, ' 


g" (æ) =n(n—1)z""2—- (n+D) na t 


=n(» ο ° 3). 


eC)» (a) 
n 


^c Eg) RAIA, BERKI. : 


82. 函数 项 级 数 593 


2 arent (Ll a) ue 
LO 20-9 Gi "El πε 


RN = Ε] 41,3 n>N 时 ,对 一 切 sE[0, 1] 有 
If. — (| μα - 2 | «e. 
7. ESA fala) Z L0, 11 E— Schk, 
0) «c0, 1] 时 ,显然 有 
JG) = lim f (z) = lim (z^ a9) =0, 
[509 - fee z, 
Resio Kien Νε, Usum 


(yz) "T n 
ον fa (a) ZE CO, 巧 上 收敛 ,但 非 一 致 收敛 
992. 讨论 函数 列 f(z) = 7 z 在 下 列 指定 区 间 的 一 致 收敛 

[n 
(D (0,2, (2 [5 1, (3) [δ. 1:99) (520), 
[R] (05€ 0. 1) 时 WAE 
1) lin 


ya 
-. fa (z) 在 (0, 1) 内 非 
(3) αΕ[δ, 118, 显然 有 
f(a) = lim fala) = lim VT =L, 
{Eth e>0(e<1), Hi 
AO -1- Vr<1- Ves 


A UT.» Έμδοσα..ε) 工 -了 1 人 1g8 
得 Vé2i-e ; gôg- e), RES RN Ue 


594 第 六 章 级 数 


lgó pe ENA ñ 

取 N= z] X n>N, 3I—9 zC[8, XI 
MfG) -f= V |o, 

7 BRI fs) 在 [5，1] 上 一 致 收敛。 

(3) we[3, +=) 时 ,显然 有 


F= lim fa(a)= lim YF=L 
Iaa) - £62 [πια Vl. 
Rec. uf nof, tz, 2^, |]εία)) — f) | 117 2| 60. 
e fs (a) 在 [6, 十 ce) 上 非 一 致 收敛 . 
993. 讨论 函 数列 f,(2) - —— I 在 下 列 区 间 的 一 致 收敛 性 ， 


Ὁ 0, 1-8]; (2) [1—8, 1+6]; 
9) [1+3，+eo) (0<8<1), 


LR] (D «Ε10, 1-8] Re, Gp 0-51), 显然 有 


f) lim f, (2) .. ix 


fE e>0, |fs(z) f(z) |= 


i rad 


vafli žrelo -oln τος 单 请 增加 
ο ο erg e ο 


对 于 任 给 0<s<1 RUNS Re], s n ΜΗ, sit e€, 
1-8] (930 8 fala) f) | «e. 

ἐν BRAI fala) Æ LO, 1-8] Faft 

(3) sc (1-8, 1+81(0<8<1) 8, 
disc, 118), M lim 


3Ea€ (1-8, 1), M lima-0, 


$2. 函数 项 级 数 595 


©, zci(i-8,1), 
于 是 fG)- im Ρε) 13, α-1, 
1 z€ ( 1δ], 
#—4 fale) 都 在 6, 1813629, 8 fla) 在 [1 一 5 1+8] 不 连续 ， 
εν ERA fala) 在 [1-- δ, 11:81 Eig Rl 
(9 «€ C149, +=) 时 ,显然 f(D) = lim f. (o) =1, 


fig oed IB 1) ΤΘ |" πετ <a s 


τ 
FERN- em 3 n>N, 对 一 切 zE[146, +=) 有 
Ifaa) -Fa1<e 

西数 列 记 (2) EUH, +o) 上 一 致 收 全 

994， 若 函数 列 (us Q2 y (o. (2) ) 都 在 la 01 上 一 致 收敛 , 求 
证 函数 列 {4w,《z) 十 Bv,(z)} 在 [α, ὁ] 上 也 一 致 收敛 ，( 其 中 
A, B ERY). 
DE] REOR (us (2) 在 Ca, b] 上 一 臻 收 仇 ， 故 对 任 给 e> 0， ΤΗΕ 
NS n> ο zE Ca, b] Jus) - uto | «e. 

IRRE {oa(z)} 在 [α, 0). E— Bukak SOT EAS e 0, 存在 Ny, 
3 n Na 时 ,对 一 切 zE[u, DIA Joata) - (2) | --6, 

το ο ο ο 
时 ,对 一切 zE[o, 5) 

14u,(2) -Bos(2) — Au(2) - Bola) | 
«| ALDu (2) - (2) 11 + | BEvs C — τν) 
«(Abe DBpe, 

ο (Au, (a) ο [es bJ E Rt 

995. 7108817} fu (2) ) (o. (2) 1ε [a, 0] 上 一 致 收敛 , 且 一 
致 有 界 , 求 证 : 函数 列 Qus (ο) τοι (2) 3 在 (a, 0) 上 也 一 致 收 敛 . 

DEJ ο E Da, δ) EQ το 
EH >o, TERN, H n>N BAIE sea, δ} Ἢ 


596 


~ o(s) | «e, 
有 界 ， 则 存在 M>0, 对 一 切 xE 


ua) -ut 
Bi {ων (2), dos 62) E [a, 03 1 
Lo, b] 1—9) n H Jus) | 3L, Joal 
ντο (0) [ες [ο (α) — vs) |+ |n (1) | ze - M, 
于 是 对 上 述 任 给 ε--θ, H > N pj, 3j- 2) sepa, b] #y 
Jus Cr) va (2) — u (2) v (2) | = [un (z) va (z) — ta (2) v (2) 
dus (z)v(z) -u(x)v (a) | 
«ju. G) |- [ον (2) — o (2) |+ ]o(2 ] Ius (2 «| 
«M «e (M t) «ez (2M +e) 2, 
“- ERY {ων G2) vs (2) ) 在 [a, b] 上 一 致 收敛 . 
996. idit Τ7|25 A MAE di SE IX i] AER — So SUAE: 


3 cn 
O BD iis 


» € (—°°, +00); 


` z 
(2) ec e z€ (0, +00), 


[8 ὦ 对 任 给 se>0, 由 


ë πμ. M 
δι τμ, -ἱπεττατ-π-ατατ᾽ 
E i 
ui^ 


ΒΝ-[2 15. εν εαν +=)# |R.(a) | «e, 


mac δὶ e 


(2) 对 任 给 8>0, 以 及 每 一 个 zE (0, 1-55), 由 


pop LÈ PRICES TERSRTUTES I] | 
Η 1 1 1 
AI DZTTI ule κ. 


1 E <e BHH 
πα... 


o+) 


82. 函数 项 级 数 597 


在 (0, +=) ΜΑΗ, 
X, R s= 不 论 如 何 取 , 总 存在 so Le 0, +e), 
e 1 
Bad l= |(( T uz) 


1 1 
+( Grnt πΈδατ jee 


P l- - 1 — 

+( pr ης Όσα ) | 

R ire es 1 cud 
ntl (mlml + Ga Dntl mnt 


D BUAR À [一 J5 了 JRzTI7 在 (2 寸 =) 内 非 一 致 收 钱 . 
[说 明 ] (D RRF A BEE WENER 
但 是 作 一 致 收 丝 , 这 说 明 绝对 收 和 与 一 致 收敛 是 两 个 不 相同 的 概念 。 
D BRAK 
= CS 6 a.d 
το μα 
ο ο BASC DARAM RA BNA 
lala "ΚΗ, XT € (— >, +=) 一 致 趋 于 零 ，… 西数 级 数 
1)" 


3 Enea. 
， 判 别 下 列 两 数 级 数 在 (一 oo， P UM 
Ὁ poor @ > PEE 
w o |l 3 Mel rs 


an Se tt 
up E š 
“根据 优 级 数 判 别 法 , 函数 级 数 I EO ben) Bull. 


mi 
5 sk 了 收敛， 根据 优 级 数 判别 法 ，… TRAK SiT IS 在 


998、 判 别 下 列 函数 级 数 在 指定 区 间 上 “- 致 收敛 性 ， 


O Ej Jtem. ο... 
@ Bir 2€ (—°°, +00); 

o ΒΟΟΣ. seca m 

ὦ S2 =€ (—=, +o), 

m o |= 


anu 22: icc ΑΕΙ ΡΙ ΗΕ, 函数 级 数 
αν! 
Σ Ace 


在 于 <|z| < 上 一 致 收 全 


siune |. 1 1 
e rdi E 


n3 


VASL wa, secar sis BRBN Ày d 
E: 


(— °, +) 一 致 收敛 . 
9) zxE(-2 £e), ik n>2 时 ， 


53. 函数 项 级 数 599 


Ioj id 1 1 
| z42 παν r το ue. 
ΜΑ. ~ 根据 优 级 数 判别 法 ,函数 级 数 5) CD 在 


c^ zi 


vs S doc, cacao BL, sca S 
C =, +=) Rl 


999. Hii Ši Ls (1072) 在 (Coco, +00) 的 一 致 
收敛 性 , 其 中 {3} 表示 z 到 最 邻近 的 整数 的 距离 
[81 EA 


osjo < < 


在 


(1052) | e 


id = d 


quedo ο σι S) yr 00) E 
ΤΘ 

[说 明 ] 由 这 一 级 数 确定 的 函数 了 (z= ΣΙ ης Qs) 有 一 个 很 奇特 
MEM: 2) 在 (mms +=) i f$, BE (= =°, 5) 内 处 处 不 可 
8. 


Inr) 


τν... 在 [L+5，+co) (9350) 
上 的 一 致 收敛 性 . 
DURO val 有 0<inG4nz) «1 γη», 

| In (1-- nr) J+ 2nz | 2 P 

Gd eT => Ber. 


AR 3 piper ο ο ο ρω. 


KELLER, +) -RKR 
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n 


1001. ο ρα E 
pn 


[ 解 】 ο BE 的 部 分 和 显然 有 界 :| Sis Pn e, 


mias f z] XT* A&RON, 并 且 关于 一 切 zE (- os, 
+=), GUI OKATO ο. 根据 多 利克 备 判 别 法 ， 西 数 级 数 


2nx 
=. sin Tu 


在 (一 ce，+co) 的 一 致 收 


AU É (=, +=) 一 至 收效 


100. sao S CD" 2 Io, eo) f — suc 
性 


enn $n, on 
un RZT-RCDUS.. 
pretio nmm tt, 又 对 一 切 zE [0, +=) 
Fi—U n, 0 «1, σον EL, +=) X 
ΠΤΙ 
根据 网 由 尔 判 别 法 , 函数 级 数 SÁD 在 [0, +=) brt 


1003. iita $C 在 (0, 22] 上 的 一 至 收 
448. i 


Cl BEX (- D* 的 部 分 和 显然 有 界 , 即 | 3 C | <2, 


maso [s] 关于 是 单 请 减少 的 ,并 且 对 一 切 sE D 2a), 
函数 列 一 致 收 伍 于 0，.… 根据 钦 利 克 志 判别 法 ， 函 数 级 数 癌 下 no 
在 [0， 2)—Buk an, 


82. 函数 项 级 数 601 


1004. 讨论 函数 级 数 忆 (1 一 "在 [0, 1] 上 的 一 致 收 化 
[3 
[ 解 ] 5.223 a-22-0-2 a= a- 2 12 


Lion 
" A _ [b 0<s<1, 
τα, ο πμ 


级 数 的 每 一 项 在 [0, 1] 连续 ,但 其 和 8 在 [0, 1] 不 连续 。 
7S3 One E (0, 1] ripa 但 非 一 致 收敛. 
事实 上 ， ono ο AC TU 


18. (2) -S (za) |= jeji 


1 
=>. 


005. whem S C- 1)” (az) 在 [0, 1] 上 的 一 臻 
Dr 
[81 RS.) = C D'20-2, 
a-a) È Ca a- 2. z. 


lez 
当 zE[o, 1Η, 
" z(r-1) 
Ims TI 
对 任 给 8>0， 
[δω - -s= |2 1) onl- (~ #2")] 


IFs 


METOE 
ltr iz 


<G- y. tl, 
Bi Sa) = (1-2) - e 1} 上 的 最 大 值 为 


{55 N: qayi 
ΙΝ zi M 
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186) - 8,6] «1-29 ορ) o edes, 


于 是 , 对 任 给 sa> 0, 取 - [3], ii n>N or seco, 14 
19 (2) --δ (4) | <2, 
aÀ C Όλα -- 在 [0, 1) b Foi 


1006. 4121 c Σία, eak, SR ERICH Sans 在 [一 w a] 
(0<a<1) 上 一 致 收敛 . 并 问 该 函数 级 数 在 [一 1, 1] pe 9X 
收敛? 在 [0, 1) 上 是 否 一 致 收敛 ? 

ΓΒ] mg Shan dis 由 收 和 级 数 必要 条 件 lim aen 0， 故 Joal < 
M, Yeh M 为 常数 . 

于 是 |aaz"|<Ma"， 由 于 Sonde (0<a<1), 根据 优 级 数 判别 法 ， 
mie aan 在 [- aa]. 《0<a<D 上 一 致 收 人 

RGB δὲ aun 在 [一 1 1] 上 的 一 致 收 笋 性 不 确定 ， 如 取 en 


ie», m Ee GM 在 z= -1 时 ,有 


μμ 


=" 
ἈΠ, m Jart E L- 1, 11 上 非 一 致 收敛 . 

此 外 ,在 [0. 11 Ε, '. 级 数 PTS 而 函数 询 {2"} 关于 n ΣΑΧ 
的 , 且 对 一 切 zE[0, 11 80—t n # jarel 

根据 阿 贝尔 判别 法 ， ics Jaa 在 [0, 11 上 一 致 收敛 。 

1007. EKM φία) £ (--55, +co) 有 定义 ,求证 


1 1 D 1 E 
TH rp terp 


在 (一 <， 十 ce) 内 一 致 收 全 ， 


82. 函数 项 级 数 603 


[证 明 ] . 函数 级 数 mpor 有 


M zl 
|== exe s€(- =, +e), 


maed x BERSENAM ERAR Su 在 
(=o, + oo) Btk, 
1008. 3918 8 gk 5) 9977. de pure η ΕΜ — Sk lk 9k 


n 


性 
A) [3 22-3](0-8—1) (3) (0 32), 


LA (X 
eos y eos n+ zy 


[R] (v Ee 


Tm 
Σα 

则 PEE iy 09». 
$ 2sin — sin 


Š 1 
Β δ sions tipa fat L wi 
ΠΤΙ 
根据 狼 利 克 雷 判别 法 ， 函 数 级 数 X) SNE 在 [6, 2-0) Bolt. 
Ὁ) 对 m= ο ESTEE] 


jj ER 
a sinke) jg ΜΝ 
Pma u 
a ος (natia +da ΜΝ 
ΝΣ; sin στο 
-| ct μμ abpEo 005 ὃν 
um oum ο " 
sin sin Z sn a 


πε ,Tm_V2 
ip ^ A 57573 37944 


> 


604 Z5% π k 


maa DETE 在 (0, 22) diat 

DR) PO) Oui c y R2. 在 (0, 22) sp— gibt I 
(0, 22) ΜΗΕΙΙ Sol, MRKAR E rs o Sant 
在 (0, 22) 收敛 ,显然 它 在 [0, 22] hik k. 


1009. RER RD E Po us lai 在 [-1, 1] 上 收敛， 但 非 
— Sul 

ΠΕ Max πες det 匡 且 zk0 时 ,由 等 
比 级 数 的 收 艇 性 得 上 术 级 数 收敛， 又 当 == 0 NR S NIKA, 

caen Sep ED 1.1) Fic KAFE 

JO RU om ED ο κ... 


h αἱ 

αρα 
1 1 

.| Et (m=) 


Mr. 


1 


"uu 
= 函数 级 数 在 [一 1 1) Ek Soc. 
1010. 3536 59 lu.) | ee, 0) e Slick Su) 
χε[α, 四 上 也 一 致 收敛. 
DE) & PT 2e. 


根据 柯 两 准则 , 对 任 给 550, ZEN, 35 n> N 时 ,对 一 切 自然 数 卫 和 
一 切 zE[a, b], # |P,, (z) - P,(z)| «e. 
B: Juss C2 |+ [tiaga () |+ e) | ce. 


82. 函数 项 级 数 605 


又 Tusci 2) 十 usa(z) + ua v) | 
< [unsa (2) |+ Das GP) |+ peas G2) | 
= |PasG) — P, (z) | «e. 


ἘΠΕ BP GAER], Gic hu, G) 在 Ca, b) FRA, ᾿ 
1011. ΠΕΡΙ ΡΕ XCII f. (2) — (1-27) 在 [0 1] E 3E — Soli 
4t, B3 im (75, (2 dec fe im 7. Gode. 
Dg) fG)= lm f. (9) — limzs(1-2) -0, sELO, 1], 
MG) -f (a) =ar- a"), - 
ο ο 


A 


ο fala) 在 [0, 1) Lib — Roca. 
lim f. (2) =0, 


有 


^ í dim f, (2) da~ | ozz-0. 


Tfi im fer cis jm fama li 


g πα ] 1 
ἄπ], 


“(h αλα) ο 
于 是 lim Í nde f lim f. de. 


ORB) 这 表明 一 致 收敛 是 极限 可 以 通过 积分 号 的 充分 条 件 ,但 非 必要 
sit. 


100. 讨论 函数 FG) ~ 总 ne“ 的 连续 区 间 ， 并 计算 
ΜΙΤ 
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UR) 当 =<0 RE, nern, 由 Sya RODA 31 net 发 散 . 
3 20 时 , 考虑 级 教 在 [, +0) ΕΝΑΤΗ (05-0), 


n 


perje o. 


+ ο ο, 
由 根 值 判别 法 ， 级 数 $35 tk n. 根据 优 级 数 判别 法 ， 函 数 级 数 


Sie EB, em) alc, 由 于 ne- 在 [8, +) 上 连续 ,于 是 


可 得 函数 f(z) 在 [3，+ co) 上 连续 ， 而 5 是 任意 正 数 ， 故 函数 了 (z) 在 
(0, 十 o) 内 连续 . 
此 外 , 由 级 数 的 一 致 收敛 得 


fee Abe [ed Ege 


et 


-—- 
1013. iri f (z) 出 下 列 等 式 定义 ; 


ΓΙ; sw 1 [EPIS I E 
f@)= g >+ +j tg g t ES 


RESE) 1ε[ο, 5] 连续 , 并 计算 他 am 
8 


dune Loan o3 e [o, 5 
ΠΡ 


DTE 


$2. 函数 项 级 数 607 


由 关系 式 
sinz 3 
cost. eese "08 e == (MRAD 
MIELE Σαβ n 3 3. 
E z d. ΓΗ ΕΙ 
cos «cos 7 cos "pr -2" sin — 
? ΡΝ E de = EJ 
ΓΗ! Il | Í = ————— ——2— 
ms 2^sin -4 


m eR 


1014. EEMS o) ~ 2: ΣῊ 在 (一 co， eor) 38, H 
有 连续 导数 . 

[证 ] 由 
SURE C moe) ikt EEN o, bei 
x (55) "55 τος 


a em, emeji, sees +=), 


ax MN o) Roll 


sujei ,2€ (- e, +e) nx τά, .. 


得 
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= ΕΙ 


δι cesnz 


n? 


BaT Elo, +=) E XU δ SEPA e reo, es) 
Wax. 
ngo) πα. =, +=) 有 
连续 的 导数 ， 
" $i , 
1015. SO- Za, RO. 
-1.ΝΨ.. a 
W (Hire) T 
< naz 
E à wes 
3 [α] 1 πὶ, 
|- 2 |. 2n8|z| 9381] 
σης) περα rn 
EI θὰ 21 
σας agr Ea wc. 
当 1s|>1 时 ， 


ΕΤ mé|s 1 01 
一 TPR σπα ws Um 


ΙΤ à 在 (- o. oo) — Falc, 
m. fe-(3acss)-- 2 ταση gg ie (mee). 
1016. JEHA Š) [nze "° — (n— Ώου] 在 闭 区 间 0< 


2<I 上 收敛 但 不 是 一 致 收敛， 而 它 的 和 在 0<z<1 ΕΕΒΕ 
[证 ] 考虑 部 分 和 


FACES Ae - (k- 3)zs 0-99] nre, 


82. 通 数 项 级 数 699 


显然 在 [0, 11 上 其 极限 函数 S (z) 存在 且 连 续 . HD 
δία) - lim S,G)= lim nag" —0, 

RB St Dna (n ag 077) 在 [0, 1] EE, 

用 反 证 法 .者 级 数 一 致 收敛, 则 对 任 给 62-0, ## N (8), d n>N (e) 
时 ， 对 于 [0, 2] E12, WH [δι -Βώ)|-6, Ri n 
Rp Ve.) -8 6) | et, 

M= nol, MER ]ϑιίο) -56)] ede, f 

185 (2) - S (2) | 8, (219) το eT, 
.… 在 闭 区 间 [0, 要 上 级 数 非 一 致 收 化 。 
1017. EMRS C 函数 
t2-34 
Σα; 

[证 ] SAGE) LS >1 时 收敛 ， 逐 项 求 导 所 得 的 级 数 为 
- 3E suis ο. 

事实 上 , S aeree M, E01 «135, mgng SER we 
WARRE. 在 a<s< 十 上 一 致 收敛 ， 注 意 到 5 是 大 于 :的 任意 
实数 , 故 上 述 级 数 在 “> 工时 可 以 逐 项 求 导 : 

τω-- 855. 
UG) 在 1<z< 十 on 连续 . BALNE Lecto HEt, 
利用 数学 归纳 法 ,注意 到 对 任何 正 整数 级 政治 CD (sr) 都 收 


86, RLR MENEER k, (a) 在 1<z<+ 上 都 存在 且 连 
续 ,并 且 可 由 原 级 数 逐 项 求 导 次 得 到 


m=- ἄκακκο) 
HORS ζ(α) 函数 有 各 有 阶 连续 导数 
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1018. 证明 9 函数 
9- S er 
35 270 时 有 定义 并 且 可 微分 无 穷 次 . 
[证 ] 先 证 明 (z) 函数 在 (0, 4-55) 有 定义 , 且 可 微 . 
在 级 数 33 us (2) th, us (2) 67, us (7) =u, (2), URBE 
Ee (250) 
的 可 微 性 ， 当 r0 时 ,对 充分 大 的 n 有 
i 


Oce mmc. 
nz 


xiz-wMo, ο τας kit, dS eme, πΧ, 得 
级 数 - κο gg e, e) 60) PE al, ΛΕΡ, 
ο. 


而 教 项 级 数 S. kat, gut est ipea +o E ak 
k. W ente s"e 都 是 连续 函数 ， 
“级 数 9( = SS cmd [s, +o) 上 连续 可 向 , 且 可 逐 项 求 导线 


8> 0 的 任意 性 , 知 9(z) # (0, +00) 上 连续 可 微 , 且 可 逐 项 求 导 . 
同 理 可 证 9 (z) 的 可 微 性 、 最 后 ， 利 用 数学 归纳 法 , 3 BR i: CREE n E 
分 大 时 ,对 于 一 切 zE[s, 1-99), 都 有 
工 


O< (en) terme < 


同 理 也 可 证 得 9(z) # (0, +) 内 可 微分 次 , 由 为 任意 自然 数 ,可 得 
当 z>0 时 6(z) 可 微分 无 穷 次 . 

1019. EHER 7] f(e) onze" (n- 1, 2, …) 在 闭 区 间 
[0, 1] 上 收敛 ,但 


J um f 3d f" ra 
, im Wm]. 


82. 函数 项 级 数 811 


ΠΕῚ 当 s=0 时 ,对 任何 9 fu (s) =0; 38 z+0 B, lim f,G)=0, 
ΒΑΣΗ fa (z) 在 Co, 13 LEAF 0, 
但 是 注意 到 
fillim f. cds f oas=o, 
πο 


= lim G ος 


1 
° 


^o fim alas lim [ 7. (ds. 


=, mat - 
1020. RAR D TV Ot |z| < m-271), 
UR) 1 -1-8«z«1-5 13318 (08-1), 


REED 


epe. pin] < 1-8) 777, 


对 正 项 级 数 Eroa-»t. 
由 和 4 lim 21-8) 


βλ πα δν 收敛 ,根据 优 级 数 判别 法 , 在 [一 1+6, 1-6] FR 
数 一 致 收敛 . 
t 19-347. 
A[-148,1-8] BHEE RP * 
reja = | 828 aÍ = A PEL de= Sin (+a, 
zE[-1+6, 1-8], 
注意 到 αγ α ανα αν (1427) = 


τὲς (<D, 


- ΠΖώαε-ια τίχ--ἱαᾶ-ο), 
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femi. sS[-1+8, 1-8), 再 由 8>0 的 任意 性 ,得 
"c 


1091. RAR 5 στα 的 和 。 


i dL -. 1 
ση 


以 及 在 上 < 工时 ， 
Q-0*( ether) 0-02 qiaÜ)--883m- fen. 
HEBE 1, DRAS 致 收敛 ,于 是 在 (1, 二 内 可 以 逐 项 积分 ， 


1 
E DUE -ἃ (n - 1)2n nF) 


gH Afire a-ya 

= 
1 1 

== ta [erasa 


=ha- 1, 


QxX€ m 数 
1022. kit χι A 的 收敛 域 ， 


hm). πᾳ 
w TI mata ° 


(g) a= CER, im 

-. Bini top 483 1. 
ο ο ga DELEN, pp Eli > 二 Oo>3)， 而 级 数 
ΑΜ, "mw Ἀπ. 

当 z- -工时 ， 级 数 为 $e» LN dep eoe matn) zi 


83. 函数 项 级 数 613 


στα αγ) 


H [22:2 J mI 


: 
B dcm) AERD, RIEXCHUEDUHLBUHS, Ac jtm 
fk. 

得 级 数 的 收敛 域 为 [一 卫 1). 

1023. xi SC 27. an lica 

an seeks 

xam 5 C? ven, iust a - CD 


rr 


£n. 
Um | + 
ma | ἄν 


na 1 
in s yes Er 


对 + 的 筹 级 数 ,收敛 半径 为 4, 于 是 对 z ΜΜ EN 2, 
当 z= 23 时 ， 


3c τς κε 1 1 1,1. Κων, 
š λα gia S 


re PUR FREI a=- 2 AIC 
8 Σι SD a mios L-2, 21. 


+, 


1024. RAS TIE Dg ΚΑΡΑ, 


2» 


UN) a- J 
am [det lus 15 VD να 2 
n zt | tim EZ TO $t 
REBEL ACE ROS Τσ. 
/3 
ar wp = ig 


5a (n+l) απ inl 


| 
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BIZ Esse EAM 
Ἐν θηκικαι. 

κ. --ᾱ-. [- 8, E). 
1095. R FAIR ARR ICE RU DOR, 

ορ ηδίκα @ Be 


m ὦ ge [e] te e e Ee, 


ο ο =—0, 
ὢ 4 s-l-u, ΕΝΑ πε, 


lim m [2s d 


(α 1) 19^ " n v 1 
ασ ση = ta (z8) Te 
+ ασ 

FIM μόνα we 


0 aed 


πιω LiX 4 
Lom 
| 五 
由 洛 必 达 法 则 得 
1 
μα ατα, ῃ Ho t 1 
p z = lim + [= x πα κ] 
z z 
. Tra μα ος πας o£ 
elim = =elim—— Ἡ. 
μία. iyi 
二 (A )--3 


53. 函数 项 级 数 615 


根据 拉 阿 贝 判别 法 ， ΜΜΑ. 3 u= 一 * 时 , 数 项 级 数 


总 全 De 
mil" od (iiy 
D | "eU. 1 e (= i) < 


Noct … 级 数 发 散 。 
ax u^ 的 收敛 域 为 (一 e, e), 


+E, PET 的 收敛 半径 为 e 收敛 域 为 (1 一。 116). 
1026. 求 下 列 宪 级 数 的 收敛 域 : 


[ 解 ] ὦ) 4 G+D*=u, ο... 


= lim : ον 2 É 
HEO 
iios T. 


616 AX Ek 


(z+ 了 ”的 收敛 半径 为 EA PTT 


D $33 -u 考虑 级 数 Ma z^ 
lim |: im zb EN 
ΠΤΙ 
Bu=lB, HS 


Buc-ig, Άρη e 


Un- 


REO 的 收敛 域 为 [一 1 Ὁ, 


mn 

1097. CEPR DE 6 li URL. 

o Sco Se» 

(2) E ieeiDe 

(W) D Φ»-1-ω, SERES CC ER DU ue, 


= lim (2n-1) 1 (2$ 1! 


Get 
“5 v» (n2) 1102-1)1 


μας 


$2. 函数 项 级 数 617 


NM πο 
ο ο af So ei] 


STONES 
根据 拉 阿 由 判别 法 ,级 数 在 4 — 1 BR f, 
ο ος get HIE, RAM. ` 


Sor -21,4 
ACD TU rm 的 收敛 域 为 (一 1, 11, 

R -1«2-2«1, f) 1«2«3, -. aas sy Cn nz DH. (2-2) 
的 收敛 半径 为 1 收敛 域 为 (1 31. 


ο ο See os 


1 
lebe 
~ dim mr =l, 
EE 


ML 
ο tar |— lim SX lnn een zi 


r lim 
Uo nə luti) Ql 
i 
B ee Donner n, 


ας ο. ον 
zetl, Ateri) ei, 
Sie Dye κικθοὰλ (- 1). 
1028. + FELEK OU KR ARS r πο. 
(6D) 2 des d m: (2) PEE (22—8)*, 


L 解 O δο-1-ω, JERKS 


σα "s. 
nx; Fest |. (Qn-4-5 1. 
Jim || Him ana) 597 78 
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级 数 的 收 全 半径 是 5 
Aussi y Ἀπ. 


3 us -5 时 , P ος, mee HB Uk 


> u 
AR Yonar EROS L75, 9). 由 -5<z-1<5 解 得 一 4 
<z<6. 


δι (α-1)» 
τα, Wik S3 ED ο αλ. [ - 4, ο, 
Q) 422-3, a S1 23 ων 


ie a no 
-- UMEE F. 
suc Lu, Σε} em ma (1EY ien name 
MAF e (1D e ttm 


EQ 2 ma. 


同 再 可 得 4 - Lat, am 20.2) ento 


asagada- F) 
3 


1 i NEUE DE dE 
Wo ocu 3e Stet 


82. 函数 项 级 数 619 


τα, was. 3 (+ 2)” er- 的 收 化 半径 为 Ls cios 
1 8 $ 3 
2- 


1029. kiska S ων 


W) Suit, penn DET p an ZS, 


3-z n 
e = lim 5275 ων 
im |= u BE aya m lin 
= lin2 τπτ =], 
级 数 收 伍 半 径 为 工 


x 3+2z 
解 不 等 式 _aq a, 


B ET (SE nucon C- e, 01, 


1090. Ray S 57 gp 


FFL 3 (1) 
UR resins, Aug m — 2 
3 (n341) ` 
lim la | — im 21Η 9 
mol oaa |O m= aes μι 


MS 


“级 数 的 收敛 半径 为 T. 


-5C 
TE 

πει 
故 级 数 的 收 北上 为 [一 
由 t=sinz, 得 


£ 3 
-VZ cain se. πρι 3. 


2".sin"z E 
-------- 的 收敛 域 为 | kx — Z, kati | (60, +1, +2, 
3*- (n*-1) f 3] 


TRÀ 


E 


1081. ORTRUEBURIUE RON. 


κ με 2 (22--3z 一 3)" 
ex PES! $0 P "(il)" 


[ 解 】 Q) $ =u, BERR Σι Drm. 


lim | - ΕΕΣ, 
(n^ ον 
Xu- in, AAT mur É 35 u= 1 B, στ. 得 
Scot dps CL 1L 由 -1< f} 


工 <z<e。 
z 
ET: piat. ο ο 


O ο HETARA πστητ. 


im ] 25:15 — ii n(n+1) 
ΕΝ G+ G+ 


$2. EUR E 621 


“ KAFEA, ! 
F CN: ree nC. 
Bul Elo ο ος... 


atte 的 收 全 域 为 [1 十， 由 -1<z?-36-3<1l， 解 


1052. HSE) = Xia" AAEN iE eun -0 @=0, 1, 
$; e). ñ 
[证 ] (2) ΑΕ BE k, Νε 
f(72)7 33a. C ο r6), 
(-l'a,=a, (n-0,1,2,-) 


即 (-1l)#*tta,, 
* da.rmO (& 


[说 明 ] BASSO Zaa a ninpi, 45-0 (n-:0, 1, 2, =); 


=0, 1, 


1033. 求证， 三 JTA C+D (| «9. 
αν τ sayl 
在 收 化 城内 逐 项 求 导 得 


1 


vele may = Sasa, 


τος — "Eee (lz] «2, 


1034. # f (2) = XS wir Gr n dil aS -[(ὸ. GD, 


622 EAE κ 


DE) + dim | -as | = ο ο c 
s Ere ipii (n-1)! 


28 (7 °°, 1:99), 在 收敛 域内 逐 项 求 导 得 
ec cA e qe i 
£9 -(Σιπε“ππ) -jer = r] - à ποτ Dr 


af'(2)= P . 
n 
(z+1)=f(z).z+f(z)= P 


ἃ emie 
A A 
afl =f) (D. 


1035. 函数 了 (c) 由 下 列 等 式 定义 : 
f (2) ο - 


求证 函数 在 (一 T. Ἡ) 内 连续 ， 并 计算 | 了 (a)dz 


πε] f Aes 由 lim σα TENUES 
zesh oso z (-1, 3) ο ο 2)m 
可 以 逐 项 积分 ,得 


[Φα PL 
=R [a= Ba. (+Y 
-: AG) -. 
1098. BAREEN SL (5-1) . G) sitos 


(D WEEE ἰο, 11(5, 1120) 上 的 一 致 收敛 性 ;(3) 证 明 在 
(0, too) 内 的 连续 性 ，( 约 证 明 在 (0, eo) 内 的 可 微 性 


82. ARARE 623 


[ 解 ] D 设 v=( 二) ,得 


ΝΡ 
z eru) ΤΝ 


E PU DL E 


ENS 
16a, 


得 z>0. 
πα σσ) U mika (o, +=). ` 


- 2 
[ο &y- ilL, 有 y= epe 


() àI«z«MM, my- 2.3 的 单调 性 ,得 
ε-1 M-1 
δ ΠΤ» 


Ἐπ ME XL) ”收效 由 优 豚 数 判 别 法 
Sx) usn seat, 
(i) 当 0<6<z<1 时 ， 


α 1 
s+1 
δ-1..α-1 --1]. δ 1 
n z+1|% $41! 


mm 
XBEDODEXXLII) ” 收 全 ,由 优 级 数 判别 法 


-- 
Assn st) 
在 [8, 了 上 一 致 收敛。 


… 上 述 级 数 在 δ, M] 一 致 收敛 ,或 者 说 上 述 级 数 在 (0, +) 内 闭 一 
Bhk. 
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(9) 函数 级 数 在 [5，M] 上 一 致 收敛 , BAM 
(0, 4- ου) 连续, 故 级 数 在 [5，M] 上 连续 . 
由 5 和 以 都 是 任意 的 正 数 ， BERRES Ε-.ι 
十 oo) 连续。 
(4) .级 数 
形式 上 逐 项 求 导 得 
Pu ms z(a)" š = = σετ 
可 以 证 得 局 (z) (0, +9) 内 闭 一 致 收敛 ， 


ua) 在 


sip 10, 


xu) xo +=) te. 


i». u 
He 在 (0, +=) EE, 
Sla Ui)" 在 caeno. 


(3) 求 办 级 数 的 和 


E 1 
1037. ds 1) WE 


[ 解 ] 由 lim 


..- lai 


得 级 数 的 收敛 半径 为 z= 一 1 时 ， pcm 


1Η, Sj ANT et 
7L Bcc PS CT 1, 13, 
a e= ο ο ο 
在 收敛 域内 逐 项 求 导 得 
g)- 


A CODY Ce 
Ea )-àx D 


z 
Lib εκ (-1«z«1), 


$2. 函数 项 线 数 625 


两 边 再 求 积分 


[ρωα-[ F 


又 g(O) =-0， 得 级 数 的 和 是 
F= ihjel] (-1<2<1), 


τι dt, g (z) - g(0) =In|1+=| - z, 


特别 令 z4, 得 Σ (-9»---ᾱ-----β]α 3 E 


(nT1)2* 

Kd 
RC e Tote UR 
σον ex 


得 级 数 的 收敛 半径 为 1 


Ὁ 2 

ERU MONS ; 

设 -jEr 了 (0) =0, 

u ro- (àf) 2 

BARIY) fora [ts ἂν 

e 19 -£0-3[»n-4-E nae: 23) - A/S an E] 
4X3 3 = 
18 * 

于 是 级 数 的 和 

fe -3a-2 +i mateta) - V Saretg ==] 
tM Ciss<D. 
108. an LSU 的 和 . 
[S Βι πι lim 2€—D οι 


we | Gat > |= im nari 
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ιο ο μη 


IU -LE RARAN» À LU S, παρ mea, 
则 震级 数 收敛 域 为 [1， 1x 


1 = Neue uus TEN 
= ο πα 


(71«s«1), 
两 边 分 别 积分 得 
Thü-2-24 t z de ES, 
两 边 再 积分 得 


7aln(1- 2)4-In(1—2) tz 


=" 1 a. 
san" τα) αλα (2*0, -1«z«1) i 
3 a-0, 
综 上 所 述 


ΕΦ 
)— = 
a ΣΣ ο... 


(ἑ- la 2), -1«z«1l, 240, 

€ z 

Piso 7]o, 
1, 


[说 明 ] 对 Sp 共 部 分 和 


z-0, 
z-1, 


7 Ax (ιο) G-i zi) 
-1--l | lims,el 
n+l nan 


& 


S t 
ποτ. 


1040. Ran Σι ir 的 和 . 


[ 解 ] 由 ll 


82. 函数 项 级 数 627 


得 级 数 的 收敛 半径 为 1 且 易 知 收敛 域 为 [一 1, 1]. 


σώ -αγῶ)- S CONT, 
" (- 1) 131 $C 
ῶ- [a: Eel E "n ^ 
两 边 求 积分 [ύωα-[- 


x— 


1 " "(Q-— 
τὲ 4» sa -g (0) -lt 


根据 9 (0) = 301 ————— $9 (0) 5-0. TE g'(2) 7 - ln|14-2]. 


两 边 继续 求 积分 | s (aaz= 人 -Inl1+slaz， 得 


g(z) -g(0) -z-zln|142| - In|ll tz]. 
Hi σία) -αγία), {8 9 (0) 
glo) = 


zln|14z|-In]l4z|, 
f(D -1-la|Le2] Lupe (111 «1, 290), 


1041. kia 3 2 oen iim, 


ΠΒ] Φαν. τω diera S De 


得 级 数 的 收敛 半径 为 十 。 
ο ο” 
E ats 的 收敛 域 为 [- 5. 3). 


δι 2. 2 
Xar 20v, 得 


fo) -(à ey =R i= 
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两 边 求 积 分 
fro ᾱι-- =-DInj1- J. 
ο ο ο” 
πο. 2). 
ο ο. 
[ 解 一 ] < fo»- 


|= im 


lim = 
m 
2-20 2 > 
.级 数 的 收 病 城 为 [一 2, 2). 
ο δὲ 

ro-[; 


两 边 积分 ,得 
f Fads [ 2 


了 (z) = 2 一 Ia(2-z) (-2«s«2), 


当 w=1 时 ， 

[RZ] 根据 关系 
-.τα κι 

BREK À -ir [sze 


-l.-m2, 


£i uz 


And, ee) «Ες [τς 


Boop 
AERA eet 


-1n2, 


82. 函数 项 级 数 620 


2 


1049. jog S ne" 的 和 , ERES ὅτ ta. 
[ 解 ] dm | i|- dim LL snis steep 1. 
BA Span t Si C- Ὁ)» Joel CRI BORUS (7 1, D. 


+ Jeje,  Ἕλπθεν-αγ() 
Enn Β 
f: 人 az 二 


nz", z€ (- 1, 1), 


* σία) = P B= frasea. 
逐 项 积分 得 
ο Ρο. 


τετ 2€ (C D. 


ΟΝ Em 


κο. αμ (α) - 


Ive 
lo lez 
τῶ -[3257] ^55 


TR Šin. s= “553 (-1«z«1, 


L2 --αγῦ 


3852-1 nd 


5) 
104. REAR S ns? lf. 
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Uic exe jon eor 


ο CHOROS L 
žalm, n Pa 发散; 当 z= - 18, 


得 宪 级 数 的 收敛 域 为 (一 了 D. $f) $e 逐 项 积分 ,得 
foros f Satan $ fon tas 


(-1«2«1). 


ΑΗ. 


22-3? 


两 边 求 导 ,得 f=- 证- 和 


于 是 Eom (-1«2«1), 


1045. ο... 
[ 解 ] $u-z, JERAR S Pru 
ya 


1 
rn ρα 


lim 


ΠΟ ΤΙ. escasas 


RES OROS (VĒ, ν3). 
410-7 S Pino, RARA A 
[ron pasa =a Rf 


gi -一 (CAI <s<V J, a0), 


= 


$2. 函数 项 级 数 
nm 
两 边 求 导 ,得 fne s. 


< m - 1 "" 242? 7 3 
于 是 Ἐπ απ (Cas, s 0. 


1046. ceu δι" α" 938, η ^ qii, 


=1 nl 


n(n- _ 
Un) Ent ἔα E 27 


e BAEREN +o, 


fo- 3 dine aegre 
EIR, 8 


fa [7] E Mode 
-3 Ves - s <s<+=, 


M απ =[ze”)'=es(z+1), 


= TDT 
È eee. ata), σου ας Hoo, 


42-1, 有 $2.2 


(4) waki) Sa Kt 


1087. 将 f(z) =g 在 = 0 点 处 展开 成 宕 级 数 ， 


Um) 由 qep ltakat anh (-1«z2«1), 
iG eere 


σσ Ca<s<3, 


1048. 将 f(z) = t o-a 点 处 展开 成 雷 级 数 . 


631 


x É A 
AL απ στ Di 
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[5 i = 可 "hel 
a 


Msn) ας) etj 
τον] 
-l$caq(ELRY «-gepee dab. 


1049. 将 f(z) -sin*z $E z— 0 AAEIEJERURUR 
DE) ov sinam $ (Bsin 2— sin32), m 


z ei 
sinz= 33 (7 Ὁ" τπτ’ 
ac csi +e). 
-isc Dm MO. 
1050. 将 f(z) -lnz4&e-a (a0) ΜΕΣ ΑΗΝ AK, 
FR a ER 3 RS c Pop Ro nik ORC 


[ 解 ] laz=ln[a+(z-a)]= na [i+ (527. ---]- ΠΠ 


α-α 1/α-αγ 
hae E28 (5y + 


tL (any (0<z<2a)。 
故 收敛 半径 为 %, 收敛 域 为 (0, 2), 
1051. RAA la Aaa) 在 “= 0 处 的 寡 级 数 展开 式 . 


In(1- 2) -In(1- 2), al, 
In3, 2-1, 


ue) 


(Rl Ίνα 2e 


h(l- ο RR Eee ) (-1<s<1), 


$2. 函数 项 级 数 633 


ο ο DEG 


E 


于 是 ο. 


ani 


mat Eth- ert 
taara Cem ciem. 
1052. 求 函数 (αἱ Ὁ [In (w41) —1] 4€ 2— 0 AE RS E ΜΕ 
FR. 
ΓΒῚ 令 f(z) = (Dn (1) - 1), N (a) =l (1+2), 
ME (L+) 的 竺 级 数 展开 式 


πα) - 8 (-1)'η.5. (-1«2«1), 
逐 项 积分 , 有 
τρ e- 3f onmes 


S PRESS 
T2 CDU y 
并 且 Ü (+ a)de= (z+ [n (24-1) n[ 


= (s+1)[In(z+1) -1]+1, 
| 故 有 
| ο ο 71) S Con cT o1 ο 


1053， 求 下 列 函 数 在 v= zo 处 的 宕 级 到 展开 式 : 
| O i «μοι O uy (20. 


ΕΚ 


στα, 
a 8 


| (E) ὦ 根据 helit- e (me ΠΗ Ξ1. 
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i- = ΤΙΣ 


Hr e- o) "4 on (= ον |=). 


EE 
debe HOD (2-2) ree 
于 是 on RE (ears 


1 H 1 
o ar IT 


PEÜ- (Iam 


woo d s Ls (oa) ?+ 
--3 m»: Mc ο) ?十 


+ 


1 
z-l 14.5729 35-1 
29-1 
2 1 1 
=—-— a= +— 
-l w IF (* 3) (25— 


ου” opas 
Mr 


1 $C 
Au 3 (=a)? +z = 


dona) 


Cue a 


52. 函数 项 级 数 635 
Gif |5- οι] «e, e=mintlas -1], 125-2]. 

1054， 写 出 下 列 函 数 在 <==0 AERE RUER A: 

1) si " 2 i 

(1) sin(z+o); 6) Veni 
ΓΒ] (Ὁ sin(z+a)= sin z-cosa- cos z-sin a, 

E E a S a αἲ 
v sinse À CDM ep A ODT 
x ο ορ οπής 
Š κας, ασ Ῥείλα 
+CD Bo- 


esinadecsa s z- SB 1 LOSA qa L... 
E ΕΗ 


ο ως 
*CDUUuA-ADP 


ο ο e, +e), 


= 


£yeeece Cri (y+) 


sD (aje 
ΤΑ ΟΠΠ a. 
1055， 求 下 列 函 数 在 2 一 0 ARRAREN R: 

* sint ΣΈ 
GD fes di, 9 [ο di, 


UR] ὦ s= RC πω 15, 
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逐 项 积分 得 
2 sint S< E. z 
全 -ua Ac» cA -àf CUT 全 


CD" a EG 
DT c6 Cm orm 
$SCcCD* = 


ta, tE (~ °, de), 


逐 项 积分 得 


fre ken a sites 


ο D^ aom, se (- >, +=). 


nF InI 

1056. R FIERE o= 0 hi SUR JEO: 
d(e-—i d 1 

o £z e au 


Um) 0) 一 一 
逐 项 求 导 得 


DEOS 


Ar ACT) 


(2+0), 


+ lel<D. 
逐 项 求 导 得 


i Corm) Ae Abl 


απ. (α|-2, 


(5) PTT 
1007. 证 明 : (4) 1, cosz, cos2z, »'', cosnz, '' (2) εἶπα, 


$2. 函数 项 级 数 637 


βία δα, ''', sinns, ''' EE (0, m] 上 的 正 交 系 ; E1, coss, 
sing, cos2z, sin2z, =, cosnz, sinuz, … 不 是 [0, z] 上 的 正 
AR. 
[证 ] (1) 考虑 函数 系 (1, cos z, cos2z, ''', cos nz，*…}， 任 取 两 项 
Ri, eos Kz, cos Lr, 考虑 其 乘积 的 积分 , Ἢ K + L p$, 
I dz=3 [Ticos (E D) a+ eos (z — 1) 23d 


=3[ l sin(K+L)s+ -yr sin (K — κο 
σισττ K-L ° 
x fi teos eda, 当下 = 工时 ; 
x ο ρω YN 
[οφ Kadam s dee 0, fa dz seh, 


7. ΕΚΔ (1, cosa, cond, s, cosnz, …} A LO, 中 上 的 正 交 系 。 
(2) 对 于 函数 系 (sin z, sin 2z, o, sin nz, ==), ERS: sin Ka, 
sin ἴα, ARR BUSRUS, 当 K +L i$, 


f sin Kasin Leaa= 5 tes - L)z -cos(K +L)zJdz 


-A [I E- De- gp sis (E + zz -ou 
当 玉 = 工时 ; [sag a = 3-003288 a, — nao, 
"BRR (sin z, sin 2z, =, sinnz, =} 是 [0, zJ 上 的 正 交 系 。 然而 


在 函数 系 {1, cosz, sin z, eos2z, sin 2z, ««, eosnz, sin nz, …} p, ER 
两 项 函数 sin Kz, cos La, H K L B$, 


[ sin Kacos Σαᾶα-- [τῶν (K+ L)z+ sin (K — 1)α]άε 


1 1 2K 
UETLUE-L Xin 
^. 1, cose, sing, cos2z, sin2z, =, cosnz, sinnz, … 小 不 符合 正 交 
系 的 定义 , 故 函 数 系 在 [0, =) 上 不 是 正 交 系 . 


1068. 证 明 sing, sin3z, ---, sin(2n-1)2, + afo, zje 
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的 正 交 系 , 写 出 它 的 标准 正 交 系 , 并 导出 sin -F sin HE, en 
sin CD, .. 是 [0, 1) 上 的 正 交 系 . 


[HE] 对 于 函数 系 (sinz, sin3z, <+, sin(2n+1)z, …}， 任 取 两 项 函 
数 sin (2K 4-1) 2, sin (2L+1)s, 8 K+ L πῇ, 


Ji sn Qi ο 


=t f tesar- 2L)a- cos(2K +2 L2) dz 


l[smQK-3D)s  smGKi2Le22 0 
-a am 2K+2L+3 μα 

A K= LIN: 
fi ο y a = (ACERO do- 全 +0. 


n aoo (ο, Ὁ] 上 的 正 交 系 . 

xcv πο eaae ο. 

d 24 LENA NM T w 

s [Des Jye cs D santia, IET 
[ο 5] ratana n, 

$u- ΝΆ5-05,ν-0, 5 ael, yo 040), νι 
ντ 


3πα 


i5. sin 372, ..., sin Does, E 


2 21 
是 在 [0, Π 上 的 正 交 系 。 
Li 
19. εκ TD ον τι pem os 


Apot grs iE, gem, 20] 上 的 标准 正 交 
~ 


83. 函数 项 级 数 639 


ΑΝ 
1 æ ljo 

Les de LP cos Eeroos eii 
D zT) 

Les Ql S CS 2. a 

πε rml LẸ” a Κι sin Ltd 
τε deed Νο tdt 

1 df 

"v Lf riae, 
Di esae 
TIT Flo 


~ ERRE [0, 27]. 上 是 标准 正 交 系 . 
1000. 方程 好 “=“ ARIEN, BARRERAK ἔι, ἔα, 


ΠΝ 求证 函数 系 mée, aniz, s αλλα, … 是 [0 η 


EREZA. 
[证 ] Ἠέκκει Bi 


, ΒΕ; sin £x cos£, ~ 2£y cos £y sin £y. 
Ez 
= 1 tir cosa Lente Ee Ent o] ϱ 
入 -经 
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3 K=L Br, i 
1-eos Dat 
f sin? $K dz= 3 af i- LL dt 
zx sin 28v, 


,… 函数 系 是 [0，? 3 上 的 正 交 系 . 
1001. 将 函数 六 (2) = cos* z 展开 成 傅立叶 级 数 。 
[81 根据 三 角 公式 , 有 

sue (Xie 3.13 onze + Lenis, 


函数 f (z) = eostz 的 傅立叶 系数 为 


ΠΝ costadz-- if G Hd sig eun 
si costacosnz dad f" κ... + 可 eos2z 


++ 905 4α Jon nz dz, 


Ά ne2B, alf T oo2zas=i, 
ons, αι- -if οφ άαᾶς-ξ, 

n43, 458, antf (3 +4 cos2z+ È cos4a)cosnadz=0, 
X =l (Sol ο 


此 外 , 函数 f (z) 处 处 可 导 , 故 
E 二 二 oos2z 十 i cosáz, 
| 1062. Rz fB p (n) = 3] (s cosa Bisinda) (一 < 
x <=) 的 伟 立 叶 级 数 . 
| [81 Μο B sia iz) da 2a 


$3. 函数 项 级 数 641 


atf Š (a,cosiz+ Busini š 

dir ΚΡ (a, cos iz B, sin iz) cosnz dz, 

MneK W, α.-1{" in COS nz COS pz dz — as, 
π]-α 

H n>K ij, ᾱ--0 ; 


s=. š (a, conia B, sin iz)sin nz dz, 


9 n<K H, self B, sin nz sin nz dz =B., 
FEST ba=0 3 
于 是 ,三 角 多 项 式 的 传 立 叶 级 数 为 


P,(z) = 3 (accosiz- B.siniz) (axra), 


πα. ο ο ο CARA, LAKHE 
论 即 是 特殊 情况 。 


19. αμ 


z, 0<z<x 
傅立叶 级 数 ， 
[ 解 ] 函数 的 傅立叶 系数 为 
= 


mif sdm, 
πὶ 


χε(-α, α) 内 展开 成 


om= 二 [zeosnzaz= 去 ΟΝ sin πα dz 
r^ ΓΩ o Talo 
H [SS 
πο» 


im 1 B. 
b,--— | zsinnzdz= -—— mcosnz| 4 —| cosnzdz 
E nx ° Talo 


=m d, 
" 
再 由 f(z) ΠΙΕΣΗ, 
| + iz nitens 


(-=<a<m), 
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a. 
νων; 


UM] 对 于 函数 f(z) 若 不 考虑 s=0 的 情况 , 则 是 奇 函 数 。 因此 , 传 立 
时 系数 为 as=a,=0, 
b= κο κ. οκ 


= (L- cosna) = [1- (-27. 


4 ἶ 
bar-1= CE bam0 (k=1, 2, =), 


a fas fp sn DZ 0<|zi< 四 . 


而 在 z=0. += 时 ， — πα =0 和 


(«+0)+f(s -0) o 
得 函数 的 伟 立 叶 级 数 收 敛 于 0. 
1065， 求 下 列 函数 在 (一 x，r) 内 的 傅立叶 展开 式 ; 
q, —x«z«0, 
19” | b, 02m, 
[分 析 ] KT URL PROCHE RGE 2r F, 还 可 用 f(z) 与 函数 


-1, -π-α«0, 
oa 位 θκακα, 
的 关系 间接 地 求 f(z) 的 传 立 叶 展开 式 . 9 f) = kg(2) +t, RP kM t 
是 待定 系数 . Hz--1 1, 
解 4= 一 k+#, b=k+t#8 


k-l6-9, i laco, 


于 是 f()-ita-0) + @-a)g(91, 
DM) μι ΕΜΙΑΙ6, 函数 
-1, -=<z<0, 
seu Oxz«m, 


52. 函数 项 级 数 643 


的 候 立 叶 级 数 为 
σώ- 5hOh-D* (οκ[ε[ κα). 


5 σπα 072501 - 
=j aroia g sine Dr (0<1z| <a). 
Eac, La Bl, sie aynina k 235. 


e 
νιν; 
mw. 


[6] mam ynin na 
a= Ef yaya= f? sinzaz=2, 


m HN ΕΚ 


当 mw 工时 ， 
o= (2) cos nzdz- 3 ("sin scosnzds 


=. [T ia aene a- mete 


-ᾱ (ών έν) SR gti]. 


9 
3 n=2k B$, oir rrr 
mi 一 2k 十 1 时 ， 23170, . 
~if inzdz= 工 fsinzzaz= 工 
by ΗΝ; 2 fisin zdz= $; 
ntin, 


bpm i f. f G)sin nada = ΕΚ zsinnzdz=0, 


再 由 f(z) ENER ΑΙ, 得 函数 的 传 立 叶 展 开 式 为 
ο ο λα (---ο-α), 


644 第 六 章 级 κ 


1067. 将 下 列 函 数 在 (一 x，w) 内 展开 为 传 立 叶 级 数 ( 其 中 
4 不 是 整数 )，(D f(x) =cosaz; (2) f (2) =sinaz, 

UM] (D 考虑 到 函数 了 (z) =cosaz RARS, MURRI) HEL 
叶 系 数 为 5.50, 


a, | cosazda o S sina, 
ών 2 ('oosascosnsdz- 2 (^ Stcos(a--m) s cos(a- mas 
-{-0 ue sinas, 
. cosaz=-} sinas + $i Cau sin ax cosna 
siajii, P a cosnz] (-α-α-α), 


(2) sinuz- — lites aa, 


将 (1) 中 的 级 数 形式 上 逐 项 求 导 得 
—2asinam Q, a nsinnz 
De 
它 在 (- w, α) 内 闭 一 致 收敛 , 故 
ο ρα cosnz |} 


οφ ο (-e«s«»), 
1008. 将 函数 f(z) - a dE (m, α) 内 展开 成 傅立叶 级 数 , 并 
- „sinn 
*2Z(-D'—. 
ΓΒ; vf) 是 奇 函数 ，… 傅立叶 系数 为 co=0 (n=0, 1, 2, =), 


hs 3 sin neden ~ -2 [soosns] n x cosnzdz 
zlo "uz ot ans) 
=- μας νε 
2 cosnae (-1) Z, 


E: 2-23 (p. m (-π-α«-π), 


82. 函数 项 级 数 645 
特别 令 z=1, 得 


-加 CD ie, 
1069. 将 函数 f(z) -α’ E -α κο κα 展开 成 傅立叶 级 数 . 
[R] … 了 f(z) RAER, '. 傅立叶 系数 为 0,0, 
a Bras = 等， 
a= |" = ecsnzdz= 4: cosnz= (- "$, 
此 外 , f(z) E TTR, f(— m) =f(z), 


> αἳ- Eam C eam (σακακα). 


1070. 将 函数 f(z) = 4 + Bz+O d£ (--α, π) 内 展开 成 傅 
立时 级 数 ， 


[R] 函数 7(z) = Az! -Ba--C PB ST PERROS 
α-ἆ (A23 + Ba. C) dz 24. EN ada ΠΚ 
e 


+2, 
Vaf (Az Ba^-O)cosnz da 
& ποτ dw (ye 4A 
κ κο |= (- 0" 38, 
af (4z?4 Bz+0)sin nzdz 
π)-. 
ο. mp 
= 2f Bzsinnzas= (Da 22. 
à A+ Br+0= fF +0 4A (= Dd 
mnsine 
+28 $ (ym E (-a<s<a), 


1071. 将 函数 f(z) — Az" -Bz--0 在 (0, 22) 内 展开 成 傅 立 
叶 级 数 . 
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UR) 函数 了 (2) 一 42?+Bz+C 的 傅立叶 系数 为 : 
ΘΝ EA 


工作 _ AA 
Gr: i (A+ Ba-t-C)cosnzdz— ^. (n-1, 2, 3, =), 


lum 


x 
Νο. (n21, 3, 3, «), 


A+ Br+0=5 As Ba+0+4A S) SEE 209 nr 


- (AAm + 2B) PEL (02x), 


1072. 将 函数 (2) =e fk (— z, α) 内 展开 成 傅立叶 级 数 ， 


其 中 4 为 非 零 常数 . 
[R] 函数 了 (z) το 的 傅立叶 系数 为 
an eds e| =g ere), 


m De [gs as] (ne 
à. i ο ο.) 


-1[ e i Sr as 
ο ο ο ee] (n=, δι 9, =), 


PI» = (aeosnz— nsin na) | 
(-π-α-α), 
1078. 将 双 曲 函数 了 (z) — char, g(r) = shaz fe (— z, z) 内 
展开 为 傅立叶 级 数 。 
ts char= Tre, 
由 上 题 


{-1)5 
ant 


(asosnz— n sin. ^2]. 


(-z«z«m), 


(n 
umm 


(a cosnz-i-n sin nz) } 


(-2«z«a), 


32. 函数 项 级 数 647 


(e erem) [ 1 


DEL a ο. 


δν’ > η, (-s<s<m, 


μον 


ο $ C Dr sinnz 


c s. 

1094、 将 函数 f(z) = |sinz| 在 [— =, αὶ 上 展开 成 傅立叶 级 
数 . 

ΓΒ] “… f(z) 是 偶 函 数 ， 故 函数 的 个 立 叶 系 数 为 pw=0 (n=1, 2, ὃν 
2 

ΗΝ sinzdz= £, 
ΠΠ 
an= 2 (sin zeosnzdz= Z ("csin (Ln) a-tsin (1 m) alde 


i[eos(limz , cos(d-m)a]|* 
asc xia cr 


dps s 


5 
Ξ 


而 
Pano, ο kel, 3, οὐ, 
此 外 ,f(z) ERIM, FC 9) -γία), 


1076. 将 函数 


1) 


展开 成 铺 立时 级 数 . 
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[8] f) 是 偶 函数 ， 故 函数 的 伟 立 叶 系 数 为 5。=0, (n=1, 2, 3, 


2 2» 
---[(ι-Έρε-ο, 
aif ο κ zoosnzds| 
DY 06-123). 
an=0, an y pua 0i ho. 
Bi SEE, GEBSIBNOEB f(- α) =f (a), 
- 5-33 = cos(|n-l)ja  (-z«z«m), 
1076. 将 函数 


ar, <<a 


12 -[- —a«zc0 


展开 成 傅立叶 级 数 . 
[ 解 函数 7(z) 的 候 立 叶 系 数 为 
am Ef reyas= ΕΓ. ΤΚ; Ξα-Ὁ, 
“= bzcos ΚΟ 
=E- ατα 2, 3, =). 
b= αρ. brsinnzdz L ("azsin nzds 
ο ολ 
FHER S (a) # (— =, a) 内 连续 , BETA, N 


2(a-b) <, eos(2n—1)z 
(0-9-— A m 


acp , E 
(G0) ση sin ns (σπςαςα), 


32. 函数 项 级 数 649 


Haes- akat, TERRORIST. 


rey fC- x) ri 
1077. 求 下 列 级 数 的 和 : 

Μπα (D 
(D1 gry Ttt mI Tr 
d.c] 1 1 1 
(2) Vtg-T-3p 43 17 站 
(-1) » 

Ny usd 
cm n= 2k—1; 
lj3.-1 1 
G1-g*r-ip*48 7 
, n=2k, 
NH 
(Ws n-2k-1, 
[ 解 ] (1) 由 第 1064 题 可 知 
-1, -a«z«0 
nos Oczze 


650; 第 六 章 级 X 


(2) 由 (1) 得 
a IPK Sct sad 
7 Zl t 


ela 
ô 


将 它 的 左右 两 章节 于， 得 
X 1. PUE ES Lac ERE D 
$-9*'35 ^ *302-1 ^ 1) 
再 将 上 面 两 式 相 加 ， 相 加 后 的 级 等 于 去 挤 了 Q 式 左边 的 第 RR (E 
τὶ, δ, ο, 


doa ope p TE a 
即 leg--odr^ds dT 0 77$ 
-1, -««z«0 
Φ EA KO 0«z«x 
的 傅立叶 级 数 为 
2-3 de (ος ]ς]--α) 
Rag, M 
sin (2n 
TR 


1 
1-g43 


1078， 求 下 列 级 数 的 和 : 
oxi o ECI, 


82. 函数 项 级 数 


[f] Ὁ 由 第 1069 题 可 知 


$cn 


ud 
m= +4 zz Cosma (-z«z«a). 


取 z=w 得 
由 cosnw= (--1)”, 可 得 


cosnz, 


Fr 
3 καμια 
τὰ 

1019 将 函数 


c 


Asinoz, 0«a« 1 


1ὠ- ο. 
ο, y <s<0 


ΠΟΤΟ 
Us ΒΙΟ) 
wf venil 4sinuzda=2 (1 cos 2L) 


-iü-(o31-2 


2 (* Len 2nz 
a= f Απίπώκοος -τ- σάς 


ο pe 
- sje (n--1)oz--sin (1— n) oz ]dz 


-4 Cnr, Cpr J- A[1+ (-1)"] 
IL (n-lo (ü-n)e A-ne ' 
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2A 


ogg. 675 2 3, e). 


^o 03470, 


n 
25, "n1 

b-2[ A I 
:E sino zsin 1 ας 


-- A [ος 3) cos (0 = δελ] 


} 
-- A f'teos (n43)uz - cos(1— πγων]άα--0, 
JOER, ERIRE 


νο. C41) 


ΓΒ] 考 虚 到 f(z) 是 偶 函 数 ， 故 函数 的 傅立叶 系数 为 5。=0 (nel, 
ERU 


2,3, …) 
d EIN (mp- 2*3 da 2 [ats 2: E Lis 
«canes (n1, 2, 3, <), 


ΠΩ £ (55-- a?) *ecsnz dz = 
8 cosnz : 
22a) B πα. -)* s 
(ater) En 1927 (acesa), 


取 z=0, 则 有 
a-si L Coz 


Gier ται 


得 nt 72) 
2z+1, -3«z«0 
1081. ο 0 RR a 


数 . 


$2. i SUR LG . 653 
m 函数 的 伟 立 叶 系数 为 
mif. Jede 3 [f Gades fe te στα, 


(2z+1) cos Te zdz 


224], 
E 
-i)a 


ο Badem iSS’, ο 


9,70, ax. 


(k=1, 2, 


ΠΡ 
6 


= D cons C 1) (5-51, 3, 3 
na m 


2-l.3 13 (n Des 
ΝΣ ΟΝΕ 
+R C Duta SE (3-23. 
£339 410-0 


在 z= 土 3 处 = 一 2， 故 上 述 傅立叶 级 数 收 伊 于 一 2。 


1082， 将 函数 f(z) -αἲ--α EKM C72, 2) 上 展开 成 傅立叶 
级 数 . 
[ 解 ] 函数 的 傅立叶 系数 为 
atf, (Ce- a= Ë #as= 35, 
anif, (2-a) cos 235 da= fi acos ΤΣ ἂν 
-Di (7123 9) 


wif, -asin P aae - É asin E ds 
-CÓtm (6-123) 
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ο ο U 6 τρ COD a 222 
(-3«z«2), 


Esc x2 Aon c ΒΛΑΣΤΗ D, 


一 1<z<0 


1080. iR f (z) — I 0«zs«l 


La 
[W] 函数 的 傅立叶 系数 为 
πο f. ds i ο ο... 


EI naz ος 1 Í” oo 
a, Lf fen E as if, cos 72 da 


展开 为 傅 立 时 级 


in "ασ 
ΚΟ 22 as 


1 1 
= (eosnz— 1) = zr)"-1, 


ona - ap pg aaO (kel, 2, -), 


b 2228 ΠΝ sin 22 qs 


+ Otasin tt are EU- Casco 


bam- gip bt πὶ, 3, =), 
(2n— lar (2n- 1) 3 
6+1 2 075 T T 


f@)=— ο Uis 


X a-0 M κο HUN T 
f0r0-f0-0 8. 
3 87 


83. 函数 项 级 数 655 


Š z= 土 1 时 , 务 数 的 傅立叶 级 数 收敛 于 
fü-0fc-140) 841. 
2 37 
1084. ΜΗ Ω - 24 s (oo 7) 展开 成 以 = 为 周 其 


的 傅立叶 级 数 (4>0). 
[R] 首先 将 了 (z) EEA Το, πὶ 上 的 函数 如 下 ) 


Tt f (z) 作 周 期 为 = 的 延 拓 (如 图 ) .… 7(z) RAAR, 其 傅立叶 系数 为 
ba=0 (n=1,2, 3, ). 


4024 24 
a ΗΚ zcos2nzdz = rU - 1-11. 


得 。 or0 anam- ορ ge ndo 2, =). 


* Α 4A Š 1 
nof ui 


1085. HERS (2) 72 dE 10, α) 上 展开 成 余弦 级 数 ， 


[ 解 】 将 (2) REOS O 5, ο ο miaka 
为 bs=0, (n=1, 2, 8, =), 


s= Sas, 
e 


cos2(2n- 1), z€ (— eo, +o), 


| a= D zcosnzdz= CC 0*- 11071, 2,3, οἱ), 
| a ας αλλο na «sem. 
1086. HENSE) =1— 7 sina(0 za) EF GER 
8. 
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[R] Ἐῶ) 延 拓 为 (- =, π) 上 的 偶 孙 数 , 延 拓 后 函数 的 企 立 叶 系数 
E b,=0(n=1, 2, 3, =) 


av re- 人 Ern zjaz-o, 
ay ΕΝ 3 (s)eosnzds 2 [κα -等 sinzjeosnzaz 


2 f -Ifi en enm 
=- fisinzcosnzds=- 5| ρε κει} 
a 


an= 


» σι απο (1-1, 2, +), 


(对 -DD (2+1) 
[an < 2cos 2nz =. 
得 1-3 sin s= 2105 On) (0 κα κα), 


1087. ΡΜ -le-» 在 (0，m) 内 展开 成 正弦 级 数 . 


[Β] 将 f(z) 113 (-α, α) 内 的 奇 函 数 ， 了 (0) 一 0， 延 拓 后 函数 的 
个 立 叶 系数 是 as= 0 (n=0, 1, 2, =), 


us ΕΝ f(x)sinnzds = ife — )sin nzdz 


-f sinnzdz- 1f" esinnzaze 2. 
" 


la- z)= 3 sione (oye). 
1088. M n 展开 为 正弦 级 数 ， 
工 C 11 
并 由 此 计算 1 一 * Fip ee UO 


ΓΕ] 将 f(z) 1Η Co os α) AAEN ΕΙΠΕ EE ILS (EST ERR NC 
Ja -0 (n=0, 1, 2, =), 


ση fG)sinnzdz =2 [^ zl z)sinnzdz= -ᾱ- 1- (- 17], 
du20, bre TD (τὶν 9, "η. 


得 ze- (Ua), 


82. 函数 项 级 数 657 


sin(2n 15 

Qxu-19 ? 
PUPA 

PE E: 

1089. Kr f --α {ε [0, a] κα, 并 求 
sur Lim. 

UJ 将 f(z) 延 拓 为 [~ =, 上 的 偶 函 数 , 延 拓 后 函数 的 傅立叶 系数 
是 bn=0 (n=1, 2, 8, +), 

a2 fira 
ah 


Ὁ f'acosnzda= (715 8- CD 22. 3- 


过 gua Aíc 385543 dn Dr}eosnn 


nix 
(- —*«r«m). 
Ld Gir 
Mamo, ο A Ka 
CDT S eor cog. 
A 
故 i a ης πας 


1 EINER 
CENI νοκ 

. cis (RE 
UT MET var -à = pem; ze 


16 πὶ Lad 
3 iais- πο ww 


s Oxo 


i-a, ice 
展开 为 正弦 级 数 . 
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ER) 将 f(z) 延 拓 为 [一 习 上 的 奇 函 数 , 则 其 伟 立 叶 系 数 为 ; 
α.-0 e=, 1 22), 


D = 3 flasin E * ay. af zs EE q + if (Dsin SZ da 


Esa Ez, 
bxs=0, ba. ADI (k=1, 2, 8, =). 

(la aa Dn s 
— —(Ua-3* - (0&z«l), 

ΓΞ 0<o< 1 

FAO] ç 
, x< < 
JEJE RRR M. 


[8] 将 f(z) 延 拓 为 [一 2 U remata 
ba=0 (n=l, 2, 3, =). 


m fayas= 2 Ed 


人 人 rm 学 名 cos FE cos PEE dz 


afi ο MEE cos(a- 52h 


Í: 
{λα 
sdp-p: "5 


52. 函数 项 级 数 659 


Cc n ο (0<reD). 


1092. EADEBAARITRMAR © 在 [一 m a] 上 满足 
fG+a)= -f (e), 
求证 函数 7 (z) 0648 SERERE 
σω-0, δμμ-0 (4-0, 1, 2,75), 
[证 ] eif ο κο ος 
4 tact, M 
κο Loa 


"Lf -rasif reat. 


^n 6) el tos TET Ξ P$ 


auc 1 | facoskzäz=1f (ολους kzds 
E (z)cos2ka dz, 
Φα στι, HJ 
aa κο 2t 7 n)ai Ef f(a)cos ΕΤΗ 
- -2 "(eos 2kt dt+ 1 2 (1f (2) cos 26e dao, 
即 有 am=0 (k=0, 1,2, =), 
同 理 ΙΝ f (a)sin krda 
+ 二 [rm 2kzdz, 
*r+==t, RI 


ssh a)sin 2k (1— a) dt EIS 2kz dz 


Ed κο ΟΝ  (2)sin 2kz dz=0, 


ΒΠῈ bsa =0 tt, 1,8, +). «. 结论 成 立 。 
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1093， 已 知 可 积 和 绝对 可 积 的 函数 了 (z) 在 [一 ww] 上 满足 
}αγα)-{(9), 
求证 函数 7 (z) 的 傅立叶 系数 满足 
dosi bs.i- 07 (k=0, 1, 2, --), 


ΠΕ] ΜΙ 
ο μον 


ΚΕ 
ο (t-m) ο +1)t - (@&+1)z] 
=- cos(2k+1)t, 
MJ anam E faces 2) --ᾱ) lds 
ΚΟ 
ως E () eos iei 3 f" (2) cos (2k-- 1) zdz==0, 

EITE ba a=0(8=0, 1, 2, --), «.. 结论 成 立 。 

1094. 已 知 可 积 和 绝对 可 积 的 函数 7 (z) χε [-α, αὶ 上 满足 
(一 0) =f(z), Γ(ο1-α) = 一 f(z)， 求 证 f(z) 的 傅立叶 系数 满 
Fl baca = 0, qx-a=0(b=1 2, +), 

[ur] 2583986 f(a) 满足 条 件 (απ) = -f() 时 ， d 1092 题 结论 ， 
Bii 45-37 0-1, 2, =+), 而 


bai if; (z)sin (25 1) zdz 
= rese ΤΚ 


$:--t ΤΕ 
bua l FC sin Gk) —————— 


1 ("rosi i PORE 
ο οκ 1)zdz-0 


82. 函数 项 级 数 661 


即 有 5ua-0 (k=1, 2, =), 
[说 明 ] 同 理 若 可 积 和 绝对 可 积 函 数 7(2) 满足 
στ, f(3+a)= -f (2), 
MTR an-a=0, bx=0 (k=1, 2, --). 


1095. mai Cf (72) -φίο), F f (z) 和 9(z) 的 傅立叶 系 
Han baM an Bs(n 一 0, 1, 2, …) 之 间 有 什么 关系 ? 
UR) Πε}, ο) BIETER ICA RU 
ο ο μου 


ατα) on cosnzda, u-l f e (z)sin nzdz, 


= [f resa (cr coena |, 
ERR a= -并 注意 用 f( 一 2z) =p(z) 代入, 得 

as A [- ff tems £7 fe- neos] 
ΠΚ f e (t)cosnidi] 
οκ "p (1) cosnt dt «a, 

ο κο az+ |° g()sinazae ] 
νο Μο 
-D £ e (ata fi esi nt a] 

κο -b 


+. fa) Foo (z) 的 傅立叶 系数 4a, b, 和 ak, δ, Z BB, 
asm, bem -bh (0-0, 1, 2, =), 
1096. WREX f(—z)= --φίω), Pi f (z) 和 9(z) 的 傅立叶 
Ἄδα, b, ft al, B G@=0, 1, 2, …) 之 间 有 什么 关系 ? 
[R] BERSE), or) 的 传 立 叶 系数 分 别 为 
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ο ο ο 
atf? ο οουνσᾶς, o lf p(a)sinnzdz, 


ase L [ff (weosnsarr [7 γία)οοοπαάς], 
t, HERA f(-2) = -φία) 代入 ,得 
"fto pema- (^s — t)cosni a] 


[ -fo (t)cosnt dt — fortem a] 


i " 
- -ᾱ ooosnta= - a 


5 
1 


f ET def f(a)sin πο εἶ 
ff fC- Dsia nt af. δεί )sinnt a] 


© 
ale al- al~ 


κο κο η [A 
f(z) fa p (z) 的 傅立叶 RE an, DA IA 
(am — dis pn= 了 (=0 1, 2, =), 
1C97. 已 知 周期 为 2r 的 可 积分 函数 f(z) 的 傅立叶 系数 为 
αν, b,(n—=0, 1, 2，…)， 试 计算 “平移 "后 的 函数 J(z 十 思 (为 常 
数 ) 的 傅立叶 系数 me， δ,(α--0, 1, 2, +), 
[RI 在 f(z+h) 的 傅立叶 系数 on 的 表达 式 中 , 作 代 换 eh t, 并 应 


Fi f(z) 是 以 2r 为 周期 的 条 件 ,有 


a ο μμ ο 


=cosnh-a,+sinnh-b, (n=0, 1, 2, =), 
同样 方法 可 推 得 如 =cosnhbs 一 sinnha。 (n—0, 1, 2, +), 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


1. 二 元 函数 的 极限 

Ὁ 定义 设 二 元 函数 f(z，y) 在 点 (zo，yo) 的 某 一 邻 域 有 
定义 , 洪 对 于 任 给 e>0, 存在 5>0, 当 |z 一 zo| «δ, |y νο] «δ, 
(@, y) * Go, νο) 有 lf (z, υ) 一 4|<s， 则 称 和 4 是 函数 了 (z, 9) 
在 点 (ro, yo) 的 二 重 极限 ， 或 称 板 限 。 记 作 lim f (e, 9) = A. 


(2) RUER MEy 4r n, FAMY, AR R ΤΕ 
在 , lim fs, y) φῶ). 再 当 y>yo 时 , p(y) 的 极限 也 存在 

lim g(y) =lim lim f (z, y) = A, 

n ye ron 
LLPETIVICEDEJ (zo yo) 的 先 z 后 y 的 累 次 极限 
( 同 理 可 定义 先 y 后 2 的 累 次 极限 ). 

(8) 四 则 运算 法 则 EEM SE, υ) g y) 在 点 (zo, yo) 
极限 存在 , 则 
a. Jim[f(z, y) go, y)] = lim f (z, nain gs, y). 


" maye DIG 由 -eye DE ing 9). 
人 iaeo T 
9. RPM 


Ὁ 定义 να ον 9) = f (zo, νο), RUE ER HHE A (zo, 9ο) 
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连续 ， 又 如 果 f(z，y) 在 区 域 D 上 任意 一 点 都 连续 ， 称 函数 
16, y) ie D Ext. 

(2) 复合 函数 的 连续 Χα, v) 在 区 域 刀 内 有 定义 ， 又 设 
u= gp(e, y) f u= (z, y) # E KAEL JER SQ, y) CE RI, 
相应 的 (w, ο) — (φῶ, y), ψία, y)) ED. FR (zo y) E 
— B to φ(αο, yo), to= b(zo yo). WME f (u, ç) 在 (uo, vo) 
连续 , g 和 由 都 在 (zo, yo) 连 续 , 则 复合 函数 fp(z,9) ,由 (2,9)] 
在 (zo, yo) E X. 

(3) 一 致 连续 设 函 数 f(z, v) 在 区 域 卫 有 定义 ， 若 对 于 任 
给 sa>0 存在 5>0, 对 于 也 内 任何 点 (αν, y1) 和 (ου, v), 34 
[αι-ᾳο[-«δ, | gal <6 时 ,有 |f (ον y) —f (eo y) | «e. 则 
ΛΜ f (o, y) 在 区 域 D 上 一 致 连续 . 

ESO, 9) 在 有 界 由 集 卫 上 连续 ， 则 f(w, y) 在 了 D 上 一 致 连 
8, 

8. {88 

(Q) 定义 二 元 函数 f(z, nds 
lim f + Az. yil 3) (或 lim £6 — fe. 2) 


"m 


存在 , Wk f (o, ὑπ PCa, y) 点 存在 关于 z 的 偏 导数 (或 关 
于 y 的 偏 导 数 )， 记 作 D, fem D RES p, 
Sad). 


一 般 地 , n EARS (z za ''', αι), 车 : 
lim J (2: τν met dne ns αν) —f (αι Do ert, Da) 


Ano 


TE, RRR f Gas, ον os 2) 在 点 (av zw os ο) 存在 关 
于 a BURIED f οὐ … οὐ, 


νο 
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(2) AMAF RASE 9) 的 偏 导 数 的 偏 导数 称 为 它 的 
二 阶 偏 导数 ， 记 号 


6 (21), 21 αγ... REA o ERROMA 


2D) d ο B v 88 


aff) Of 7 = - 
στο), στου R Sfin KRH y 后 “的 二 阶 偏 导数 ， 


6 P 7 x EE 
ECL), Sess ΑΝ ies m 


ef of d er ΦΓ 
当面 而 和 ayar ἜΧΗ, ΝῊ T Ὄγδο- 


一 般 地 , n 一 1 阶 偏 导数 的 偏 导数 称 为 函数 的 阶 偏 导数 . 
(3) 复合 函数 偏 导数 链 式 法 则 设 z=f(w, v), w=9(z, y), 
ο-ψία, 9)， 并 且 可 以 构成 复合 函数 = 了 [ptz，y)， 灿 人 w, ψ)], 
若 了 可 微 , 4 和 %? 都 存在 偏 导 数 , 则 
8:9! δι 3f θυ δ: Bf Ou, Of Ov 


ðs ðu ðs Ov δὲ Oy u Oy WW 

4. BEN 

(1) 隐 范 数 存 在 定理 dE Fle y), FL Fydk(n %o) 某 一 
邻 域内 连续 , Fo, o) = 0, F (2o, o) 0, MIE F (z, y) -0 
在 (wo, yo) PUE $ BR Pa TE PE — 9 Ee iC y — f (e) ,使 得 yo 一 
f (29), F (z, f (2)) ^0, y— f (2) fe zo RRRA EE SIC 

(2) Ασε HHA F (o, y) =0 RLR ΒΒ 3k, B 
要 方程 两 边 对 = 求 导 , HEES). WTA Fo 十 3 一 0 
ΜΒ. 

9) 由 方程 组 定义 的 隐 范 数 存在 定理 Ρίο y, u, υ), 
Go y, v, 切 所 有 的 偏 导 数 在 (zo, Yo o, to) 的 某 个 邻 域内 连 
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续 ; 函数 行列 式 
ƏF ΘΕ 
aF, @) IW δν 
Qu, v, eG 0G 
δι w 


3E (to, Yo uo, w) RAR 且 满 足 
Is (Zo, Yo, to, to) = 0, 
G (zo, Yo, to, 90) — 0, 
则 在 (zo Yor ve，wo) 的 某 个 邻 域 存 在 唯一 的 有 连续 偏 导 数 的 隐 
Blu u(o, y), v (e y). 使 
in v uls, y), οσα, 9) = 0, 
G(s, y, ulz, y), ο(α, y) -0, 
HH uo u(zo, yo) 和 vo v (zo, yo), 
(4) 由 方程 组 定义 的 隐 函 数 求 导 法 ”对 于 由 方程 组 
fe y, u, v)-0 
G (z, y, u, ο) -0 
定义 的 隐 函 数组 ,只 要 对 方程 组 两 边 分 别 对 z 求 偏 导 数 ,并 注意 
u=u(e, y), vo (z, Y)， 则 可 以 从 方程 组 
ο... 
GL γαι ανν, 


Θ(Ε, G) F. F. 

20. 90,9 Ie æl 

TEÜ æ δε ο Το Fr] 
O(u, v) la &l 


eg, |1- Ε. 
2v 3 可 6, G; 
æ — S(F.G) FL Fl 

au, v) G G, 
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癌 再 对 方程 组 两 边 分 别 对 y 求 侦 导 数 , 即 可 求 得 ὅν. 

δ. 2m3 

IREA z— f (z, 切 在 (zw νὸ 的 增 量 

全 -Jo+dz yot Ay) -}ίαο, yo) 6 

可 表示 为 di Adae Bdy+o(p)， 其 中 p= iE. A, B 
JH Ae, EARRA, WEES O 切 在 (ma o T 
Ada Bby Bib eO 459832, E d, 

BaS (e, DERAM N de= ZL ase 2T av, 

6. 方向 导数 和 梯度 

(D) 方向 导数 函数 zw υ, z) E Ρο(ζο, yo, zo) 点 的 某 邻 
域内 有 定义 ， 过 Po 的 一 条 射线 石上 任 取 P(xo+t cosa, yot 
#00s B, {ο + 1 cos 7) 其 中 1= (cosa, cos B, cosy) 是 射线 工 上 的 
ΤΉ 
在 Ρο 点 灌 方 向 ! 的 方向 导数 ， 记 作 ἐγ IO. 

3 f de Ρο 可 微 , 则 


ο ο f f Po em B 


+ fP), 


O BE ast Oni Co ro» d ra». P) 


是 了 (P) 在 书 点 的 梯度 . 记 作 grad f (P), 它 是 向 量 . 其 意义 为 : 
G) f (P) P Al gradf(P) 的 方向 其 方向 导数 最 大 ;， GE 
最 大 的 方向 导数 是 |grad f (P)| 


Gro) «roro. 
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7. 多 元 函数 的 极 值 

(D 定义 如果 二 元 函数 f(z, y) 在 (zo, vo) i ARD UR 
定义 , 若 对 任意 (z, y) € D, # f Gs y) < f Go νο) (ER f G, v) 
f (zo μο)), Wis f (a, y) (2o, go) 点 取 极 大 值 (或 极 小 值 )， 

(2) 必要 条 件 ESE, Eo vo ABIR, RH f (ο, y) 
E (zo, yo) 可 微 , 则 f; (zo, 90) = fy (zo. yo) = 0, 

(3) 充分 条 件 ESE, y) 在 (ze νο) 有 falto yo) — fito, 
yo) 70, 9 Α--]ζο(ζο, y), Β--|ζυ(σο, y), Co fto Yo), 
4-40 - Bs, 

(1) 3$ 470, 420, WERS (z, s) TE (zo, go) 点 取 极 小 值 ， 

(ii) # A<0, 47-0, Ri f (n, y) E (zo, yo) SRB KB. 

(9) 45 4-0, WERS (o y) E (zo yo) 不 取 极 值 ， 

Gv) 3$ 4-0, Rl i Mc f (z, ) € (zo, yo) 点 是 否 有 极 值 须 进 
一 步 判 定 . 

(4) 拉 格 朗 日 乘 数 法 E us zw n αν) (1-1, 
2, m, m«n) BUB A PET ER y m f (ns, zə …， ον) 的 极 值 


$ cwm θίφι. ''', φὼ 
求法 为 《其 中 ο. ο BERAR En Po 
9, f "t 8), 
ἃ Ρώμας η ο) 
= f mo m) Bye ns, αν. s). 


# f 在 上 述 限 制 条 件 下 在 Po (a, αὐ, s o) ΠΑ, UU Po 
必须 满足 下 列 方程 组 ， 


ΕΝ 6-1, 3, =. n), 
$70  (&=1, 2, Ὃν m). 
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8. 泰勒 公式 
如 果 二 元 函数 了 (zy) 在 Go, vo) 点 某 邻 域 有 直到 n+1 阶 连 
续 偏 导数 , 则 


ο ο. ο” 
a 
*G-w) ES fo, yo) 


+e 2o) 2 2 iy- 9ο) £l 
Xf (zo--8(2—29), uc) Yo) ede 
9. 几何 应 用 
(Ὁ 曲面 的 切 平面 和 法 线 
a 车 曲面 由 方程 了 (zx, v, z) -0 给 出 ， 则 在 曲面 上 点 Ρίο, 
3o τ B Os (Zr), Z; FQ, Z Fo). 
切 平面 方程 为 
a D (z—zo) + P (g— 1) + ar G) = 0, 


法 线 方程 为 


sd a ἕο 
ΘΕ(ΡῚ 2F(P) ƏF(P) ` 
Or όν oz 


b. dd c fs v) ih, WL EBI EA P (zo vo z) 的 
法 方向 为 土 (fs(zo, yo), fs (to yo), --1). 
切 平面 方程 为 
z 一 2 一 疡 (zxo yo) (z—zo) +f,(zo yo) (y- 99). 
法 线 方程 为 
2 一 oa u= 2 一 mm 


Fao yo) fE οὶ -1᾽ 
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(2) 空间 曲线 的 切线 和 法 平面 
若 曲 线 由 参数 方程 


2-9) 
ν-ψ 
ε--ω() 
给 出 , 则 (zo, yo, 5ο) = en (8), 2(5)) ΡΑΦΙΑ 


-to z--fo 


DICE ΠΝ ζω” 
法 平面 方程 为 
φ’ (to) (2— 29) + / (to) (j— yo) +e” (to) (z — za) = 0, 
ms 


51. 多 元 函数 的 极限 和 连续 
ϐ) 多 元 函数 的 极限 


1098. 技 定义 证 明了 o) 2 在 (0,0) 点 的 极限 为 0， 


1 zx 
quw 4 = 


[证 ] Ufo olo zen E SI FF 
-- PH καν). 
对 任 给 e>0, Βι δ--Δο, S Oct cy c6 nt, A lf(z, ν) | o, RD 


zu 
PEZ 


1099. HoE Χ ΤΕ BI f (z, y) - 2z° +3 fe (2, 了 ) 点 的 极限 是 

11. 

GE] [/ία, 9) - | 2 |22:3y- 31] |22 8-29 - 3] 
26-2) (212) +3(y -1)| 
«2|z42]|-|z- 2] +3|s-1|., 


-0, 
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4 |z-2|<1, BJ ]|z-2]- 12-22] 12-2] 45, που 
-l|«10|z-2|43|y- Ἡ «10 12-2] 1n - 1], X E6070, Βιδ 
xit. 1], sila 2158, (ν- 118, (2 + Q, DHEISE νὴ 
-1|«e, Hi 

lim 22*--3y- 11, 
zx 
E 

1100. HE X uE BI f (o, y) — 2° t 9zy c 3y* 在 ( 2) 点 的 极 
限 是 17. 

DEJ If(z, y) -17|=122 十 2zy 十 3%2 一 17| 

一 |z(z+29) -- (z+2y) +z 2y € 3y* - 17] 
=} (2-1) i29) + (2-2) +2(u- 2) +3(y - 2) (4-2) | 
x [z--2y| |z- 1| 3- |a - 1| -13y--8] 19 - 2]. 
$ |z-11«15 |y-3] «1, lal -|5-1{ἑ1|κ]|α- 1| £162, lul 
|y- 242]«|u-2|--2«3, W [z--2y| «|α|1-|9ω| «24-628, |3y+8} 
= |3y- 6--14| «3|y- 2] 34 «17, 
+R, |, y) - 1T] «9| 2-3] 37]y - 2] 17 (12—1] 4 |y 7 2D. 

对 任 给 8>0, Roo nin [1], 5 12-112, jy-21<6, (z, 9) * 
(L, DM, Aif (e, y) - YT] <e, 

即 lim #7+2ry+ 3 =17. 

= 


1101， 按 定义 证 明 f(z, y) = 255 在 (0，0) 点 的 极限 为 0， 


r 
站 第 li mun "70 
Lr 


RI p" olegi] eter M avl 


« laul- Co^ +y" + [ov 
o: y ο 


Quee [££ 
ZW 


seu se lob. 
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对 任 给 2>0, a= Ie, κ 0-|5|-δ, 0c [y] <E] e )] 
8. Bp 


sin(a) Επ) ιό iy - 
此 外 ， παπα ty 
而 lim api =1, mg 


. d — 
pez] 


B 1m E 0, 


1109. ο (s. Dz 2 在 (0，0) 点 的 板 限 


wzg 十 1 一 工 
为 2, 
zu 
[证 ] ife, o -al= 7-2] 
ESI 
ου... al- vay ti-1l 


E rcc els E 


对 任 给 8>0, IR δ---ε, Ἡ Oca y! <ó 时 ,有 


1 En zu 59 
στ κ x Han i 


2z 十 4 
1109. k. (D lim στον O Im Ten 
E 


aty? 
e m. να -y-Fl-1' 


Lm] ὦ 由 极限 的 四 则 运算 性 质 : 


2(z+21 μαι. 2 
κα Cry) e- E: z 


(3) lim 


EIE 0 lüm(/z4354141)-2 
nb να τν tll I ALIE! 


= 
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1104. R. (D ini () lim ZHE 


"vy 
αγ) nil ky" 
[ 解 ] ὦ 220, Ms TE 
HP (ey) (α)-- ny?) 
-ty) (+ n utl (z+) (+). 


m+ A = + 2 
得 0< xL l- ç 
AE try) FY 


i 2. à "T PHP 

im qay" ^ miss πα Stio, 
Eaa At 1(1,1 

(9 ox ος ο 


WETE αμ T A 
lim Ee +-Ł)=0, 由 追 化 性 ”lim -0, 


sare yt 
[ere 


1105. R, (D lim ΓΤ, Ὁ) πω. tg 


9 [aj + ul οσο αἲ uy ma 
e 2 γρ” (αν) 
[5] PIER ΠΙΟ 
x zE gg 


[ 解 ] (D v Ozzy (αἱ ly) 
jx Uait a " " 
eere det eb. x mal ets eo. 

5 ΕΦ inen 


(2) 由 不 等 式 P+ >| ayl 
I |#—zu+|>]s#+s*| - lzu|>1zy]— [αν] ul, 
| 当 |z|>0,， |y] 2085, 


^ Es l <lztul<lel+lyt 
“9 "tet = — τα - En Tl < EE 


"Rr 
mE. dX s qu πα ως 
πιο in) ΕΤ 


674 εκ 


(8) 3220, y>08, 有 0< 
lim (s) =°. ^. BABERE Tim 


LR 


(4) 270, y>0, TE Oca yt (z+), 
ος (PHP 9*9 (zy) 67 6*9, 


(3-1? ο dim (+y) t? 0, 


σεντ 


$ E 

1106. R, (D Jim (#2+y) (2) lim (ety), 
Es] ΓΩ 

[8 GQ) wne, 又 


0< | zy? In (224-y?) [e 3E n ΗΡΙ, 


im (+ aun elim PEP Le 
而 ia sa Oi m 0 


+ 六 
ΤῊ 
= ρα 

(3) (ap) ttes entero, 又 


ACES yn e| tet [i zy 


而 lim (24 | LF 
= 


lim (^52) t=], 
m 
53 


1107. (e, τ ien 0) 时 , 试 讨论 下 列 函数 的 极限 : 


a) 76, y) = ET (2 fG. v) =— 
0) [ 解 一 ] 令 y=mz (m 是 一 常数 )， 当 p(z, V BAR y mz AF 
(ο, 0) 时 ， 有 


"e w. LEE 
Ny τ ΣΡ mu m pyra) τρως 
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随 m 的 不 同 将 取 不 同 的 全 , 故 函 数 充 (0, 0) 点 的 极限 不 存在 。 
[RI] < ᾳρουςθ, y=psin9, Βία, y) (0, 0) 即 p->0. 


=lim m £n 0090. lim sin 0eos0=sin@eos0, 


lim 
PEE = p 


随 9 的 不 同 将 取 不 同 的 值 , 故 函 数 在 (0, 0) 点 的 极限 不 存在 . 
is y psing, 则 (z, υ)-»(0, 0) Rp p0, 
lim 0) σοκ” 0 sin d 
EU Ep p 


1108. αγία, y) - — 5L ib Gs 9 (0, 09, 
Jy 


f (o, Ὁ) ERR. 
[R] $ σ-ροοςθ. y- psin, WJ 


: a 
f(z, y) f (pcos, psin6) = TEST 
选取 p k(1-rcos6), (p, 9) 沿 曲线 p= E (1-- cos 9) TIAR, A 


lim — J(eeos0, psia6j= lm Αδεια 
σας οτι 
f ex-0 


HIERRO t, ΗΑΕ, 0) 时 ,极限 人 也 不 同 , 得 函数 极限 
不 存在 . 
1109. 设 f(e, 7 ud 试 讨论 (%, υ)-»0, 0 


Bl, f (z, φ) IER BR. 
Um ce 31880. S P, il yo kx VF Pa (0, 0) 时 ， 
lim Pu NN επι πια 
NA TG ΞΘ e PtT- PHATE 
TB k ΕΟΚΑ, P (z, 幼 沿 相 异 的 直线 gg 一 zz T Po(0, 0) 了 时， 极限 取 
不 同 的 值 ， 得 函数 极限 不 存在 . 


1110. 设 f(z Wy 试 讨论 (%, 9) (0, R, f (o0) 


的 极限 。 
ΓΒ; 令 y=4az? 一 z (a 为 常数 ). H Pla y) ysa --ᾱ ΕΤ PaO, 
OR, 


=lim pcos 8sin 670, 
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由 5 取 不 同 值 , P(z, y) 沿 相 异 的 抛物 线 趋 于 Po(0, 0) BF, 极限 将 取 不 
同 的 值 ,得 函数 在 (0, 0) 点 的 极限 不 存在 . 


«ππ- 
111. ase p- iiti Gs v) (0, 9Η, 
f, fea. 


Mzyrl-l αὐ, 1 
[分 析 ] zy XR) να 1 


ο τα. i 


1 
z+ VESTRE 
因此 , 当 (z, y) > (0, 0) BE f (z, y) RC. 
UR] 4 ycaz-z(a SERO. 3 P (z, y) i yas? --ᾱ iT Ῥο(θ, 
98, 


A p —Ó 
e»a( ad mritl) 24 
由 a 取 不 同 数值 , P(x, y) 沿 相 异 的 抛物 线 趋 于 P.(0, 0) ny, 极限 将 取 
不 同 数值 ,得 函数 极限 不 存在 . 


1122. d f Gs v) = (ta) 79, Xe G, >O, 0) εἰ, 
f (o, v) ERR. 


DW] 76, Ὁ Lor) 8375, 
μα λα ία em Lone, 


TRE MES i. 
Buying Um EL Ro m Du eae, 


G +z = 8 (z, y) (0, OREM, 


多 1， 多 元 函数 的 极限 和 连续 677 
1118. 试 讨论 (w, v) (0, 0) 8, FREARS E, VRR: 


Osad- Ofe D- 


UR] (D ϑν-λα' (SEO. 238 PG, y) ν λα" ΕΤ PO, 0) 
时 ， 


ERE ---ηἳ k 
lim -2 = dá e E 
EET 5, ΕΕ ΤΡΙ 


BERRA, Ρία, y) ia RESI f ym λα 趋 于 Po(0, 0) 时 ， 极限 
取 不 同 的 值 。 得 函数 极限 不 存在 . 
ὦ) Αντι ἳ (8Ο. 4 ῬΡία, iii y EV AF PU, 


9H, 
È zy ^ LL " ks 
im ορ 1B GnpESQ το. 
κο yek fio. 


HERRE, Ρία, y) aei cue E VE ñ F P.(0, 0) 时 ， 极 
阳 取 不 同 的 值 ,得 函数 极限 不 存在 。 


114. dfG DT i 
Bm lim f (a, y, me y. 


Wok Him lim f (z, y), 
290 ν-0 


[ 解 1 lim TM «lin Ze. 
lim im γία, y) =lim = -È 
AF Nin lin (z, y 9) Β lim M 切 存 在 ， 但 是 不 相等 ， 则 可 断定 


lim f (z, y) 不 存在 (参见 下 面 的 说 明 )。 


此 外 ,也 可 以 直接 求解 ， 令 y=kz, P (z, y) IB y=ke iF Pol, 0), 则 
In. für un τρία arti ii 


ves 
由 上 取 不 同 值 , P(z, y) 沿 相 异 直线 y=kz AF Ρυ(0, 0) 时 ,极限 值 不 
相同 ,所 以 函数 二 重 极限 不 存在 . 
[说 明 ] 着 函数 (x; y) 在 了 (zo, νι) 的 二 重 极 限 与 先 y>yo， 后 ame 
FRA RB TE, WE 
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lim f(e, y) c lim lim f (z, y), 
先 <->m 后 y->y 的 累 次 极限 与 二 重 极 要 之 间 也 有 同样 关系 
据 此 , 即 可 推出 两 个 二 次 极限 存在 , 而 不 相等 , 则 一 重 极限 不 存在 , 这 是 
Dmm “ 重 极限 之 间 的 一 个 重要 关系 . 
1115. d fos) o E — s iR lm lim f (2,9), 
ya me 240 ya 


lim lim f (s, DH me y) 


[fJ lim tim f(z, y) =lim 


lim lim f (s, g) =lim 


v? ey 


Altre) 


lim γία, y)=lim αρ. 


yo 


ο P (z, DRAA u= ke EF PO, Ὁ); RRUAR 
同 ,所 以 lim f (z, VREE, 
zi 
ΓΗΒ] 4ο ο κ ο ο” 
存在 . 
116. 设 f(z p- 


lim lim £6, y) lim limf (x, y), im f(a, 4), 


To 


20 yn0 


CRI lim lim f(s, y) e lim lim LL 
i 


lim lim f (z, = 


ΓΤ 
FARR 1. ο. ΜΥ RI 
ar 


81. TERG REAME 679 


ream, ο 
€ s= kt - P, 于 是 
lm e lim WD i 
πι S 9 uS. D 


由 于 万 取 不 同 值 , P (z, v) HARR e= ky! -y AF Pa (0, 0) 时 ， 极 
限 值 不 相同 ， icc DM E 


1117. f(x sin 1. . Wok 
lim lim f e, y DM lim imf, DEM lim f (s, 9). 


η 
px 


[ 解 lim lim f(z ning ett 
hu iim f (a, y) =lim lim zsnt, 因为 对 固定 x， ash ERE 
极限 不 存在 ,所 以 先 y 后 < 的 二 ΠΚ ΕΤΗ, 此 外 ,由 
n 9|- [sin E [αι 


lim zsin 5-0, 
3 y 

[说 明 ] ο CHUA το NB 
者 必 相等 


1118. x (c y)-sin 一 一 ， 试 求 


lim lim f (z, y). lim lim f(a, v), lim f (e, y), 


aoa γος 


y 


UR] lim lim γία, y) =lim lim sin k -0, 


lim lim f (z, y) = lim lim sin 
pu e eam 


—lim sin z=0, 
id oc 


4 ya, Ἡ P (s, y) ib y ks ATEZ 


lim f(e, y) clim sin Eo τοῖν T 


no 
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3p P (z, y) BERE AL 9 一 kz 趋 于 无 穷 时 ,得 不 同 的 极限 ， 因 此 了 (% 
ΒΡΕ, 

[说 明 ] 本 题 说 明 当 (z, y) 趋 无 穷 时 , 即使 两 个 累 次 极限 存在 且 相 等 
二 重 极限 也 有 可 能 不 存在 . 


1119. Rf =È sinz siny, RR 
lim lim f (z, y), lim lim f z, y), lim f(e, y), 
p ada un 
wu 
[fg] lim lim f(z, y)55 lim lim f (z, 切 都 不 存在 ,又 
im im. lim i 
由 Fanart ET |<|1|+]š| 
得 lim f (z, y) =0, 
zz 
[说 明 ] 本 题 表 明 ， 当 z-o, yo 时, f (m, y) 累 次 极限 虽然 都 不 存 
de, 但 二 重 极限 却 存在 
O 多 元 函数 的 连续 性 
1190. 已 知 f (z, y) 在 区 域 刀 内 对 自 变量 = 连续， 并且 对 自 
变量 满足 李 普 希 欧 条 件 , 即 
MG, v) -je yEy -yh 


(z, ψ), (z, y) €D, 工 为 常数 ,求证 f(z y) ED KER. 
[证 ] 因为 f(z, y) 对 自 变量 y 满足 李 普 希 菊 条 件 ， 故 对 任 给 se> 0 


X gp», 5 ly -ν <d: 时 ,有 
Ίσα, ν) fs v) TA - "|<. 

又 因为 了 (z, VERR DAYAR Et iE HI, OY D Pš tE — h E ff 
点 Gs 内 ， 对 于 上 述 e>0， 必 存在 8>0， 使 得 当 |α- αἱ <64 时 ， 有 
Vr, w) —fG νο)|-«5. δὲ δ- τοϊοίδι, 62, Ἄ]α--ουἱ--δ, | -tel 
<5 时 ,有 


和 1。 多 元 本数 的 极限 和 连续 681 


|f(z, y) — f (zo: νο) | < |f(z, 9) -f (2, yo) |+ IF (z, yo) — fo yo) | 

<++š==s. 

“f (z, 9) E (zo, 名) 处 连续 ， 由 (zo, 加 ) 的 任意 性 得 7(z, y) TE D AE 
i, 

1121. 设 二 元 函数 7(z, υ) # (zo, y) E ΒΞ, RE f (zo, y) fe 
为 % 的 函数 在 yo 连续 ; 同样 f(z, yo) 作为 2 的 函数 在 zo 连续 ， 
反 过 来 , H f (zo, y) TE yo eS, f (G, yo) 在 zo 连续 , o fm y) 
JES fE (zo, yo) 连续 . 

ΓΕ] 由 f(z, y) E (zo y) 连续 得 ， 对 任 给 8>0, 存在 5>0, 38 |z — 
αοἱ <Š, |y - yo] <Š RE, 有 |f(z, y) -flao y) | xe, RERE e= zo, T 
PRE |S (zor y) — fo, yo) | «eG ly- yo] <ò 时 )。 这 样 便 证 明了 了 (zu 9) 
作为 y 的 函数 在 ww 连续 ， 同 样 可 证 明 f(z, go) 作为 2 的 函数 在 ?0 连续。 
又 设 

janr ene 
9, (z, y) = 0, 0), 
RE, f (0, y) =0, f(z, 0) =0, 所 以 了 (0, y) 作为 g 的 函数 在 y=0 连 
续 ; f (z, 0) 作 为 = 的 函数 在 z= 0 连续 , 但 是 当 (z, y) > (0, 0) B$, f (z, y) 
无 极限 (参见 第 1107(]) 题 )， 所 以 了 (z, y) TE (0, 0) 点 不 连续 . 
1122. 求 下 列 函 数 的 极限 : 
QD lim arcsin 273,7; (2) lim Inare tg (8 £99, 


να E 
y 


[ 解 ] (1) 由 二 元 初等 函数 的 连续 性 ,有 
器 Aro sin y T+ = arc sin /0+1-= Z, 
0) 由 二 元 初等 函数 的 连续 性 ,有 
Jim loas ig Gr) το ο z 


nl 


1198. 讨论 f(5 9) = zd e σου PERE. 


sinas snay 
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[81 “Τα. po uds, c f 切 的 间断 点 (z, ΕΒΕ 


sinss sin 
sin az—0 的 点 ,以 及 满足 sin my 一 0 的 点 , 即 f (z, y) ZE σῦν 平面 上 除 两 族 
直线 z=m, y-n(m, n 是 整数 ) 外 连续 ， 

104. 讨论 jm, νὴ — 255 在 *0y 平面 上 的 连续 性 . 

τ. ΝΟ e y, S zd uto Gg) e 
是 二 元 初等 函数 , 因此 在 ae y 0 处 连续 . 

(2) 当 23+9%=0 时 ,如 果 (zo, yo) + (0, 0) fj 29-990, 则 有 

-—" i 


i ,y-l Bir pce κ 
m f 9 z: PEP ai a+ 
EA E: 


故 在 x+g= 0, (z, y) * (0, 0) RE Rc, 但 极限 存在 ， 如果 (zo, vo) 
= (0, 0), 则 有 
" m +y ad 
m fo v) = Ds EI Ἔσο, 
ELA «θε 
Ë (0, 0) 点 是 了 (z,，g) 趋 于 无 穷 大 的 间断 点 . 
1195. THE f (z, y) = y^ In (z° +) 在 σον 平面 的 连续 性 . 
UR] f(z, ) 是 初等 函数 ,其 定义 域 是 除 (0, 0) 外 的 整个 平面 , 因此 除 
(0, 0) 4 f(x, 切 处 处 连续 。 再 研究 f (z, u) # O, 0) 点 附近 的 性 态 ， 
et)? 
sas 
o< jay In Gc?) ο In ti), 
而 lim (ο) Ey) In (+g) =0. 
hije Jin zy In (a+) 0, 得 (0, 0) AE Τα, y) 的 可 去 间断 
党 


点 ,车 设 

zn) (z) 0.0), 
dL G y)= (0, 0), 

Hl PG; RENFE LERES, 


$ 工 多 元 函数 的 极限 和 连续 683 


1126. 已 知 
sin zw 
f »-| y 
αν 2 一 0. 
RWE f (z, y) 4E σου 平面 上 处 处 连续 . 
GEI Sy40H, J(e y) ΓΤ 是 二 元 初等 函数 ,所 以 f(z, V) 
在 y 丰 0 时 处 处 连续 ， 下 面 证 明了 (z, 9) 当 y=0 时 也 连续 . 
Q) Βίου, s) = (0, 0, 则 当 y=0 时 有 |f(z, 0) | = |z]; 5 eO HERE 
| sin zy | layl 
le, |= rd Inl 
δν ία, y) £0, 0) |f (z, «lal. 
+ Nm f (z, y) 70750, 0), B f (z, v) E (0, 0) 处 连续 ， 
e 


y*0, 


(2) 车 (zo, yo) = (zo, 0) (z040), RU 
; |z- ml, 当 y=0 时 ， 
Ms y) -fito 0) |= 1f, ο”. B "I 


" sina Ες lsin zu A 
而 Mage Meat ΕἼ 


<le] |fe a] ja-a, 
又 已 知 lim — TR inire. y)- f(T 0)|- 0, BDf(z, y) XE 


(zo oss. 
综 上 所 述 , f (z, y) TEE REL ΕΕ. 
1127. 已 知 
w e 
fæ »-| Vytl-1 
2, zy=0, 
3RüE f (z, 分 在 其 定义 域内 处 处 连续 . 
GEI 1, 9)- 是 二 元 初等 函数 , 因此 它 在 任何 满足 下 


zy0, αγ; -1, 


αυ 
Vay i-l 
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列 条 件 的 (z, υ) ΕΠ 88. αν 0, ey —1, "F I üE BB f (z, y) Say 0 BF 
ΕΒΕ, 

(1) H (zo, y) = (0, 0) 4818 Ά f (zo, vo) =f (0, 0) 2, f(a, 0) =f (0, 
p) 72, 此 外 当 ay 0, zy - 18D, 


Mts v) -21- Er 9| rnt 


EE lzi + y] Y 
EE Js 


i ia (ILE lulY Lo, gum yG, ο) =2=700, 0) Gb apto, αν» 
5 E 


71), B] f (z, y) # (0, 0) 点 连续 . 
(2) 24 (zo, yo) = (zo, 0) x (zo, yo) = (0, go) 时 (其 中 zo, tp 为 任意 非 零 
常数 )。 不 失 一 般 性 , 仅 证 (z, υ) = (zo, 0) REESE, S Γίαυ, 0) -9, 
e fæ fies D l= lfe 9 -21<|vVay+1+1-2] 


E blu lean 


«|z— aol -Iy] | 2o] - lv]. 
而 Jim (la ml |y] + lel lyl) =0, 


<, dimf(s y) =f(zs 0), B fz, y) de (a, 0) 处 连续 , 
m 


同 理 可 证 f(z, y) E (0, νο), (OAREN, f ERR f (z, VERE 
αλ, 

1128. d Ρίο, y) EXEC KEKR 在 不 包含 (0, 9 
的 闭 区 域 也 上, Po, 幼 处 处 不 为 零 ， 求 证 : 总 存在 0770, 对 一 


ΝΑΤ ΛΑ, vB, HIP y) >et), 

[证 ] 由 已 知己 (z, y) EIBDOR D ΕΑΜ, TERTRE Ρία,ν) 
EARED HERTE (RENTE). ἜΗΙ, 51: D 存 在 (αι, νὺν 
(zs ya), E P (a, y) P (z, y) <0, 则 由 二 元 连续 函数 的 零点 定 吾 ， 在 
DAVEE y), 8 P (zo v) 70, SEATA., TAZE PE, V) 
0 的 情况 . 设 


32. 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 685 


fom PERO hate), 
(euni 
B P(e, 50, 得 f(z 9) 90, 并 且 f(z, y) ΜΕΡΙΚΑ DER, βι [κ 
MOSEIB, DIETE RUM m>0, BJ 


PG) >m (pu ν CD 成 立 )。 
Gy 


Most, Rh Ps >et’, ΠΕ Ρία, κ) «0 的 情况 , 亦 可 
作 相应 讨论 . 
+. Pie >et, 
1139. 已 知 f(z, 妨 在 有 界 闭 区 域 刀 上 连续 , (αι, y) EDG= 
1,2, +, n), REE D Pi 5: p TEE CS, η), 满足 
ΠΟ n) = f G Y) L f (ως. 32 7f (ns v) 


ΓΕ] iE M Kim IESUS RC f(z, v) dk D 上 的 最 大 值 和 最 


它们 必 存 在 ， 于 是 有 
me Lt νὴ fs νὴ E ία, 网 c 


再 由 连续 函数 的 介质 定理 ,得 知 存在 ($, n) ED 使 
z f (zi: yi +f (22, ya) d e f (za: "ολ 
/G@,n)= »" > 


83. 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 
(CD ok 
1190. fs v) ο sin e). se fo, Z), ηχο, Τὴ. 
[ 解 一] pa [ος (13-39) — sin (2+3y)], 
B fo. 2-4 cos (0-5) sin (0 2)]- -1 


Siete (239), 
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s. Eee (ο £ Έ)-ο, 


UR) = τον (e 2)- 


(s 5)= — e? (sins+coss), 


so. i- — e (sin 0-1-cos0) = 


FO, y)-sindu, fi, v) — 305g, 
fo, Z )-3.cos.— 
fo. i 3-50, 


181. eo ar RP, RA ος Αα D REI 


δε Baz? . δε] 3a? 


l 2; aJar a θείων γα" 
3. «3, . δεὶ δε 
BW Ένας Wlon Gut 
1182. ib uz? -2y) 4-32 - 9zy^, RA (A, 0, 2) 处 偏 导数 
Bu Du e δα 
"és y x 
LL M 2 =0; 
ri θαυ, .. ὮΝ oen T” 


LEE 
[RI] u(m 0, 2) =#+48, χα, 0, 2) = 22, 
. w(1 0, 2) =3, 
wll, y, 2) =% 3-40, wll, y, 2) 6? - êy, 
- ας, 0, 2)=0, α(. 0, 2) -82141. i, 0, s) 128, 
. wj, 0, 2) -96, 


y)*(0,0. ,of ο 
X AD 


1193. Rf »-|22' e 
ο. 5-00. 


ΕΤΕπ 687 


[ 解 ] 当 (z, y) (0, 0) 时 ,有 


at-( zu J= 22 2f ( E y-se-n 
9r Này. Ὅν ο Μοτο, TP) 


Βα, 9) = (0, 0) 时 ,由 偏 导数 的 定义 ， 


2140. Ὁ) js fm zie. 0 ue 
er 


一 jim -0; 
P 


30.0) μι £O 20 60.0) 
ΕΝ E] 


综 上 所 述 得 
(z, y) = (0, 0), 
(z, u) = (0, 0); 


cy em 0, 0), 
9, (z, y) = (0, 0), 
Β ων oo Vern, k SL, DE, D 


UR) 当 (z, y, 2) (0, 0, 0) 时 ， 
2f. 4 5 38f ae Av δε, d 
Or Vy T3 οὐ aM’ δὲ φατε 
3 (z, y, 2) = (0, 0, 0) 时 ， 
ato 0 O jim δί4ε, 0, 91-10. 0.0) 


P 
所 以 在 (0, 0, 0) Εξ f (zs υ, z) CT z 的 偏 导数 不 存在 . 


2/40, Ὁ, 0) in ZO δν. Ὁ) — f(0, 0, 0) 
ὃν P 
VG 
X SEE 
(0, 0, 0 

所 以 ο 
6/0. 0. 0) μα 0, 49) — f (0, ο, 0) zin A (46) z9 0 
[2 = 2: pl . 
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所 以 are, 9, Ὁ) o, 
185. & f (s ο) m ag, RE, 95, 
y 
[R] 3 08, 


HV σ μ.μ. 


š z=0 B, 3 y +0, 则 


ae. 9 — lim fds, 9) — F0, v) =lim Y /145-ν] -0 
E Za 


mE "" 则 


2f(0, 0) . f(x 0) -f(0, 0) 
a cm ση =o 
RERA : 
ν 
δ Ep sens, 220, 
7px, 02-0 940, 
0, 2-0, y=0, 
由 对 称 性 , 同 理 可 推 得 
RECEN 
af | 二 人 t 
可 | 不 存在 ， y=0, z+0, 
0, y=0, 2-0, 


my 
1136. t f(e, »- [rte Ty (z, y) * (0, 0), R aro. D 
0, (æ, y) = (0, 0), 
[ 解 ] 由 偏 导数 的 定义 
42-0 


2f(0, 0) μπι £ (42. 0) —f(0, 0) μα AEU 
ΕΠ PI E 4.59 Γη 


af(0, 0) _0. 
E 


[说 明 ] 函数 j(z, (Q, 0) 点 不 连续 ， 但 是 偏 导数 存在 ， 说 明 一 元 
函数 连续 不 是 可 导 的 必要 条 件 ， 这 与 一 元 函数 的 连续 和 可 导 之 间 的 关系 


-0 


8 23. 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 (89 


完全 不 一 样 . 
1137. 求 下 列 函 数 对 每 一 个 自 变量 的 偏 导 数 (其 中 m, y CE 


月 变量 )。 
O a(-y) O fme. 
(3) z=arc ΠΕ 


ὦ z= 41- (EE) caos (£2), 


€ Ty )- ET 


ῃ 


uo o- 


-Yt1)' 
δε _ 1 1 x= 
A71 στ ον T MOI σα 

Vr Y: 


Ὁ) sem VEELE els (23! -2) -IB(/ Z Ty 2), 
να τν το 
z z 
δ VE! Υετρ! 2 
Qz xy -a Vetyts Vir 
el = - = μ.μ. 
Oy να τν -ᾱ- να ντα να τν 
azy? 


A/2z|yl 
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κο σσ 
am αν) *— xu 
1138.， 求 下 列 函 数 对 每 一 自 变量 的 偏 导 数 ; 
Q) :=in(W 2} Q) u=? (a HERNO 
(3) u= (sina)”, 
(4) z— ln [zy*--yà?- VIF Gn? τις]. 


α 2a 

E πϑοῦ τ᾽ 1 2656 — 

1) 一 一 = 一 “一 一 | 

on o 名- 一 此 地 一 上 


@ š 


o el ye» (sin z) «cos z, 


E (sin z) -In sin z, 
δι 


2t y. (sina)* -Insi 
τν y. (sina) nz, 


83. 3 ΜΙΑ Hle e UT 691 


ο ση 
e ETT Yr(G Eur: Y+ 


δε ασ εν ττα Vir ay tya 


a*2ay 
V l+ ay ryan) 


E αν" yx bl 


1189. i-a. zZ, a. 


ERE 
enas [ysin z+ ο ο 
2 gms, ο a) ln z= 27***- (In z)2, 
ey 
EA 
1140. καπ 2 00 EAPC, 9, 4) UI n 
y=2 

Air 14 09 3 f. 

[分 析 ] 空间 曲面 s=f(z, 9) # (αν, νὸ AE 
的 偏 导 数 2 的 几何 意义 是 空间 曲面 5 一 f(z 
9) SX yg HIR R Oms 在 (zw, yo) ALERT 
切线 与 = 轴 正 向 交角 < HED tga, 同样 , (o 
网 处 的 六 TREME E πὶ amz t £ 
Oy # (zo 如 点 处 的 切线 与 4 MIEZ A B AIE tg BUND). 
ETZTÀ 


[ 解 ] saf’ μμ ο ο] 
y=2 


交 线 , 故 卫 (1, 2, 4) 处 的 切线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 的 正切 值 为 


E - 
Shat 


a, d. 


Rf a= arc tg 4, 
141. 已 知 曲面 eate n = T ο. 


692 第 七 章 “多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


分 别 得 两 条 基线 , 求 两 条 曲线 的 夹 角 . 
stit, 
[Rl 解 方程 组 1, =, fin-ly-2, a=, 和 入 = -1, 


9-2, 
"3 


5, 
在 交点 (1, 2, Du, 


= a2 E 
saf 人 6， 与 = 坝 正 向 天 角 的 正切 全 为 Z gap=2 


”与 = 轴 正 向 类 角 的 正切 值 为 σος 
两 曲线 夹 角 是 它们 切线 的 夹 角 ， 两 条 井 线 夹 角 的 正切 

2 
2-— 


ΓΗ E] 4 
nmn 


ñana (t. 3,5 ΕΟΚΑ ante + 5 =— artigt, 
ο Ἡ 


σαχ 


m Ὡ ο ο ο | e -3 


y=3, 


2239 zm 
mi “与 办 正 向 交角 的 正切 什 为 oig - 
y 


l -2+2 


| 同 再 得 两 条 曲线 夹 角 的 正切 饮 4= 


一 子 ， 两 条 曲线 在 交点 


(7.2. ο... 
1142. 已 知 coc 2y f (3-4), JF H y cO RE z= 2, 


$ 2 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 693 


PR 
R ον ` 
UR) 当 y=0 时 , se atf (2), ο f) d-a 
2 σα σα, 


8 fG2- 4) =F Ga 4j - 02-49), 


A s==+2y+3 (32-4)? 1 Os 4p), 


Ls 


23-4) «25.91 δίας. 
257 3 02-4 33-02-49. 


A 
1143. Fatal He@, 0) =o， 求 z=z(o y), 


[r3 R3 s s= ftp tol) arte tol), 
πεία, 0) --σ, .. φ(α) =e, FE 
s=arctg Pet, 


1144， 求 证 函数 一 In (tg z- tg y+ tg AW ENP 


i ĝu Ou Ou 
5! 9α' aA a -3, 
BM m sec! a eu. sec*y 
DE) OU Frei ον gsiigyilg2 
Qw _ sois 
δε Ἱκατίενγίασ᾽ 
ο ĝin Sinirse?z _ Uš 2iga 
+s ða dgatigytigs tgzttgytiga’ 
ο ο _ 2gy 
Ὃν tgzttgytigs tgrtiguttgs" 
eing 2 ο αμ 2igs 
Oa tgzitgyt+tgs dgstigytiem 
得 
LEM £u | ings. 2. 2(tg zt tgyrtg s. 
sin δα. Ἐπ sin dg ος ταδε =a ΣΠ ασ Ξ.2, 


、 == 1 
1145. REMU- pap PERE 
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2u `? 


δι 
A) P 2] τ a) cw. 

ΓΕ 学 -一 yam e 
Μο 893 myta)? 
CT JN E DES 
ὃν ο αφ γρ” Gun 
a. 1 x=- 二 一， 
95 Gre Gyr 


(my. (gy 6) ER 
1146. 求证 z— f (o, ν) JEU m RC GEAR AE 


ου 
[证 ] 必要 性 : 
35 f (z, y) JE m ERAI, Π fs ty) etn f (n, y). Ruta, v ty, 
上 式 两 边 对 + 求 导 ,得 
a PEG D) py BEDS Does, y), 
4171, 便 有 w=x, v=y, 得 
uw y) +2 E M) =mf(z, y. 
充分 性 : 
doof WR eee Lo mtis Ὁ), 


ΡΝ PP 的 = fas. eR ; 


Επομ 
则 POT πα mif (fa, ty), 
θεία, δα... 
因为 s Af uu BEC me y), 
ofu, o) , , ϑίω, Ὁ). 
即 WA to SE mf v), 


BL c PEDI opu, v), 


u=ta, v=ty, 


和 2。 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 695 


Əf(u, v} δ) 
ο SD 


By cmt 1f(u, v). 
aflu, v) ., ϑγίω, ὃν 
于 是 pg 的 =- 一色 κ χω ο 
LL mf (u, v) 


A —mi [αν ty) =0. 


MHI F(t) τα, 取 t=1, ΡΩ) =f(z, y) το, 


LW - e) = f y), Bi faz t) =f (e, 9), Jen 0 


是 四 次 齐 次 函数 ， 
[说 明 ] 本 题 结论 称 为 欧 拉 定 理 ， 
1147. 就 下 列 函 数 验证 欧 拉 定理 ; 


(Ü) z-a* uy? - y Θ) === 


(8) == e (4) u= 


[R] G) f(tz, ty) =+ Pay? - iy 
μα 是 三 次 齐 次 函数 . 
Hosta, E an 


δία, y). 


有 ο -θυῦ-- 3 (a3 - Zey? — 3y?) 


=3f (zr, y). 
即 函数 = 满足 殉 拉 定 理 。 
1 


Θ) fs, t) T o 2 
NU e REI UR KE RED. 
Φ fü, Ὁ) cem «fs ν). 


m STARTADE 
2.21, 于 


即 函 数 s aciem, 
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(4 fits, ty, τρ) 
«ἔδει ΕΕ ΩΚΕΙΣΕ, 


στ, y, ss. 


-(2 [Ge 2- 2.2 2a 8] 
καθ» f(, y, €), 
Bü GNI u MEKLET, 


(2 多 元 函数 的 全 徽 分 
1149. ike lo -a| ο πα 
< 
[R] 先 讨论 函数 在 (o, 5) 点 的 偏 导 数 ， 
palim (az, b) —s(a, b) jim 4εἰ--ϐ 
us ra a — dz 


不 存在 。 由 全 微分 的 概念 ,函数 在 (0 0) AER RT 


ο, Z. 0 
14. ο. + ερ, o) gesti 
0, zpy-0 
为 什么 ? 
[81 先 研究 * 在 (0, 0) 点 的 偏 导数 
dz.0 


Vus 
θα τὸ ο 


52. 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 697 


0- Ay 
T° 
#(0,0)=lim AE C? ig 
an dy 
车 函数 在 (0, 0) 点 处 可 微 , 则 有 daz (0, 0) «Az 2, (0, 0) dy=0, 


且 还 有 CT a Jnd. NT 
5 fice am 


IB. li Yero 
anii Tcr a E 


4 Ay ks Lm 2 ἃ 
$ Ay=k-4=, MERA im eI T RET 


极限 与 EAR WERKER. 所 以 函数 在 (0, 0) 点 不 可 微 , 

0, zy=0 
19. 8k = [7 Γον MiA 
[8] 先 研究 函数 在 (0, 0) 点 的 偏 导数 : 


PX 0) elim FUE D 50, 0) i, 0-0, p 
AP jz am s T 
“0, Vlg 0 M0 pin 20. 
车 函数 在 (0, 0) 处 可 微 , 则 有 ds=0。 以 及 
lim -全 -ae 0. 
£2 V s) ry 
但 这 里 Δε--ε(δο, Δι) —s(0, 0) 1 
tm Δε-- 
µου 0, 9 
πι ποτε 60 «κο, AER 
1151. 函数 
0, 22 十 急 一 0 
z= £ 
ETRE aty A0 
在 原点 是 否 可 微 ?为 什么 ? 


[R] 先 求 函数 在 (0，0) 点 的 偏 导数 : 
40,0) clim ο O 
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1 
Lys, LA^ 805m ro 
pa E 


=lim Δα-βἰη 
p 


vas 
4,0, 0) elim. 2. Ay) --2{0. 0) 


[0+ (Ay) "sin 
elim 
P Ay 


—lim Ay-sin 
am 


LL. ας; 
M Gn? 


- - 2 Iii H 
<. 4s=[(4z)2+ (Ag)2Jsin JUSTO 


" 1 
i, E" (Δυτ T 
£5 (dy)? 


" — ai, 1 
m Ja) F ean 
Ag Intt Yn DT p 


故 琢 数 在 (0，0) 点 可 微 。 


1159、 求 函数 u=earo sin δ. EC, 2, 3) 点 的 全 微分 ， 


i E 
. ὃν [d 
[mi xm x 7 


*EQ, 2，3) 点 的 偏 导 数 分 别 是 
δι 


2 y3 δὲ 


δία.» v3, > 2' s dia ον 
并 且 偏 导数 在 (1 2, 3) 点 连 2, 3) 处 的 微分 为 
duse / ds M. 
1153.， 求 下 列 函 数 的 全 微分 ; 
| a) = 5-36, (2) == (+y) are g (zp), 


| zy 


$2. 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 600 


(8) s= (nz), 
«διὰ. (z +y d (a2 — 2y) ~ (αἱ 
UR) Ὁ πας ο "2 rem 
ο” -2à£]- (αἲ-- 2 [Ez + dul 
r= D 
a (2° + 9zu + Lm 
αν)” 


+ Axy+ θη Yew 


(23) dr df (2? y?) arcte zy] 
=arc tg eyd (22 + y?) + (α +P) Qara tg zy 
maro tg zy[ 22d2-- 2udy]4- (α3 1 y?) - 


1 

ITzy 
πο] 

[nm tirare tg xy os 


als? ty’) 
4 [SR + aro tg zy]ay. 


3 cosy (Ing) tv; &-- sin y-n (In æ) (Inz) tv, 


Ce ατού] 2) 9d — ein yn (In z) - (In 2) say, 
1154. 求 下 列 函 数 的 全 微分 


2 一 ασ 
O Mu icd ὢ vm 7D 
EI Az 


IM) ὦ Z= 
= JE 
ν d 


Wi ns ym 
LAN -- 
ow f = zy 
ΤΩ τ 
ΕΚΕΙ; 
ΠΕΙ 


NET) Nr 


VE edu. 


ΕΞ 
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rrr m 
du PV o ovre 
E r= N rry 
an y ç à z 


?y VE AUR 


(2) 


— rum =— d 
«ode er o rey “= 
1156. 32, y 的 绝对 值 很 小 的 时 候 ,求证 4)” +)" 
i-ma-ny, 
[证 ] Wyl y) e αμα), 问题 化 为 求 J(z, y) de Gs v) 
的 近似 值 ， 
nt tt 
E. 9 
E EU 
= f, νὴ = fO, μονος 
fn, 9) ef (0, 0) +mz+ ny loc mae ny, 
1156. 3R 3.001 χ3.002χ4.0095 的 近似 值 ， 
[ 解 ] 利用 .上 题 结论 ,有 
2.001 x3.0022 x 4.003 
=2(1+0.0005) xo(1+ 9:999) xos(1+ auey 


οκ. 902, 3x 2008) =1156.704. 


1157. AMARENS, 
(1.01)5. (0.97)? JOOTIS 
O yD C (2) ν (4.02) (0.95*, 


[M] (D 利用 第 155 题 结论 ,有 
s, (0.97) T 
το = 490.035. (1--0.08) ο. . 


2 0.03 
SA [1o 01-2x0.05- 3:52] 
-0.24, 


32. & ci UR iy Tol 


D JG E33 = «omis (15 


~8Q+0.005) [1 FE 


5 i-o. d 
其 中 


(206) = (458002) = qsqa +o 


=$ 0-0.02)*0--0.005)-* 
ei 1-3x0.02-3x0.005]-0.112, 1 


Jamra ~s [150.05 10112] 
8.51, 
158， 利 用 全 微分 近似 计算 : 
(1) In (4/1.04--2/0.97 -1), (2) sin 46?- tg 59°30”, 
DR] ὦ) λίαν) "hz Vy - D, 
JR z,=1, 2270.04, ψο--1, 和 = - 0.03, 


E dll «ας 
ος Vz4Vy-l BYE XYr4Vy-l Vy 


ri 


^00 Μον. eei. 
2 


Af=af= ob of ΠΤΙ 


于 是 
f (1.04, 0.97) =f (1, 1) D dan 2 
H Σ ΡΕ 
30.0111 (70.03) &0.007, 
(2) ᾿ξ γία, y) -5ίπα-ἴρυ, 
x mm l= =Z, m 


ελ ο ssec, +. (Z, 5) tico ps 
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1159. 已 知 扇形 的 圆心 角 为 a=60°, R=20 cm, 若 增加 Δα [ 
一 1?"， 半 径 减 少 0.1em， 问 面积 变化 多 少 ? 
[R] 扇形 的 面积 S=} ma. 


4848-25. ane 28. dB: anl. L Ra sa 


-χξκί-ο. 了 + 去 x20?x i-es .390 (em?), 
c. 面积 增加 1.396 en? 


190. RAR «2 3. CARR, g NEIMAN, ΤᾺ 
周期 ) 若 单 摆 的 摆 长 1 与 周期 分别 为 1=100 土 0.005 em, T 
240.0035, RHF T 与 到 的 误差 在 计算 重力 加 速度 9 时 的 


绝对 误差 和 相对 误差 . 
ή dm. da? 20 Sal 
Umi o Wo πο Toc 
= 2g. 126. £2. 
lági edge | 2 Sa M ΠΕ ar| 
-55 Ba .| AT)= $25 x0.005+ 85100 Ἔν 


x 0.003 
ptor 

C2 绝对 误差 为 3.0102(em/s”)。 

- 相对 误差 为 |#|= 


=0.00305=0.305%, 


82. 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 ^03 


(8) E634 619 
1161. Bg z= xg -yz,2=peos0,y=psing, RA L3 
[ 解 名 = 名 .名 + 名 .并 L= (εν ο -aas 


Jp WA 
δε. δε δα ὃς 2 
98 2x 00  2y 20 
一 (2zy- y?) * (— p sinf) + (*— 214): (pcos) 
7 pcosÓ- (a? — 2ay) — psinQ- (2zy - y), 
Bu 


1162. Bin u= (e-o), αμ 


[R] Φυ-γία,ν. δ) (2-9, WJ 
-9ἱ 9; 2f Ou Of δε 
Br δε 2z Oy ὃς δε δε 


=s(z- y)? + (x y)*In(z—y)-22 
= (27 y) {s+ 22 (2 - y)ln(a- y)], 

«24, δε 

2s Oy 

z-i(z-y) + (a- y)! In(z— y) -4y 

παν)" [4y(z - y)ln(z- y) - 2). 


a 9: Bf δη ΘΕ δε 
Dua one S.D DR cm De otn 


ÎL, 两 者 意义 是 不 相同 的 ， 左 并 DE RRA T Rusul, y) CE E z, 
乡 的 二 元 函数 ) 对 = 求 偏 导数 ， 而 右 端 L 是 表示 =J(z, y, D) CER z, 
y, = 的 三 元 函 数 ) 对 = RAFE. 

1163， 求 下 列 函 数 关于 “的 导数 : 

(D) --ο"11πῃ, y-sina; 

(2) z—w?-Farotg z, u= e, v—cosz, 

DA) 本 题 的 函数 。 是 作为 一 个 自 变 量 ολο. 
的 含 导数 ,而 是 求 关于 = 的 导数 . 
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[ 解 ] ὦ RA Epor nderit, 
@ deus PV e dO 
mute edu (sina) eror 
= (o#a- sina) +E, 
1104. E. (1) e Az! 2Bzy--Oy^, w=sint y=oos ὃν 
Q) scare ig Z, ome, guit -ᾱ, RE, 
ds, ôs da, Ds ἃ 
[MJ ὦ TAA 
= (242--2By) .cost+ (2Bz+ 20y) - (- sint) 
= (A — C)sin2t 4 2B cos2t, 


de 2p de ὃν. 
Θα περα i di 


1 Ee £A 
"ug C9 "o (ue 
ume 


1166. 已 知 w= 7 asinz, zeacosz, R g, 


du δι, Ou dy Qu ds 
UB) ray dr or ds 


ey ο € Y 
ti 
ae? ĝi 
Sga ο ries dina), 
δι Ou Ou 


1166. Eg, uz" R: Qa! Oy δει 


[81 D even. 
O $us, tuy 


$ 3。 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 705 
δε δε δρ το πα) isa nus, 
G) usa toy, 
Zoria Z syty, 


n 3.22 ο ο ου 


1187. BA cf y w, ο), ΒΥ ΠΚ, XU using 
δε δε 

Rx 
Un 2-2 + E. PEN E] 


3z 
7” g PN 
£-HGIE Ed E] 


cosy, b= sinz- cosy, *3 


Gp 


nh 
8j ñ 
-4-4 jes 
1168. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 ， ias 


O ο) zesti, y=st, sk 2 2. =, 


(2) u-f(z, y), z=r+2s+35 ντ ή 90, R x 
» 25 
(8) u=f (z, y, 2, z=s+t, y=s-t, zog P, R S, 


Su. 
δε 


| CM] 3 +=, 


x 5 =$- = IE yjz ve (2) } 
δι, ἀξ [55 =+ A RAFS stt) 
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四 ο RP egens, 


Qu Êf ὃ» L Pf 2u - 
Te). ὃν To ος δν, 
2u [2f δε, Df Ou os ida 

SCA r K AAAA 


ar ar r D Nr 
D rE ον nef 
AR ôf δη , ôf. δα τν 
Or ὃς ΚΑΣ E? rt 9s E! *ts-fy+2t-.f,. 


1169， 求 下 列 函 数 的 偏 导数 ,其 中 f, g p 出 都 是 可 微 函数 ， 
(D) w-In[f() gG), v=sin Z, RŽ; = 
0) u-e-f(oy, zy), w=p(s D, ν-ψ6, Ὁ, R 2. 


θε. 
ΕΝ 

«£0 +g Q) τρ. 

e) o E Ζυλ τοῖν iu] G) 


OE NC ES 4) 
αν y fortem 
gu. fy go). z.(- i ᾱ oos κος a" (o) 
Ε7 aftu ty Foy Τώπσω" 
ὦ) A eegotu, s) Eee (+E) 


Lc 


δε 29 2o , Ob 
9 ee fot, c) ο 
sene. 
1170. 已 知 2=f(z, y, u, υ), σ--φίω, v), yc d(u, v), u= 
| 1e 9), 318., φ, d, χ ΠΚ, RAE, E 


[分 析 ] 在 中 间 弃 量 较 多 的 情况 下 , 可 以 用 树 图 来 表示 各 中 间 变 量 与 自 
| 变量 的 关系 ， 本 题 树 图 如 下 页 所 示 : 


$ 3。 多 元 函数 的 含 导数 和 全 微分 ποτ 


[ 解 ] p 


9. 9 2p, Pf Bb êr, 2p dm 2T hd 
δω s Ow. Oy Ou δε 2w y. > 9 
abi `" 


Qu ör Ov ο 


ΕΡΕ 
ο λα... 


Δ.δ... ον — 
2z ΘΓ 2p | Of [Ob | δψ, Ed NOM 
=-=. + 
y ta E . js 
E 


DEM 
E RE E E 


2 PEREAT t SA. EE il 
Pd εμας 39. x af 


[证 ] 
e EST =na"f - xl aM re "T 
TT 
um. aan ο... 求证 二 
ο δε vay δε επ +apz D. — mu, : 


BE Psp [nen] 


2u mf. δέ apt 
aD απ] ανν Ὧν m [+ 


ay E —aysa779 fi- apay "s: fi 


Zefyr) E as ed 


E 
=mxy"f — az" fit aye™ Ji βαν | ^s- foten ag. A 
ρα”, 
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即 «τς tay ὃν taps t= mu, 


ti y 31 
um. e E-l4g(L-D) 其 中 了 为 可 向 函数 ,求证 
67 θε 
PH a 
[证 ] ών Vd 
1 . £23. τος y 
dE (F) e egn. 
两 边 对 y 求 偏 导 ,得 


于 是 SER» 


1174. g uc ef (ol), £C RE 
ο E πα. 


ΠΕ Reerede 


-p EEE PR 


gerer [Ern yal 
. zy Aaye ASE p E RE 4 
TA (- iem aye? f — ryu, 
1175. 1 ία, y) -ν F (mew), m, nA OG FEE 
ES (D EB ny DE my δν = — 2n Qs 1)- 
a, Rul y). 


[ 解 ] ὢ S me, Same 


$2. 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 709 


τ ny δε — my δε ο. ο 
@ «(s 3)- ο ο 

(mt seen y- zo Jei 
TR HORE p- 1 


得 F(ma+ng) = P (ma επι)» 39 man) tt, ' 


因此 ， ulz, PM Med E (mseny) 15]. 


1176. 设 f (e, y, 9) 具有 性 质 fo, ty, ta) = Pf y, Ὁ, 
RE: 

(D) Fe, v, 2) -ofhi = £ =), 

(2) zf. (z, y, z) - myf (o, y, 5) tref, (e, y, 9) 


-bf(o y, 9. 
DE) (D BAnf(z, My, t) =t'f(a, y, 8). 


4i-2, ni(i ο 
| ^ fé v, ο) =atf(1, £, 3) 


Θ) Femte no toy, Lon, RE FG, m Ὁ πα, s δ, RAR 
求 导 得 


z Hr mrt E niigi (a, y, δν, 
4 1-1, Π]έ-α, ην, Cos, FÆ 
z Ermy em x y, 8), 
1177. 研究 函数 


je »-[ sr @, yA 0) 
9 ὤνψ-θο 
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EO 0) 点 的 偏 导数 IL, δ audes, boot y= 


是 否 可 以 u n t=0 处 的 导数 ? 
[ 解 ] 在 (0, 9) 点 的 偏 导数 是 


ΘΕ] jim Z2 O-O O jm 
4 


pP n ama 


af| um EO Uu D) -lim 


y e em 3 ar 
(z, y) (9, 0) 时 ,有 
.Bf a W(t ray Py (n Y a, 


En (xy) 
Bf RH) -Wry 
y mF) 


man 25, ὃς 在 (0; 点 的 连续 性 . 
(1) νο. 4 == peos0, y psin0, 


lim 2f. zii EUM mL 


mr m στις 
ΜΝ tiing -eosa Witla- eos:O+ asin? 0] 


i πω 9 ΠΡ 9)ους"θή- αξία" 0]--0, 


= lim ge “ οσο" 0-eos 29=0, 


As S 在 0, 9) 点 都 连续 
此 外 当 2 %= t+ 时， 满足 复合 函数 求 导 的 条 件 ， wara mk qik 
求 导 , 有 


E qr Py di. 
当 1=0 npn, De] πο. 


DICA NC ὅν E EY 


52, $jriTUS IRSE - τα 


Θ) Sasza 


lim Ecl ο 6[ (a — 2)eos20+asin201 Rit 


lim 2f olim p*73«cos? 0 cos 29 "fk, 
E 
z 


“86, SL 在 (0, o it. 

"y z= ; ————P H1 

"x. Bist. i=} 4+0), f(0, 0)=0, s5a-2n, 1-0 
αἱ κ. ἃ sacan i0 3k ἃς 不 存在 ;而 在 (0, 0) 处 


f às, Of. E 0x1-0, 
ji E t e: =0x1+0x 


¿ + f da dy 
" Eion, T idi] ΤΙ 


(4) 高 阶 偏 导数 、 高 阶 全 微分 
1178. 求 函数 


ja μα. zug Gane 


(αι y) = (0, 0) 


0, 


在 原点 的 二 阶 偏 导数 . 
[ 解 】 当 (z, e (0, 0) 时 ， 


p ina 1 [l| 

A eaten Bahsin do + οος στρ [ m 
οσο rn. 

9} ovdi 

dy CA y dn rasa pl cl 


ο ο τι 
H(z, y)= (0, 0Η, 一 ? 
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9 " (85, 0) — f (0, 0) 
EE > 


1 
pea εἷος 
lim (20 0T ën assu 9 
2% m 

H ο 
ΩΝ 


2 Las £120 — £0, 0) 
doom. 


li 
av 


一 lim (Az) sin 0. 


EN 
s D A T ge (agr 7 


= ΕἼ 
lim Ain cs. 
34 (s, 9) -- (0, 0) BHS— HA E 


a 2 jiss, »-£ f(0, 0) 
3/0 0 各 一 — 


ss -᾽ = 
ΕΞ 3 1 EY 
=lim idea ases] 
p Γη 


x x 1 1 
= lim[6 (4a) tein ds 342-009 55s |=0. 


9 Li 
f. 49 — 3 f O, 0) 


α΄ 


| i 
I | 
工 
alim E ddr = Ir si 20, 


2 ο ου A 
P d 


12. AXES ASH OUT ` ms 


n 
NI 
[anto age 


| 


=0, 
aro 
2 à 
P aI O ὁ) - φρο, ὁ) 
oy f (0, 0) ~ aT ET 2 
NES 
as νάνο αρ 
ga c5 dee Tarh’ 
p DNE. 
ο [aai 2 τῶ 一 2eos uU REEN 
1179. 求 函数 


Jis »-[? EXE Gon 
9, @ s) = (0,0) 
EO Ὁ) ARES ER HA 
[ΒῚ ο £0.10 Ὁ lim S20 co, 


ire 9-1» £0. ap sto. 9) -μο 95 o. ο] 
fiere, (eyt, o. 


Guyy c 
re P πι (2, y) * (0, 9), 
Ἔστω, 9)-lim Efe. δε ZH 9 -lim === =0, 
feos E s nm d i Ia τς 
Z te, ο) E cR 9 Mm 


=- 
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" τας) A 
33g f (0. 0) lim z ου 
ET im. ds aem 
[说 明 ] - 本 例 说 明 即 使 两 个 混合 含 导数 者 存在 , 供 仍 可 能 不 相等 ， 
1180. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 : 
(D z-ayln Z, =- -- 
yy 
(2) u-sin (z4-y) ΤΟ Το 
[R] (1) szyInz-zylny, 
πο ο rien, 
κα gerhioz 3 
Gs Fs lm 
ο ο οσα ο 
(2) ΙΡ 
sin (y--2) -sin (z4-y4-2-2) e sin (y^ z)sin ο» 
F masin (y es Qa +e), 
Verear η 
一 sin (2z + 2y + 22) = AV 
pisa 
> = ἃ sin (e+ 2) cos (z+ 2y+ zy. δ θείο egest 22), 
w 52 i” κου zs 
1181. κο των, REKK e aent 
ΓΩ 
拉 其 方程 ια το, -- m 
EEN 1 z-a 
ILLAE Vth v ux τος 
a - z-a De 


G=" = D 
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δε [ία--α) + (g—b)2] —2(z—a)2 _ (y-b- (z-a)* 
σα Lesat- Tear yb) 
2 ey) . 2r, δα 
RE $TG-aUü-by ^ a 

1182， 求 证 函数 


guo 
1 det 


αν Επί 


满足 热传导 方程 (其 中 ro yo το, a ERW): 
ὃν (0 
δα ος δὲ ). 

n 2. 2 


E 


zr yo 


——— ES 
2(βαγ/π)ϑε 
1 MUI EIER 


+— — — s τς 
(2a yF)? 


(2 ~ 0) + (uy 2-8)? 
ar 
CE RR 
e 
(2a /at)* 
x[- 3 ο κο nn) 
A da 


Qtr Ga 


Em Qu σα. α [ 


22% o £u CQ 4 xx] 


σπα]. ὅν sal 


i )=u (z-2)))--(y—y)t(2—5)? 8 


dai? P 


] 
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1183. 设 := +n Z 2; az s e 
设 > ET D ταν σον t rra 
[R] rm eins ly, £L 
δα 1. ET 
E = T v 
da 2 1 Ps δαὶ 1 2. 
Ty wv ν Jw. V ovy vy 
" 
ç z Bu Ou Ou 
1184. ğu zaro tg To CRT A 
i 3 
θα, E Fy 
um Z "sy zy) 22” τοσο. 
y 
z 
Suy mue Ww 
λεν 69v [CE 
«(E 
Z arigi, Φα =o, B feme θετό 


1185. it u-sin az-sin Dy-cos pz 满足 方程 
Suo Ou _ 1 δι 
as y d wc 
ἈΠ ΕΚ K a, b, ph AHRR. 
[W] ĝe- acosaz-sin by-cos ps, Zi = — aw, 
£u £u 
m= K ο 
δι . 1 
E DI 4 4 
LI TNI 满足 关系 
a= Er. 
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186. 设 s-vGo rt, Job uim υ) WEE Ë age = 
0， 试 确定 4 b, 使 函数 z 满足 方程 


Be 0; ὂὃ 
而 而 s 470 
um 5-5. qn auem, £-& get bus eret, 


Os δὰ "T LM δά pery w 
ua ug Mab Rd ayay s c abu. eth, | 


t δη ðs Oy 
m u κ pa DÀ gers ΝΟ 
ο ΗΝ II Y abu. et 


κ. 


=0, 
Pu =| 
由 £j 
整理 得 
0-3 2 eem (a= 27 ΚΣ (abu —au — bu--u) e m0, 
8 Οι ο ο 


Wu a=b=1 B, s=u(z, y) 满足 方程 、 
3 u- Γι λα ryz eu 
1187. e= arotg Τ-αγ-ψε--αα᾽ * ὅτ δν 02 
(MO “ 根据 平面 三 角 公式 ， 
tgz+tigy+tgs-igzigytgs 


ην ντ Ίαν teye: -tsps 
°. αντρας. 
c. ard QT I arcigz-karetg y-aretg so 
(Rip e= --ᾱ, 0, z). 
Ps 
TR AA 


1199. ite- ΟΤΕ T, R 227227: ` 
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LM i . u 
ez vV(-uyX(y-v* να (yv) 
LEA. iui NN 
Gu)” +g) 
Ss «Ὁία-υωγίη-υὴ 


ὅπου Τατ, 
Qu 0-86 uy (y—v) 2(y [lr - uy? + (y ο) ] 
Oxz0y8u [G uw) EQ - v)? 
-ϑίω- V)? blr int ως) 
[CT ° c 
[st- Gn DIS» 
Ou l E12(y- v) Cy 9? - 327 0)*] 
ETETEET (uy 
-τία-ω-δία-ὠλῳ-υὐδεῳ-υγη 
(zu)? + y ος : 


etyre arittu 
1189. ὑξυ-αγιογ!ν':, R, EAA 


E λρρ «ροκω 
由 数学 归纳 法 , 可 得 
"νη 
ὃς 
Z= (+p) utoe H, 
p 


ΕΥ 
有 luto) Gr) erttn, 


n. z(e S) 7 具有 二 阶 连 续 信 导数 ， 求 如 
95 Θα 


ary’ Oy 
CR] 由 复合 函数 求 导 法 则 
8. n 
3 y 


NEUES WP RENE EE RS 
ο πο ο ο 
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aa eiel E)r i) 
πηβειδε- φγπεγῇτην 
worl- A) Zom ( A) zn. 
1191. i£ z— f(z, y), y=g(z), 了 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ， g 二 
Ws, e 
UR) 法 复合 函数 求 导 法 则 


— 2 Of (0 
[477 m AE Eu dai 
d, PP. ary δὲ, da 


qz Ay κας) δη da 
1192. i emi -aro sin z, ay), z 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 求 
3z 
D 


ES se -are sin z, ay) == (are cos z, ay), 


1199. R u= Jr σε ο. 
Ou 
rap" 
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ma Aene = c foronofiortinto, 
Pus, Pu ~ y esinp- farcospsinp- fisin p, 


rôp apr 


1 
1194. 设 < 一 了 lw, ο)" = ο” 
194. iz- fu kis kusisqas Jet a 
ος ? πε, — 
y, Rory 20, RS στου, Ay 
9. 0f Ou Of vL om Ὃν ] 
ΠΕ δε δι A τ συ δε" pani fet 2afo, 
E 32y z z Ë z 
= - fa~ faf- eC) 
ΠΣ Tm ( NS ] 


e a(i] 


-- 35 ϱ C a 
— y fut Pc traf 


Pr WP ο. ho! cy NT 
#- emo liem Ed 


-35-3[r.(- λαο] 


Πάφο ` 


ο δα qoi cim fet 


(+y G+ nš 
196. ducere, BJATM ΣΑ B EG RI 
Ou Pu 
"Os δοθψ᾽ 


Uk] Aero fifi 


επ fotu fief 
κε 
τα ας ο ο y+] 


12. £c RS SEO ANUS 721 


91 εαν] 


+#[fh xf fhdzfihcfitufhctuzfhl 
mH ET fi [fa χα} 
cef γα ff fh (z+9) f Εαν δη. 


1196. Re- Ge) ιν zy, $ed) 了 有 二 
Oz Pz δὲς 

阶 连续 偏 导数 ， 求 22, τὸν 97 ` 
[ 解 ] &cere cen [nai feuis] 


=2zf +a fi fs, 
decre Jute πρ] 
fene iy fatu] 


[fof etel 


cup ERE ga de MEE 


tiep ών 


E πι, 
[ats Aui] 
MERI ft 

EIS uns 
£r crat] 
.2 +yfi -afa 
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λα αμ 
"efie un 2y - fiat 2y + fonna) 
ο 28 +P) ο y) σι. 
bays fs af, 


LM δω ορ 

= J δν], 

1198. &u-f(), eh r= Vsi, 17: E 8 Α 
Ba ku Dae De 3k r in 

由 对 称 性 有 


pg £D. 
mM 


Qu Bu , Fù pm at y ez | p, 200 e ee) 
de ar de f ra xf τά 


| -f'nfo 


ο αλ. 


2 多 元 函数 的 偏 导 数 和 全 微分 723 


1199. àz-afG-y)--yp (oy), Jub ff g HL ERE 


y 22 dz , z 
偏 导数 ， 求 证 -gr 2550 d^ 


GE) ος) κα) tyg, 


= Sff taj" ty taf" egy, 


=P +af" 
z Sf sf g + ug", 


LA 
E7 af gu 


, 
Bpod rne, 

I E ο Ες 
επ] T =2f'+ af" yg" 2f! - δα)” — 29 


—2yg9" 4x f" 29! - yg" =0, 
1200. d f(z, y, 2) JE SE 88 3k. Βα’ -υυ, y πω, z- 
uv, 求证 α’, ας μα oft wfo 


[证 ] 
fefe) feum fu fe 
ο να f Z: 
τ᾽ του. vu uv " vts uw 
ο ο fu 2v +f, ΠΕ ες p^ +f; Ξ +f, p 


yt 


1201 d f(e, ν)-Ῥίω, ο), fA F RTI, Βα-αοορθ- 
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using y=usin0+ucos0(0 为 常数 ), 求 证 


(50) (45) τς) (2D) 

DEJ T DE osos E ano, 
SERERE -Hceo we, 
Y 

ECL TDI +(- ΣΟΙ 
-(38 «(35 
1900. REM uul, ν) ἈΕΊ ΠΕ ΑΙ - 
0. "καν ut s aip) ΝΕΑ kipa. 


RI 


于 是 


GE) βέ-πῖρ' cue 
BEL, (ey — 222 
Or o (y 


δη ----θεη, 
θα Gy)? + 
2u 


v. ĉu δι en LG 
于 -到 L3 E q es 一 260 τοι zv 


ΕΞ EG) E3813 2-3 E 
[Cn eom £m δε om E] ο 


EL 
NC οσο 


B τα ES] atm 
hey ντ e aS 
M + (667-2) 22. 
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由 函数 的 对 称 考 得 


Tese- πὴ» Erte- ui Du. 


(Peng SE + (6506 - 28) 28. 


于 是 333 See em). 
B u MJ 
eme n Em 


1908. 18 :--[ία, y) KZE E HER 5 Sk, z=p cos 0, y= 
p sin 0, R uE; 


o (a 3 D -GD «G3 


zp τοι 1 9 
2 =— 
O 56 + [a dp p d 


Zz ez Lu 
Gr] ὦ idis LEE = "Ee ΞΕ sin 6, 


μα, E A6 = - 2 osos E SL p cos 0, ` 
于 是 
(à gy -(& y m cost6422f . af 2 ose. ως 


(i i = (as sin2g-2 2f. MA «(2 P oe 


ας) + 3) AT (39. 


od-G d Dens 


που Bp ös Op 
H LI guys 425.2. 
Όπου Op ἐν Pp Sy pi 


-2. cose ara E sin 8-058, ᾿ 
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Sf. ye edam Lud 
ΕΣ 20/20 2x FF 


ZE pisin dcus 


E — f . oe 
ΕΗ p 6050 τη p sin 0, 


于 是 
δα δα 

Op! "p δρ pr 8 

"GE σος sin θ ος) 


MGE cos 04. 2L E Í sin DIE ré p? sin? 04. = 3 οο5Ἷθ' 


E au 

- = i EC — 2f. osi 

334; sin 0eos0— É p cos0 aL esn0) 
ia 

-器 + 


1904. 求证 函数 — ον 满足 弦 振 动 方程 


ο -ᾱ- D debo, (EC MEHR A 
ĉu 


= =p' (z—at) Υψ’ (z+at), 


Zi =g" (a-at) + (z+at); 


[证 ] 


学 = —ag'(a -at) +ay (z-at), 


Di =at" ta Goat)s 
LR 
ΑΝ 


1305. iz :--ὁ(ω, y) 有 连续 的 偏 导 数 , 求 方程 
GE e DE 


ΠΟ 727 


经 代 换 v= ln ay, v=arctg £ 后 的 形式 . 
aa 2 
UM] 255. 2: σα δε Vy Pu Xy Ov 
3: δε Qui Oe 2o | α δε 
dy bu Ap ὃν Py Pa Iu C AR Pn 
代入 方程 "m 


" sôs z æ ν as 
GOF 人- 分 而 ΠΕΙ; =+w 2 
ΜΝ u .Os α δε 
cert 
=0, i 
: . δε δα 
化 简 得 vo acm 


196. Ris ήν μεν 
ο ark PEB Sk ERA Ç 2-2. ὅν. 


By 
-» 求 微分 表达 式 ST. Pf y P ΜΗΝ. 
T 新 -如 分 + 务 名 
ΕΤΟΣ. 
ΤΙΣ, 
UR End ERE 
+f 2 2f ὃν ue 
类 似 有 i 


(S) Er SR E 


Ὁ 
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m 9v ju |u δν | 
Qu Ov 
9. By 9. Dy 9ε ὃν ὃν Da. 
ΣΙ Qu Pu Pu Pu ` 
2z δε 
y y (Ou PL ὃν Oz Oy δα Ἱ ĉu Ov 
(&)GQ--ERxE Ὃν ὃν 
2 ðv 
LE] Pul Pu ὃν 
BOAT 得 ο zh XowAUAS 
δ. ὃν δε δν δε ὃ 
B ον". 得 AST uw 及 262 
Pu ,rr dy 


Oz Ox 
A 
δν «δέον ο] REP. 
Qu 2v 
UNE 
[说 明 ] BARRAS a, a rS maaan SE δύο 
θυ 


1 2 ΦῚ 
经 上 述 代 换 后 为 SA + 全 0, 形式 不 变 。 
" s Oz Ou 
τη oO, 其 中 ?是 
ας y 的 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 画 数 ,a, b,c 都 是 常数 , b° — ac 
一 0, c*0， 作 代 换 u=2+oy, v=2+8y, (ç, B 都 是 常数 ). Β 
怎样 选择 <、B， 可 以 使 方程 经 代 换 后 化 简 ， 


δε ôs, ae θεος δε θε : 
Un peii, RES 
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= 
So 5 


η Y 
Bu 


ET 


{246-27 +g 2. 


= 
代入 方程 得 


ο ο ο +a] 2t 
ο κ. 
4 a-2ba-- ca^ 0, βΒ ὃ)- ac=0 解 得 a= - 2. 
这 时 将 a= -之 代入 
atb(at+B) cafera t (- eg) e ( - Poma - o, 


再 取 任 一 pya Na 258-0870, 所 以, Ram - Š, Bta, ΠΙᾺ 
程 可 化 简 为 -人 -ο. 


1908. 求 下 列 函 数 二 阶 全 微分 (z, v 为 自 变量 ): * 
(D u= fGa?-2y; ϐ) u= f(x y"). 
ΓΒ] (D Sier ty BIRAHGERIERI 
dix2zdz--2dy; d'ü—2dw, 
duc f «ἀξ 
é Pu f dp ef di f’. (2rdz+2dy) + f' -2da 
= (f! 42) + 2f’ )dz! +8z- f“ dz dy 4f" dy’, 

Q iV. 


由 微分 运算 法 则 
zdz +) 
A+: 


πεσει. ος τς tyi) ENEETÀ 


dt= 


de 


pcm MESE ας αρ 
=+ (+y ` 
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du f'dt, το 

(lai? y ect 
sy Gh) 

I G ty +t) 


ΩΝ 


tyi 
1209. 求 下 列 函 数 的 二 阶 全 微分 ，(D) w= f n). ἔ-- 
ay, n- y (2) u= f(z, y, 2, Ἀθια-ι, yst, zef, (1) 
和 (2) 中 的 了 有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 
[ 解 ] . (1) dé=ydz+ zdy, d£ d(ydz) +a (zdy) =2 dz dy, 
d 
yds — ady \ „ yd (uda — zd) — d (P) (yz — zdu) 
η. ir z) ln ex (qr) (yox; may) 
— 20 yda du 
i 4 
du fade + från, 
ἁλω-- ἆ (019) =d (fd) -d(frdn) 
= fr d£? +f idein + fomin + fue fun 
= fie (udat ο... 


Md ai)? Lp adrdys fy 228 
(2) dst, d'a 0, yd d'y 2dt*, ds=3tdt, d'a 6tdi?, 
du filz f dy fide 
d'uc d (fida 4- f dy fide) = (da? + fiy dady + fr, dz de) 
+ (fr ἂν da fad frs dude) + (itio t μας 
fifa f a+ fis 
= f; + 2tfz d£ -36fz dE αμ» fy d£ +68f; di? 
ευ μμ ο μπα +2f 2 θεμά 
μα + At μα μι 


$3. BR m RS T. 


$3. BAARS 
1210. i3 f(z, y, z) αι ο, 其 中 z, γ, sz 满足 方程 y(w,y,?) 
μα. τν τσ o Says-0, R, A) fC, 1, 0, Hi ττε(α, ) 
EHHE gle, y, 2) 所 定义 ; (2) 7:0, 1, 1), Jot y- y z) 
ἘΠΕ σία, y D UE X, 
{ 解 ] ὦ HDE sle, y ον η y Boii 
数 ,得 22-222, - 3ys - 325, =0, 


μα dee ye 动 
fJ 大 一 ge83 十 2g2 3a, ση 


nof, 1, Ὁ = -2 
(2) 对 方程 9(z, y, 2) =9 求 关于 的 导数 ,并 视 y 为 5, 4 的 函数 ,得 
22--29-, - Sys - as pO, .. s ELE. 
ο 
f, 1, 1)=-1, 
1911. d αἳ -ογ)--θεγαγ--ε--19--0, REA PG, 2, 0) 的 
9: 0: z 
D Any a. 
[R] 2 APO ezy-3-19- T Reala y). ΔΕ. 
求 关于 = 的 偏 导数 ， S 
ολ. Ὁ 


Φα 
lasot 


故 
再 对 @ 式 求 关于 zx 的 偏 导数 ， 
2-365 (2 4120. Ps io, 


ôr? “2 
将 点 (1, 3, 0) 代 入 上 式 ,得 
EA! 。 Ps 
2 


732 第 七 章 ΦπΕΕΕΉΕΚΆΠΠ 


按 同样 方法 对 Ὁ 式 再 求 关 于 y 的 偏 导 数 ， 
366.25. = E ος αλ. Za. £= 


up gU 
Βάλα, 3, Ed 得 
Z) = 
φον άμμο ^7 
又 对 已 知 方程 求 关于 4 NATY 


一 25. 


9: 
8 A» τστορ, * Els 
再 对 QRXT y 的 偏 导 数 ， 
Ἰδφᾳ364. (22 a e [ 
XR PO, 3, 0) 代入 上 式 ,得 
2 35| =24, 


FF laus 
1212. 设 函数 zz(z, y) 由 方程 ?= ay "UA 
所 定义 , 求 2 关于 = 的 一 阶 、 二 阶 偏 导数 . 
adir. 
对 方程 求 关 于 z 的 导数 ， 


ΜΞΝ 


ο ο ασ αν ον 
JT να ο VS 多 ΓΝ 
(e) 


[3.28 


4 nm 


xc 1. 
VV 

H 
ru) 


83. ολ... Τ88 


+ ar y 
(P=) (=g? 


4 ο ΕΙ 
uma E aciem, 
š cc at 
— 
CIS $ i 
W) gape gap $ "Dye 


MA u-tgu, 两 边 求 关于 x 的 偏 导 数 , 注意 到 * 是 <、z、9 的 函数 ， 
(up uL.) secu. (+w 6). 
推 得 uuum, 


1218. iz yz e, 3R z XT o v 的 一 阶 、 二 阶 偏 导 数 ， 
[ 解 ] z+% 十 8=e， 对 方程 求 关于 z 的 偏 导数 , 得 
十 的 = 人 :的 E 
`. «στ. 再 对 @ 求 关于 = RSS = (1) +e s. 


ra E € 
于 是 n AED eue 


BOPEUE RE 
TN NP IE: 
ATL “τπτ 
对 Q O3RXT y 的 偏 导数 得 


rmt d = SE. 
于 是 £T uias. 
1914. UE M --ε(ο, ν) IB 77 Ë F (z-+=z, 2948) =0 所 定 
az λε 


X, Fd ΒΑΛΕ, R DS Dx. 
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[8] 对 方程 求 关于 < 的 偏 导数 ,得 


nease -ο 
8... Δ 
δν ΕΕ ` 
对 @ 式 再 求 关于 zx 的 偏 导 数 ,得 
ng) one) eiu 
ο ο ο ου 
整理 得 
š "EB 


vary e [pu EE πε. 
ΠΩ; [rs GVESED* Po ESEDS 
a Fe ΡΕ ] 
3 TF 
Deo aug Ute Po 2FLSFCPUEFuU PEL, 
同样 方法 ,对 方程 家 关于 y 的 仿 导 数 ,得 


rua ο η] +F, SUUS 5 


EE 


监理 
Ze [pn 4F92 με. ΕΙ 
35) ΞΡ [5 que PU FSGEY: 
"P 
Fees] 


ο ο FP are FORE 
TE 


1215. Bid :--εία, 9) ΕΤ Fs ety, oy) =0 E 


83. F p BUR SE 735 


义 ,其 中 卫 有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 求 2 


[R] 对 方程 求 关于 r 的 偏 导数 , 得 
Foereer(1s2t)-o --, 
δες ΕΕΒΕ 
EE RIS. 
对 @ 式 再 求 关 于 z 的 偏 导数 , 得 
ο ο 2 
ΠΠ E 17; o, 
整理 得 


ο ο ας 


" ge V 
r2] 
= [Fu sən ri ener ero (- ERO) 
d 
1 crat] 
B 
Fee c ge ο 
abi (PI+ PY) (EHER) + (i+ FO) ER], 


1216. 设 <=f(az+by)， 且 由 gw, y) -O 88 E y JE z f iR 
a 
8, Ub FEUUHTEOERUDR HIC Ho, 2 T. 
(RJ ποία, y) P0 求 关于 = 的 导数 得 olov ο, PR X + z 的 
导数 得 piton e e Vat Pi (VHP, s 70. 
n ype ο ο αν 
Ην... 


= Pir (903 291. 9. oy gu (927 
[χι j 


Bem ο Foof arta, 


FS 
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A d 
oj". Li (9) — 295 ai gy σύ... (ga? 
KAH 
1217. 设 2?—vw, y =wu, =w, H fle, y, 5) =F (u, v, 
w), 求证: 
κ: ,Bf .9f _,.9F .9F .9F 
τν dy rsi ET TU E τω δω 


"E T p 
GEJ v Je LG, m 


a= P e. 


对 @ 式 分 别 求 关 于 z. y c SIR SEG 得 


δω 
zj 
[7] duly Wa Z "nu s 
E u Sy u’? Or wu 
Hm Qu. m δυο Du αἲε 
LC" NE M 
9 αἰ De ry, Del εδ 
Ὅς wi’ Oy απ’ δ: wet 
s 49.ΘΕ θα OF 2v, ΘΕ δω 
"UU Ox ðu Or ^ Ov ôs δω Ὅς 
-9Ε { PP) 2} as , ΘΕ 
-2 wi)" e ον Ow = 
Sf δΕ δι, OF 2v , OF δω 
ΕΚΕ 
.BF μεν ΘΕ αγ ΘΕ αν 
EE 2 wer 
2f n 2E δι ΘΕ De, OF go 
Os: ĉu δε ðv δε ôw 2 
-25 ων 
δω "ur ^ 2v wy! δω \ veh 
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$3. BARRE 

abiy Ets E 
PP, με pN, ΘΕ (22 PR PR 
pos = sy = =) 


ΕΓΩ 
«27 ye ƏF καὶ OF ry 
Am Wr Ow wf B usi 
1919. it z= fG, — 


s, n 299 9. uo, gig Ee t of 0. 
Z)eosoer z mats 


三 ) -0 所 确定 的 隐 函 


Gr] xxm e(t 


Pe, 2. aee, 


ἈᾺΒ ΣΑ, 2)-o, REF vista 8 
Fi +E απο, i 


ems cand 
于 是 
129. 求证 直方 程 ο O ο ο 
oW 2e SOFE. 


[证 ] 对 所 给 方程 两 边 分 别 求 关于 >, v HA 
HEC 2o 
ames mer 
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a LÀ 
=== leaf em. 
由 此 解 得 
9p — | f(ov Re ὃν JR 
E σα (ο ντ OV staf EV. 
EE ο Fa) GECE fos ET 
"U ôs δι sezf(W RS eraf aVR " 


1220， 设 函数 一 z(z, y) 是 由 方程 qz 十 到 十 oz 一 下 (co? 十 妨 十 
的 ) 所 确定 , 且 P nj sh, RE 


(ey — bz) 2 + (το) SE. —be— ay, 


[证 ] E az-Fby-F es F (y^ 9), X93528 BUR XT z ft 
4 的 导数 , 得 á à 
e LE E 
ate & e Fr (225 δὲ ) 
bte eg. (m2 RE). 
Fb 
ΕΤΩΝ 


δε 
58 δες 
E - 

(=b SE + (as E 


= C bz) (2αΕ" —a) -t (az — ex) (2yF' —b) 
2sF* 
m Lacy+ber-2brsF'+2ayeF" py 
[EPA bay, 
181. gii Σταρ) OUS 8 oni i) W E J 
ΕΝ 
σοι τν, πει 


DE) 。 对 方程 =L) 两 边 分 别 求 关于 = 和 MA 8 


E (ze) 8 . δ ve(2) 


Os Ny) y? y/o ὃ y-(Z) 


82. BHL GR S 739 


NON Ὃν πο, zv) ). s(£)e« 
ΝΟ ΙΝ 
1299. H F(z, y, z ο) ΠΝ, H F. FL F. FLOS. 
EF p s ὦ -ο, το Ae 
DE) Em F(a, y. s, u) -0, A v5» * 
DEN RARR PEEL u n0, = T$ 


同 理 将 方程 对 y 求 偏 导 数 ， 视 z=z(y, s u), 18 Εν ΥΕ 0-0, zy 


-E 
E 
同样 可 得 ἀπ κ-- 5. 
Fa 
E33 COR) ο ο... 


- BA u (z, y), υία, y) UBER Bra S 3k, dp o 
poosp, mre 求证 : 


| 成 立 的 充 要 条 件 是 
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$u 1. θυ 
9p p Op 
Ὁ 
di. dong C 
p p Or 
[证 ] 必要 性 : 
u=u(z. y), v=v(z, y); z=pcosp, ycpsing, 
E Su.2o0 Be. Du 
δα ου’ a Ae 
ðu δι Om δω ôy δι = 
ων ae RACER 
£v ὃν δε o, δι Ου ορ ρα 
Pop s δν ὃν ΤΩ 
x PR. Ee Se. ss 
Pda PS s y 
ĝu 1/ϑι 2u 
ο eredi 
τς 2υ 1.2», 
BO AN ο 23 


2v e. LEN A 

dp m EE ap τν pt . 
- ES υ, mE 

Dor rm Cx pte Zasas) 


ται 


83. Bin Bk S 
E 
εφ 52 
xc |-w Z| B8 ng 
š Opi ἔφ p 
dy | exp sme " 
~psing pcosg 
同 理解 得 
EJ i £9.58 
w dg πι. ου 
θα Ῥ ' Ὃν P 
ôu lê, δυ 1 w 
Pp pop P pæ 
ΕΤΕ — £u gi 
^x SR posp E sine) 
1f1 2» (p θυ 
sleg emeh- meme] 
1f ôv 2v n 
-£ e+ 各 psinp] δ» 
ENIM 
óx Oy" 
显然 有 
ĝu .1(2u E 
5-5 τος 92 Π 
=<1[(_ 2). A. 
Segen Rote] 
i[ ὃν .. 
| ŽE p cosp δε sinp |= E 
. oe. ὃν 
Uo 


Gur miei, D--D aH 2Η. 


1294. BApu-f(), Khz-zyp(). H f oti — Wr 


"WM, ku ον -总 [rp δε]. 


Li] #=z+yp(s) 两 边 分 别 求 关于 zy AA 
sy=l+typ' (e) ερ 
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n 1 ͵ 
“πο aye (e) +w (8) a, 


于 是 Sero uero. 


E dul 2 POOF 
` P -]--ᾱ riw w oe] 
λα, sJ- [l-g (1 
F KOLAK CI 
Π-νρίο 
οκ ρα αμα. 
E: tuo" Gf (jp (e) 
Ti-w'()J* 
[ore nA QR Uü- ye "o 
(J^ yet 
T- wp () F 
ou D 
a 7 0 3T ay 


«Ὁ, 


fpe ve Ef. ος wal- ui 
n (5) -ψφ' G) sy ]- f (0e Co 
Ll- yp G) J: 
II "(er +f (2o ()gG) 11 -- vo" 
11-1φ' GU. ve G) tyo" CH e) Hr opt) 
DG) 
[19 Uf" (a) (s) fee ΙΑ we 
+ 


nura 3) {5)φ' (8) JA- vo' o 
yp" is)p(nf' inl 
Li-yp (oT 
由 @\@ 得 Zihor], 


125. Bi c- GD, «-κω ε[ρίόαι ΑΠ, wl 


πο) 


πα B () 41, PAS, R PG) E PG RE. 


$3. B.E 8 k S. 743 


[61 - Ὁ ος κ EM z, v) ΤΠ. 


ume) RPG), 8 w=- OL, 
BE ο PG). σος 
Jens pa A a Ps QEON 271 
Απ ω um) PES. sept a m f) DL 


Ῥῳ5ε PG). f =0, 


ey 
1226.， 已 知 曲面 方程 为 


z—6*"cosv, 
u= e"sin v, 
s=uu, 


8: y θε 
R ο É a 
[R] 由 隐 函 数组 
pren 
y~e"sinv=0, 
分 别 求 关 于 z y 的 导数 ,得 
人 
0 ee-ginb -起 -eeosy vj 0, 


Acsi ov, 0, 


μου 
k, -ε"βἰηυ 
解 得 M 
IF Cosu --ε"εἶπυ e 
ε"εἰπυ e” cosu 
0 -ε"είπυ 
" 1 e"cosu sino 
ie. s. 


e"cosu —c'"sinv c 
é'Sinv — e'cose 
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ercosv 1 
ε"εἶη» 0 
coso —e'sin 


esinn 1 
«σου --ογεἴπυ 


«" εἰπυ e*cosv. 


B D — usi 
Baca, ο Bobe opu Dre gest in 


ór δα θα ο] 
μι 29 = P Ein ed ucoso 
ον ϐν L2 et 
1927. 设 σ--Γ(α, y, u, ο), HÑ E F (e, y, u, ο) -0, Gle, 
y, u 0) ο, F f, F, ΘΉΚΗ S δι, Fa- FILS, 


Be Θὲ 
ri G. 


UR) 对 函数 方程 组 
[56. Yy, u, υ) =0 
ατα, y, u, 9) =0 
求 关于 z 的 偏 导数 ,得 PE 
GL Gu uL = 0, 


LEGI ESL 


ud δε δν δν ὃς 
PGs VGL 

FoG, --ἓν ἂν ° 

δία, v) 
同 理 对 函数 方程 组 @ 求 关于 4 的 偏 导 数 可 得 

LAS 
ra 2Y υ 
aT AF 


$3. BARRY 745 


+ = 
.ᾱ-.αι--Ει-αν 
FG F GL" 


5.34 ιδ’ δε PN ὃν 
SEI EPEE Fa Fels 
198. Bd y- (e, D, GG, y, Ὁ =0, Jh f. G 都 有 连续 
偏 导数 ， 问 在 什么 条 件 下 可 以 确定 y=y(z), t=t(z), 并 求 
dt. 
do’ dz* 
[81 ezea [577 pao 


GTGy 


F(z, y, t) -y-f(z, t) =0 


X DR 
16 3 ΡΝ E GU ἄπο 


MAP RRENRARIA e, y REA 可 确定 y=y(s), t= 
#(a) 。 对 方程 组 求 关于 = 的 导数 
I 2f 2 dg 


dz Φα δι dz 


28 120 du 98 di. 
m eT da 


MIRAA 
4: 9 
E e 
ae 24] 28 2f 28 3} 
dy. E ðt |. Ot ôs δα δὲ 
dp. MI ο 28 2 
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ef 

1 3 

2G _ 2G 

a la æ 
d 1 -J 
et 
2a 24 
y ë 


1929. ΕΙ G(s,y,z) =0,z=F(z,u,z), Kp F G 都 有 连续 


信 导 数 , 问 在 什么 条 件 下 可 以 确定 yy(a),z- sa)， 并 求 TE, 
[ 解 ] 考虑 方程 组 
jen 2) -0, 
H(z, » 2) ea FG, y, 959, 


s Me. [ 
δν, 3 2 QE. (=) 
E κά ΕἼ E 


Τα 的 导数 : 

j 2a dy, 9G de 

τον απ is dx “ο 
BF 68 dy OF de ϱ 
"Os Oy dz ὃς dr 
E KA ds 0G 


di δε» 


$3. f EG κα. 


1280、 设 函数 4 一 u(z) 是 由 方程 组 
u= f(z, y) 
φία, y, z) =0 
d, z) =0 


Brave, B δ΄ κο, 2, k. 


aT 


[ 解 ] 由 条 件 δὲ. νο, 则 由 方程 由 (z, 2) =0 在 满足 方程 的 点 (z, s) ty 


某 邻 城内 可 确定 να = 的 函数 ,相仿 的 由 p(z, y, z) =0 ft iru, a) =0 可 
确定 y 是 的 函数 。 对 由 (2 κ) =O 求 关 于 zx 的 导数 ,得 
2v 


96,26 deo, de 
Vds D ἂν 


αἱ φία, y, ἡ =0 求 关于 z 的 导数 ,得 


BaP ϱ du 
e 59 de Duda A 


因此 
ΕΙ 
du Of , ôf dy of | Of, δε δὲ δε δε 

dz EC de ds y as 


2f 2p 0 , Əf 2e D$ Of Db op 
= 2z δὴ ὃς δη δε ὃς Oy δ: Or - 


1291. ib z—o(u, v), s g(v, v), ψ-ψίν, v), ω, p. pA 
连续 偏 导数 ， 问 在 什么 条 件 下 可 以 确定 -2(z, 9), 并 求 22, 
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δε 
δι 
E 
δν) _| 2" ĉe Ob apy X 
ΠΕ] σαν 2b 2b RN 50 δισ, 可 以 由 
Bu Ov 


~g(w, v), y=p(u, 加 在 满足 方程 的 点 (z, y, u, 0) 的 某 邻 域内 确定 = 
"ία, y), ος eno, y). 


a-p(u, v) =0 s: 
Ru no 对 = RAF 

2p 2u p2p Ən )— 
[8885 o 
θα, Ob 2vY.. 
VE RE E) 

E 

2u, |? 3: 

ΗΒ S= 2 


ΣΣ 
ele 918] 


ae τς 
e u 


2s Jee 2e Že οὗ 2e 9j" 
Qu Ov Qu gv Ov Ou 
QU 部 
Bu v 


对 y 求 偏 导数 ， 


29 
o ov 
1% E, 
Ra õu E E] 
为 |Æ æ Dp Bb se Db 
Ou Qv Δι Qv Φυ Ou 
ĝu D 
129. 
Tu 0 
ab, 如 
Be. dou `: E 


UN) 对 所 给 的 方程 组 两 边 分 别 求 关 于 z 的 导数 ,得 
ποπ 


σος E+E sin z) ^u, sin epu, 
整理 得 


(sia Z -2 cos putes z 
u u u u 
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同 理 ,对 方程 组 两 边 分 别 求 关于 的 导数 ,得 
νο... 
u rawar; 


1= [wsin 5 κος P (rct. 


解 得 


83. IPIS SCR S 


751. 


Ξ Fz 
1933. ih α--μοοκυ, y=usinv, z-v, Ri, wap 
[ED 对 所 给 的 方程 组 求 关于 z 的 导数 
[177 cosu- ο ον 
b ΓΟ 2, 
cosv 1 
。 a0 dene Of 2 sino 
^ Z Tess usino] w 
Snv ucosu 
| —usin e 
型 - 10 TM 
2a [ess uino " 
sn» wcosy 
3:9: sino 
TA π΄ δε u 
再 求 关于 z 的 导数 
uoa νοημα αν κ δες sin 2o 
δαὶ Bo\ ou ΓΝ 2 a 


Yuki. δ». ο 


£u š v 
0-2 Costy — t: Sin o: — 
| % = 


2u E 
12 2 sinv4 u-cosv: 2, 
ὃν 


[7M 
IB -υεἰπυ 
Bu li wesel ons, 
\ Ὃν ^ Voss -usne 
sinv ucoso 
cosv 0 
E snp 1 
Sy" [csv -usin 
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. F! — Sw 
` Bx vt 


$4. 方向 导数 和 梯度 
1284. R f(z, y) = V TI 在 原点 沿 方 向 < 的 导数 ， 


21(0.0 in a) 一 
[ 解 ] E D) lim f(04-pcosa, 0--psina) —f (0. 0) 
pen P 


/loool sinai- 
Burn M 
ρον Ῥ 


e fos ym EV? 在 原点 沿 任 何方 向 的 方向 导数 均 为 4 

[说 明 ] REEF (s y) = V 丈 二 多 在 原点 的 两 个 偏 导数 都 不 存在 ， 而 函 
数 沿 任何 方向 , 包括 沿 坐标 轴 的 方向 的 导数 却 都 存 : 
在 . 


1935. R [ία »-{ 


在 原点 沿 方向 a 的 导数 . 

ER] 显然 7(0, 0) 一 0, 并 且 过 原点 任 一 射线 上 
的 点 (z, 急 , 当 它 和 原点 的 距离 p 充分 小 时 ,都 落 在 Do (y |y «0 y> 
2?) 的 区 域内 即 在 任 一 射线 上 , Σὲ p 充分 小 时 有 

f (peos8, ρεἴπθ) «0, pe zi 
(其 中 0 是 常数 , 表示 射线 与 z 机 正方 向 夹 角 ) . 
zo lim fees. um £0. 0) -lin 9-0. 


rur ΕΓ 
BRER ΕΜ Η πώς. 

1996. REH fæ, υ) =a- aye y! FER. Mo (2, 1) HA Μο 
到 Μ.(6, 4) y i EROS C 

[R] Mo(2, 1) 8] 1(6, 多 的 射线 斜率 为 gae m τ =š, 方向 


πας 5) 


pa aft. 2 "ELA - 
x 2s -y, E NÉ Ao OD 3, so Ὦ πο, 


0, 8 y «0 E yz? 
1, οσο 


0, 


85. 方向 导数 和 梯度 753 


于 是 
S2 gon. ihre 2.222 403-22. 


1237. 求 函数 γα, v) Larten aro tg ay FE Co, 切 点 分 别 沿 方 
Y] 5 G, 0), b= (0, 1) X ls ala bl 的 方向 导数 ,其 中 a, b 
为 正 实数 ， 

UM] Q) he (1, 0) 的 方向 余弦 是 cosa= 1, cos8=0, 

re — 

y 

ay 


— 2 
7 emsingsare τε) 
y wr y . 


(2) L= (0, 1) 的 方向 余弦 是 cosa=0, cos Ges 1, 


2L - E see S ge 2f 
z 


一 zeosge ο. 
1 
eger tios 
aet (cosyaretg ay+ - 
(9) b=ah+bl,= (a, ὁ) f 6I ARR 


b 
enam -.--η 
ΝΕ ΚΞ v ο εν" 


2.2 ema sE 2f cosg 
ΕΝ 


1 sias] 
m [: (sinyarotg ry+ 5) 
ο tg y+ rns) 
1288， 已 知 函数 f(e, y) =ln(z 士 2%)， 过 点 (2，3) 作 抛物 线 
多 = 和 的 切线 , 求 了 在 点 (2， 3) 沿 该 切线 方向 的 导数 . 
UR] Bth 好 = 4z。 过 抛物 线 上 P (zo, go) 点 作 切 线 ， 其 方程 为 yyo 


一 2(z 十 zo)。 
而 {2,，3) 在 抛物 线 外 ， 若 所 作 切 线 方程 为 go= 20-29), WA Ἂ (to 


754 第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


9ο), ME 3 一 2(2 十 zy) 。 解 方程 组 
35-242), 
yim4n, 
得 切 点 为 (1, 2), (4, 4. 
切线 方程 为 h: z-y+1=0。 和 de SENE 


h UIRAEROS ra=, MUDA RRI (LE, E) (- 

- 2) 
Z). 

2 的 切线 斜率 为 霹 a= 寺 ,所 以 方向 余弦 为 (2 

- ë), 


34, Bele @, νο, T s (Z, 
» 


af MN so, 3.2, 
A ra, PIE 


9 
Lea Xe ire a- 


函数 在 他 
为 
3.2 
E" 
Pa 
rum 


rë, ΠῚ τ. 14, ο. 3 
1239. wx y, z) -ayz ÆC, 1, 2) ΜῚΒΆ 3 Βα. y z SI 
正方 向 夹 角 相等 的 方向 上 的 导数 . 
[ 解 ] 设 方向 ! 与 坐标 办 正方 向 炎 角 分 别 为 a、 B. y. Hi cos a=cos B 


moy 及 costatotprosy=i MED A REA (LZ e, 
xe) ( 43 v3 - 2) 
$ x, ο) 


TEN E 
又 γεν: f,==, fi=ry. fal, 1, 2) =2, faQ, 1, 2) 22, f, ü, 1, 


9-1, ο (Z, VZ, ο 


54. 方向 导数 和 梯度 755 


Eu V3, ,V3,V83 sS 
Ld 52: P v x 
Faro + E 


f 在 (1, 1, 2 sai (- E, -Y8, sya) 


Ash CX CER CSS)-- 5S. 

1240. ki f(z, y) = -eyt ERO, 7) 沿 与 De E 
Ta 3c fiy o 8077 1] Ef Sc. JEDE ΑΙ, JY δα δα. 
(mA (2) 最 小 值 ; (3) F. 

[R] Κου, fj 39-2, FÆ f,(2, Τὶ 5, fy,(2. 7) =12, 

沙 射 线 53 Oz 轴 正 向 夹 角 为 a, 则 方向 余弦 为 (cosa, sina), 则 在 (2 


站 点 处 函数 沿 1 的 方向 导数 为 如 =5cosa+12sina, 


即 Es faoi cosa 3 sina ]-13sin eo), igo 


(Ὁ 5 atem, 87 α-- 5 caro Γη] 时 ,了 在 (2, 7) pem Oz 
MEAZA a= 7 - are [23 的 方向 的 导数 为 最 大 , qos 2É 
-13, 


(2) M ape δα. 8 ae SE care tg +> 


时 , f fe (2, 7) 点 沿 与 0z 轴 


正 向 交角 α-- S -are tg Dr 的 方向 导数 为 最 小 , 最 小 值 
-18, 


^r Ata" 


9) Μαξφτα, 2x M, BL ama - xp ἃπ--ατοῖᾳ M, 


了 在 (2, DARS Oz 轴 正 向 交角 α--π-- arc πρι 5 Ramm- Arete ΠΣ 
的 方向 导数 等 于 等 

1941. RE u= cosf(2y) 1-5: de P(O, 1, 2) 点 沿 射线 1 的 
方向 导数 ,其 中 1 是 直线 
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1 1 
" ΜΝ 
9 一 25 十 4 一 0. 
在 平面 "十 % 一 2 一 所 上 的 射影 . 

[分 析 ] 过 直线 的 平面 来 方程 为 2 一 3 一 6+ 和 (y 一 2 二 4 一 0， 由 
空间 解析 几何 知识 可 知 射线 1 与 1 和 直线 11 所 确定 的 平面 的 法 方向 垂直 ， 
RETRE 1 的 方向 数 . 

[R] 过 直线 


[στης 
的 平面 束 为 25 一 3s — 0-3 (y — 22-4) =0, BJ 22-FAg — (3-23) s — 6-43 
=0, 它 的 法 方向 是 (2, A, — 81-22), FÆ, ih f αν 575 Ñ 
的 射影 1 的 平面 ， 必 与 二 9 一 *=5 垂直， 所 以 [2, λ, — (9923) 1: (1, 1, 


-0D =0. B 24A 3-22. ^, MBA 上。 
即 平面 束 中 与 s+y~+=5 垂直 的 平面 为 
5 -60-2 mi 
2- 5y-(3- 5-6 το 


即 Gz— 5y+2—38=0, 
- 射影 1 的 直线 方程 为 
oS 
z+y—s=5, 
?的 方向 数 为 


(11 aei GD 


即 ( 土 4, +7, +11). ΑΙ ΗΑΦΕ 


4 1 i)a πί- CREE SENE: 
(e V186’ 4/186, Vis6 iss  ν186/’ 
u= — ysin2zy, u= -rsin ?ay+ 3, uu -X, 


iiu £ P (0, 1, 2) 沿 方向 (4, 7, 11) 的 方向 导数 为 


55. ἘΦ 757 


ο ντ 1, 97 ERES 
Ts 
沿 方向 (一 和 —7, - 3D 的 方向 导数 为 
A ώς, 12. (- ue (9,1,2- (- 
nai 
+ (0, 1, 2(- um) Ju 
1242. R Bi Cu 3z2? 十 2 十 好 十 27bg 一 27 十 3y 十 bz 在 O(0, 
0, 0), ΑΩ, 1, 1)、B(1， 一 2， 一 1) 点 的 梯度 大 小 和 方向 . 
ΠΒ] ŽE aos +2y-2, η faece, 
@ EO Ἀ, Ἡ gradum EITA lgradu] ^7, 
BEBE exem - T. ο5β-Τ, ey d. 


9) 在 4 点 ,有 a lgradu! SVBR 


Bus. enam DD eps vm oye DAE 
(9) 在 了 点 有 gradw -3+4k, [gredu] =5, 
梯度 方向 ，cosa=0， cspu- i, cosy= $, 
1249. REH u 7223 — y +30 +6y— 92 梯度 为 零 的 点 。 
[ 解 ] ĝi stts, EE 3 
|gradu|=V (x85)? (—2y+6)3+ (327 9)30, 


κ. 


只 要 -2y+6=0, 
iz—920, 
解 此 方程 组 ,得 z=3, y=3, s= -4, '. 函数 在 (3, 3, -4) 850023 
5. 
1244. RH u- roov EM AG, 2, 2) B(—5 1, 


0) 的 梯度 之 间 的 夹 角 . 
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[8] dt. kr Du Ὅτι 
ὃν (et) να ντ) 
δά. ΕΙ 
ΣΤΕ 


dE AQ, 2, 2) 的 梯度 是 


Ti 
TF LA .ᾱ- κ 
pr 


在 B(~3, 1, 0) 的 梯度 是 


Ὀ η (<) 
Igradu(B) | v. 


7 
grad u(A) gradu (B) e ( 


grad u(A) ga 
leradutA) j> 


得 函数 在 A, B 两 点 梯度 的 夹 角 为 ware cos, 


1245. 求 函 数 <=Jn(z?+2y?) 在 P(z, u) 


δε... ὃς LE] 
UO mv Ty ΕΣΡ 


Mo 90605 


ense Iri I ju 


1246. kiki z= M iaPan Ge Pis 2) 点 的 梯度 。 
E 
E] 


ο ο ο. 


— P i+ E E 
yasa +aycos(zy) M. 


5 æla, b, e) 点 的 梯度 。 
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. £ u(a, b, 9-22, £ u(a, b, ο) -- δν 
8 EE 
rat ὁ ---. 
于 是 (a, b, o) 点 梯度 为 
endu= 21-3 4-3, 
1948. BEFAR CE Jü ti fi ç, 则 在 空间 Plo, v, 2) AAEBE 
产生 的 电势 为 了 -到 和， 其 中 eX πα 


REHV 在 P 的 梯度 . 
ον... gs IV qu LANE A 
Un ος ἄπεν y dae" 2 dari" 
. gradV = Am dab η) sk). 


[说 明 ] "RUE ET LL been, BJ E= --ατλᾶ V, ijt 
说 明了 在 同一 点 处 电场 强度 与 电势 梯度 之 间 的 关系 。 

1249. 证 明 梯度 grad u 为 常 向 量 的 充分 必要 条 件 是 函数 
u(a, Y，%) 为 线性 函数 u — az by cz c d(a, b, e, d 为 常数 )。 

[证 ] 必要 性 ， 若 gradu 为 常 向 量 ，zradx 王 di 十 丰 十 ck，。 即 有 


Bi ma, δύ ν δν. 
ss 5ο b, 2z =o 
Ὃν 得 ucaztoly, 5); 


由 er 
E 
Xi £t =b, 得 ĈE =b, 便 可 推 得 pt, 3) (s 


at a D mo, ΜΠ E 
再 由 £2 πο, (0 28 =c, 便 可 推 得 由 (9) mcr, 
Vo u=azs+by+es+d, 
Fat: Fiu=art+by+es+d(a, b, c, 4 为 常数 )。 


" £a, Sab, 
ez ey 


E 
显然 gradu=ai 十 好 十 cK、 即 梯度 为 常 向 量 。 
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1250. 证 明 梯度 的 性 质 : 

(1) grad(u+v)=gradu+grad v; 

(2) grad(u-v) - vgradu --ugrad v; 

(3 graa( 2) - 3. (o gend uu ο 
(4) grad F (u) = F' (u)gradv, 

[证 ] GQ) ο --- ji dei. 


"(Es LN +2 z) (28.2 M e)k 
(Zit jaat κ)’ (Quen PED 


Sl aoe 
- = (0-9) αμ. 2 (uv) Φία:οὶ 
(2) grad (u.v) T CUL us k 


EC 25, = 25e (2 AU ses vx £y 
(Ea n% )ge(gpem iet jpa κ) 


zvgradu--ugrad v, 


seat a n, 


=} (ogradu-ugrado), 


$5. 几何 应 用 761 


ad pap θξω,, δέίω) .. BF QD 
4) grad F(u) - ——— iq—— [À 了 十 -一 一 一 k 
( εχαὰ kus EE 729. j 27 


O OEO 
=F'(u)gradu, 


$6. 几何 应 用 
1261. 求 棋 圆 抛物 面 > 一 22? 二 32 在 (2 1, 7) 点 的 切 平 面 与 
法 线 方程 . 
[ 解 ] s2, 1) -ϑα[αο-4, 52, θα 76. 
ΕΠΣΕ) s — zo tL (20, yo) * (z 20) +s, (zo, yo) * (y - yo), BI 2-7 
—4(2-2)6(y-, ΑΣΕ 


z=» μ΄ 5-5 p z2 γ-1 ÑZ 
πρίσο, Yo) Gyms Yo) -1" 


1262. ΣΤΗ z— a? γ΄ —2y 在 点 (3, 4, 一 人 ) 的 切 平面 和 
法 线 方程， 


say - NE MP ET POSEE. RM 
UR) =V miyi-ay, αν TY ogey 
G, 4, ο 40,4, 一 7) pe 21. 
于 是 得 切 平面 方程 为 
s= (—7) 一 此 (3， 4, —7)* (2-3) -2,(3, 4, -7)-(y- 5). 

整理 ,得 17z 十 11% 十 58= 60， 法 线 方程 为 

2-3, y-4 fT 

17 11 87 
1969. Ri = EEUE edi (n, a, 一 中 的 切 平面 和 

法 线 方程 . 

[8] = cmt LLL Gn-3o); so (rte). 
在 (4, a, 一 相处 的 人 导数 为 : z(a, a, —a) =0, 4,(a, a, —a) =0, 
于 是 得 切 平面 方程 为 5+4=0。 法 线 方程 为 
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ατα, 
τα 
1954. 求 曲面 324 一 4y?z+4z2zy 一 43z+1=0 在 点 (1 1, 1) 
的 切 平面 和 法 线 方程 . 
[R] $ F(s, y, 5) =3z4 一 4 十 4s2zy 一 4nz 十 1=0。 曲面 在 (1, 1, 
力 点 处 的 法 向 量 


2F | -12, aE | s 2Ε =-8 
8*5 daa» anb ! z daa 
切 平面 方程 为 
aF x ΔΕ aF dij οἱ 
CA Hr ur μμ 
339 
法 线 方程 为 


1255. DAN E a*—ay-8rtz4 D 
0， 求 证 两 曲面 在 点 (2， 一 3, Dif. 

[分 析 ] 证 明 两 曲面 在 (2，~3, 1) 1Β97, 实质 上 是 证 明 两 个 曲面 在 交点 
处 有 公共 的 切 平面 , 或 者 证 明 两 个 曲面 在 该 点 的 法 向 量 平 行 . 

[证 ] 显然 (2， 一 3， 习 点 的 坐标 分 别 满 足 两 曲面 方程 ， 因 此 谈 点 是 两 
\ 共 点 。 曲 面 z 十 2 一 lnz 十 4= 0， 令 下 (z, y, s) z2y- Ins 
κο, & 2, -3, DAN 

2E a, 2F| ^l» Æ --ι 

22 dos ΟΝ -as ¿s denm 
故 曲 面 F(z. y. ο) =0 # (2, -3, DAWE R7 (1, 2, —1), 曲面 加 
oy- 8r+s+5=0, 令 G(s y, 2) e zh ay 87-2 EO, ED, —3, 1) 
点 有 


2p wal 281 
Go| aol Sy loan 
故 曲面 G(z, y, s) =0 # (2, —3, 了 点 的 法 向 量 为 ( 
面 的 法 向 量 平行 。 所 以 两 曲面 在 (2， 一 3, DD 点 相 切 . 

μμ k το ο 与 球面 mn 
++- 1Y, 


--2, 


85. 几何 上 应 用 763 


[ 解 ] 洲 两 曲面 在 某 一 点 处 相 切 ， 则 两 曲面 在 该 点 处 的 法 向 最 方向 平 
行 ， 设 两 曲面 在 点 Ρίαο, yo, so) 处 相 切 。 则 旋转 抛物 面 在 了 点 处 的 法 向 
量 为 (2kzo. Όξμο, -1). 球面 上 点 了 处 的 法 向 量 为 (225, 9ψ9, 35ο), Pik 
向 量 平 行 , 故 有 
由 于 点 呈 在 两 曲面 上 ，…. 3 十 名 十 别 =1 以 及 一 2 一 大 (中 二 名)。 将 四 式 
分 别 代入 上 面 两 曲面 方程 ,得 


atiti FE 44-4.) 


Bk 1-0, 
PESE 
2 


整理 得 
解 方程 得 


ar ZEE y, n= - 喜 =V3+2， 代入 球面 方程 ,得 


2b 1-2-1- (V3 +2)3<0, 
xe 223. zame, νο τει 
V 3 ,代入 球面 方程 ,得 
abaym1-3-1-(2-4/8)?-44/3 --θ, 
: να 
gy 11, 
[--ο-ντ. 
w+ 
1257， 求 由 参数 方程 给 出 的 曲面 和 yw~% 在 点 (zo to, 
z=u +? 
tto) (zo 一 Uo 十 Co, o — o — to, o = us -- t5) RE BU DF W M tk ER Jy 
8. 


βία, |1 小 - ϑίν. δ) |* "E 

[8) ¿aro | ci? ams lo mb e? 
ac, α) [P ala " 
ρω ο ll ας ὃν 
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(Zo, go, mw) 处 的 切 平面 方程 为 


au. αὶ alz, αὶ 
Fro m), 9) NES 


4.2. 


Οζ ο) lu, απ) 79- 


ἘΠ 
2(ω01Γ00) (α-- ts — vo) 4-2 (45 — t5) (y — tdv.) + (—2) (α---υᾱ--υἷγ--0, 
zo(2— zo) "t (y — yo) — (5—20) =0, 
整理 得 ZHo 十 Jo 一 2 一 区 十 角 
法 线 方程 为 


z—7» MTU to 2 一 20 
A. u BEIC ΓΗ zen y , 
alw, v) iune δία, v) leo AU, υ) Ίων 
Z% E NES) 
整理 ,得 = [^ =. 
[说 明 ] 由 参数 方程 前 两 个 方程 可 得 4= 寺 (z+ 办 ,= 二 ~ 功 ， 代 
入 第 三 个 方程 ， 得 = 于 (2 十 思 )， 它 是 旋转 抛物 面 


ενα, tjm y, 在 (zo, yo) BUR iL (nos νο) zo, εὐίαο, y) mo, F 
是 , 切 平面 方程 汐 s—so=zo(z— zo) yo (y v). 


法 线 方程 为 = =. 555. 
| 
1258. 求 由 参数 方程 给 出 的 曲面 yo u sin v 在 点 (zo， 
z= at ul 


Yo, Zo) (ro o COS to, o tto Sin. vo, zo — A/ a° — us ) kb tj VI P BÍ 
和 法 线 方程 . 


ala, W [του pum 
[R] Auro ine ^ ucose 
sine — wcosv 
FICHA x BT 
$9 ατα ? gi-u 


85. J, t IE Rl 765 


eG, α) | 
eu, v) 


cos v -usinv 


在 (za Yo, εὖ 处 的 切 平面 方程 为 


aly, 2) a gts, a) u 
ΕΟ; Scent Φία, v) [ού (v) 
δία, v) up 
MEINE κά, 


Β 
j ΤΗ d sin v, x 
Maia (8 uo cos vo) E Tu ( — ta Sin w) 
+u (at=) =0, 
a2) (2—20) "Fo (y — yo) to (s — 8) =0, 
整理 得 (zo, ye, zo) 处 的 切 平面 为 xze 十 We 十 zs 一 0?， 法 线 方程 为 
ELT yp 和 


o [2 
1250. kill] 2*--2y*--37^ - 498 41 ΓΕ Mi o 3y- 02-1 
的 切 平面 . 
UR] $ F(a, y, 2) ea^ 2j 3r - 498-0, F,=2z, F,=4y, Ἐκ 
δε, REP (z yo, εὐ) otii 3e no R3 P 的 切 平面 方程 为 
2a (z — zo) + dyo (y — vo) +6s0(s — 2) =0, 
由 于 切 平面 与 o+3y+5:=7 平行 , 故 
E 
i 83 8 Ὁ 


» .m=l -3 -δι 
a am LE s=. 


X PERME, ΒΛ ας 290-365 498, BI 
ΤΕ. TM 
G 9) ECDI EC) —498, 11-144, k= +12, 
k=12, zo=6, yo=9, za=10, 
k= —12, zo= —6, yo —9, #0= —10, 
$2 所 求 切 平面 方程 为 
2x6x (z—6) +4x9x (y~9) +6x10x (z—10) =0; 
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2x (—6) x (z+6)+4x(—9) x (y--9) +6x (—10) x (2 十 10) 0, 
B] a+3y+5s-83=0, r+3y+57+83=0, 


1260， 已 知 曲面 空 一 好 一 3z 一 0， 求 经 过 4(0 0, -1) ΑΒ. 


SHAI-L-. TE, 


UR] demi Gh ROBUR Gs s τὴ, MA 
DE Zo Zylo 5 E vo. 
切 平面 方程 为 
EE -ᾱ-ωίν-νῶ. 
因 4(0, 0, -起 在 切 平面 上, 帮 有 
-i-n- iei "ὦ, 
工 - 凡 -三平 和 
urasi-h-iqcd 
2 ,。 2 
Len(-iwi-rre 
得 


-22-3 O, 
且 切 点 满足 im D 


no oin «Ὅν 


ΒΩ. Φ.Θ st, EOAUBEDS n=2 = 1, aa=1， 于 是 所 求 的 切 平 面 
方程 为 
s-1=$ 6-9-5 U-D. 

整理 得 4z-2y-32=3, 

1961. ΕΜΠ σαν 上 求 一 点 ， 使 该 点 的 法 线 垂直 于 平面 
2 十 3 十 ?十 9=0、 并 求 出 该 点 处 法 线 方程 . 

UR] ο ο 的 法 向 量 为 G 3, Ὁ, 4 F( y, κ πον 
有 
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ον 曲面 在 点 P (zo, yo, εὐ) 的 法 向 量 为 (yo，zo，-- 卫 。 设 它 垂直 于 平面 十 
3g+z+9=0 BJ 


得 四 = -3, %= -1, n=ry=3, ΒΠΡ ABRY, -1, 3). 
所 求法 线 方程 为 
zt3 
B. 
1202. 求证 曲面 zr yz = Va (a>0) 上 任何 一 
点 的 切 平面 在 坐标 轴 上 裁 距 之 和 为 常数 . 
DEJ i&P(z, yo so E VrrVytvz-Yva Lf£*€— 
点 , 过 点 了 (za νο, o) 曲面 的 切 平面 方程 为 


w 6-9 uA (y- tu ride 2) ο, 


z T I= 
整理 得 Vu YR tiorum va, 


σαν DS 
x Ven Va Van 
c 切 平面 在 坐标 轴 上 截 距 之 和 为 
Masi Vat Van να (NF Na NR) πα, 

1968. RBS. sp ο ο 
4-0, (D 试 在 曲面 上 求 与 平面 平行 的 切 平面 ，(2) RR 
曲面 8 和 平面 α 之 间 的 最 短跑 离 . 

UN) Ὁ 4 FG v ese 


切 点 ， 5 
Ἐν (zo, qo, £o) =2zo, Py (zo, yo, 20) "νο, Fin vo: κο) =P, 


由 于 切 平面 与 平面 = 平行 ,所 以 有 “ 


+ 如 -1=0 Ps go, ο) ἃ 
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Basel gom, soia RABESE 


Lente pui, -ox- ο 
TRAP» 
a 
切 平面 方程 为 
C4 
m. f (ze) 3) 3(s+3)=0. 
整理 得 z+2y+3s=6 和 z+2y+3s= --6, 


(2) 曲面 仿 与 平面 “之 间 的 最 短 距离 ， 可 以 看 作 离 平 面 w* 较 近 的 切 点 
到 平面 = 的 距离 . ee 


Om S sii ου 


1204. RIETI c af (1) ΓΗ g & Ρίου, νο, ο) (zo*0) 处 
的 切 平面 都 通过 原点 . E 
mn Ee) οκ ο η 
irn. 
iP 


iR P (zo; Yo 207 "ma 上 任意 一 . i 的 切 平 面 方程 为 


s-np(E)- 2 r(&)]e- oo sr (no 


由 于 
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E) ro n (2)e- 
--(β)ηο-. 
4. (0, 0, 0) 点 满足 切 平面 方程 , 即 切 平面 过 原点 
1965. jui (2È, 5-9 )-0 上 的 切 平面 都 过 某 一 
ΣΑ. ' 
DE) GPUs rS LEA 


* #- [γασσ] 285) 


δω... .gl. 
ey amat δε τα. 


< PLS P (zo, yo, 5ο) 的 切 平 而 方程 为 
[ae ez] t evo 


(29— ον 
-β- T s= 
又 可 化 为 


2) 0, 


= È (a-z) — (y — E 
+[2 e= αν) — (4-- 5) |= f: ==, 
易 见 2=a, y=b, 2 一 满足 上 述 方程， movit i à (a, b, ο). 
1266. 求证 曲面 f(az—bz, ay cz) -- 上 的 切 平面 都 与 某 一 
EART Ca, b, o 不 同时 为 零 ). 
ΠΕ] i Ρίο, yo. so) 为 曲面 上 任意 一 点 
ffe (fea 人 
于 是 切 平 面 的 方程 为 
afi. (z— 29) afi (ψ--φο) ~ (bfi +ef3) (z 2) =0, i 
设 某 直 线 的 方向 数 为 (1, m. n), 车 要 它 与 平面 平行 ,只 须 
afi-lkafi- m (bfi tefa) n=0, 
Sieb, πιο, nca, 必 满 尼 上 式 ， 即 曲面 了 (az 一 bz ayer) =0 ΕΕ 
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一 切 平面 都 与 定 直线 τα ΚΗ, 


1261. 求证 曲面 zy 一 a (m0) 的 任 一 切 平面 与 坐标 平面 图 
成 的 四 面体 体积 为 定 值 . 
[üE] bM (as, yo,s0) 为 曲面 上 任意 一 点 
F(z, y, 2) ezys a3 0, 
于 是 F; (zo, yos 20) 一 yozo， Fy (zo, yos 20) = Zor0s 
F, (zo, Yo» £0) oo, 
3bM 点 的 切 平面 方程 为 
Moto (z — e) +2ozo (y — to) 十 zayo(5 一 50) 一 0. 
得 ozoz 十 sorog 十 yogos 一 3zoyoro 一 303. 
4 v=0, :=0, BDPS α ΚΕΑ amS, TARDES y 
Sio ctae o ROS = 2, EM 


p 


因此 , 切 平面 与 坐标 平面 所 图 的 四 面体 体积 为 


1 H 3a? . 3a. 3a? 9 
5 uM urs Car RT. z a, 
"XE 
1208. kaka 
z-—acost 
g-asint 
n 2 
# CP ο a, E) 点 的 切线 与 法 平面 方程， 


EO 曙 旋 线 上 任意 一 点 的 切线 方向 是 
(i, κί, 1) =[ asint, acost, ZO). 


ak (22, Fa 5) ama ( 2 o, 5 ο, zz). 
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55. JL fI FE Hl 


上 与 平面 2 十 2y+z= 0 平行 的 切线 方 
[ 解 ] 平面 2+2y+s=0 的 法 方向 为 (1, 2, 1), BAR 
Tt 
[--- 
s= 


的 切线 方向 为 (1，~- 24，34?) ， 切 线 与 平面 平行 , 故 
(5,2, 1): (1, -2t, 36) -0, 


81-41-3050, fRnel μπῇ. 
telk, BA ESOS, -L Ὁ, (AXIS, -2, 3. 0&5 
Rs 
z-1 41 5-1 
+ -2 3 
id 1 
Tox) ssswx(s -$. $). 


1 ία 
Ael Ἡ δι ἩΒΑΈ(ᾷν - 


切线 方程 为 
1270. E AUR ο) εν’ o8 与 平面 z+%+s=0 相 交 ， 求 
av AR, ο) 


| 交 线 上 的 点 (2, 一 2, 0). 
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线 方程 
ΓΒ] $ F(z. y, 5) =+ -8=0, Gla, y, s) =z+y+s=0,- 
# (2, -2, 0) t. 


F, F, 2y 2z 
6, alls d am 
F, F, ον σα 

k: PNE i. i4 
|5- F, 

DP 


切线 方程 为 


ας, -人 和 


8.’ 3 
F, F, 
G, G, 
F, F, 
6, Ge 
F, F, 
z 


切线 方程 为 


1271. 求证 曲线 


y=ae' sin t 
z—ae 
AER rra y? 的 各 母线 相交 的 角度 为 定 值 . 
[分 析 ] 锥 面 母线 的 方向 为 vs 曲线 上 任 一 点 的 方向 为 on 关键 是 证 


m 


85. 几何 应 用 Ἢ mo 


DEN 
ΒΒ cos (os. rr HEW. 


[HE] 设 Ρίου, yo 5) 为 曲线 与 锥 面 的 交点 。 故 准 面 上 过 Po 的 母线 
ΒΕ Ἢ (πο, yo, 5ο). X Po 在 曲线 上 , 则 点 Po 的 切 向 量 为 
(ai, yh, εἰ) = Laer (cos to -sin to), ae (sin to+ cos to) , ae'«] 


eG t), (a+), to]. 
TR 


- 
os (v1, Ὁ) 一 re 


(zo — o) zot (29:- yo) vo 31-25 
"GST Y+ Gr τα να τρ τα 
ie ΕΗ 
YY 


c 交 线 的 角度 为 定 值 . 
1272， 求 一 平面 ,使 平面 与 曲线 


[55η 


--1-έ 
ME: 


s= 
在 t=1 点 处 的 切线 互相 平行 ,并 且 平面 过 直线 
z+8y+15=0 
ns 


UR. zm ν y=- s0-mXc 


所 以 在 t=1 Sibi etm (5, - 2). 
设 所 求 的 平面 方程 为 
z+8y+15+A(dy+s+8) -0, 
B z+ (5+4A)y+Aàs+ (544-15) =0, 
平面 的 法 方向 为 (1, 8+4, 29, BESORGT, ἃς 
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(1, 844A, A)- (È zi 2)=0. 


31 


mI- Etas 0, 8 Am - X. 


心 所 求 平面 方程 为 R8) 15- AT yr) -0, 
整理 得 Bz — 60y — 31s — 128 0, 


86. £i 880382 C 


1278. Wk e= f(z, YERRI D A file, y)= f,(z, g) 
70, REE D W Κα, y) 是 常数 . 
[EE] 对 也 内 某 一 定点 (zo, %) 以 及 任意 一 点 (ze 二 4z, yot Ay). 
考虑 函数 的 增 量 , 由 泰勒 公式 得 
e= f (zot δα, yot Ay) — f (zo, yo) 
= fylta +04z, yo+04y) Az f, (zo -94z, go Oy) Ay, 
其 中 0<9<1. 
t fm mfi y)=0, J. 4-0, 
BD f (a+ Az, yot 4y) = f (zo, yo). Βὶ D 内 的 点 (zo 十 bw, yo 十 by) 的 任 
ΑΗ, ΒΒ }ία, y) = 了 (zo, νο). BE D Ñ f (z, Y) 是 常数 
1274， 已 知 函数 fæ, y) -+y -bry - 9051-1804, 当 自 
变量 的 值 由 z=5, y- 6 变 到 z=5+ 加 y=6+k RI R: G) 8 
数 的 增 量 ; (2) 计算 f(5.02, 5.99). 
[ 解 ] (1) fi—32—6y 39, 有 ,=2y—6z+18, f2,7 62, fy=2, fr 
76, fs=6. 
“在 (5, 6) 点 处 的 偏 导数 为 亡 =0, f,=0, J2:=30, f$,=2, 19 -6, 
fos=6, 
fh, 6+k) -f65, d 
πρίν: "h40. 如 + 可 i9. 2h32. ( — 6)hk+2.k2J 


πο ο... 


$6. 多 元 函数 的 泰勒 公式 775 
一 15 一 6 十 好 十 加 
(2) 3 20.02, k= —0.01 88, 
5.02, 5.99) =f (5, 6) -- 15h? — Ghk +k? +A? 
= -102+15x0.022—6x0.02x (—0201)] 
十 (一 0.01)? 十 0.023 
= —101.99, 


1275. pmi 
ΠΩ͂ oa ere 23-4, 
S Bx RM α-1, y- 2 EF] e= 1+h, y 2 EI R: (1) 
函数 的 增 量 ，(2) 计算 函数 展开 到 二 阶 时 71.02， 2.08) it] ik: 
μα. 
[WJ τα, 9-2, SA, 7-2. Z σαι στ, Zn DS 


-8, 


P ΝΜ; ue p 
της ο fr 3-22,:0,22-1, 


2 Ld s 2 8 
1,2)=-2, — f, 2 1, 9) ---5. 
παι ) 一 一 2 = fO, 2) =5, p" 24 )=> 
A ya, 2 = 2 9)-0, parga 

=u, 2 A fa, 2) =0, Er rt --6) = 3 Τί, 2) 


κο, LS. ya, 222 
πόμα, Doy 
Ls= -- 2h ΕΤΗ — 4h -- Ahk + 2k? — 2h? — hh 
Ee Pc ML VIA hO, 
(1.02, 2.03) ef (1, 2) — 2h--Tk — 4h34 hk 2I 3.17, 
1976. 3k f(x, y, z) = Aa? + By! - Oz -2Dxy - 2Ez2 -2Fyz 
HOA, k, HIENENCEIRT f(a +h, yk, 24D). 
Bf. af - f. 
[R] LE =2Az+2Dy+2E, 25 =2By+2D2+2Fs, o Dee 2s 


BE. -af 2f of er 
2Fy, 5=24, 22B, 23.—20, =2D, — =2F, 
μας 24, 2 E E LT nd 


2E, 
O504 
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1411, ys k, s+k) = Az?- By +0 2Dn--2Eas-2Fys 
+2(Az+ Dy+Es)h+2(By+ Dz+ Fz)k 
+2(0s+ Ez Fy) 1+ AF B CPP 
-F2Dhk +2Ehl+2Fkl, 

1977. 求 函 数 f(z, y) = 2^ ον) — ϑαγ’ HE RR, —2) hb it 3 

MEFR. 
-32-8, ἃ γῇ, -)-3ε-5β]. -- 
ΓΒ] fü, -D= 2 fü, λα 


£r -2-6/-5n|. ,-95, 2.50, -2=3, 
prn -D= -6| _,=13 
fü -3 2139-6 --3. S fü, -2 -0, 
$e as ag fü ， 
2 -9}-0, 2. -34- 
人 
- 
df -- 2, 
nofi mf, -2+8 fü, -ϑία-Ὁ 
2 -2 ife -2)(a— 
+ 高 fd 0 ex [ £ -Da 
REL DD yt 
ΜΉΝ -2 o2») [25 r0, -2 67» 
ES τ) (a—-1)*(y-2) 
2 
$325. £0, -9 6-2 wr? 


E 
f fero -2 0e+22] 
<: = -27—10(z—1) 36 (y4-2) + (z—1)3+-13(a—1) (y+2) 
—15(+2)2—3(s— 1 (y+2)3+2(u+23, 


ΠΤ ?77 


- RAK f(z， -$ æa, 1)ΑΗΞΙΞΞΡΙ ΙΕ μὴ # 80 


展开 式 . 
IR) σα, DeL Êsa nen Έλα et £ fa, y= 
E 


2 fa, = 


doof D=0, 
P 3 
d. 1, 1) =2, M- 
E77] fO, = p τα Ὁ σα ) 
a fe, f dn 26-0 


2 lp 
Eon w-d ro 2-22 


πο, Y (- 1) (y--1)? 


(LD w- i- DÊ 


y fi 

+w- D2] +9-y, 140(y-1)] 

ey 
-3G-1-(-2-(-2(-1 
φως D+ (z— 1) yD) (y 
1 8 21 

talenten] 

xf[l486-1,10(9-1] (0<9<1), ` 
1279. 求 函数 e= sin(z? 二 25) 在 点 (0，0) 的 泰勒 展开 式 。 
US) θα ου πώ τὸ ών, 


. " a ον 
sinu= Am + (—1) "π.-πι 
+C ολα (9 «n. 


(π}} 


178 第 七 章 多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


于 是 得 
sin (2?--2y?) = (2^4-2y?) — a4 GERM. 
E 


pea GAE3y gya. 7 H-2y?) 
μα 
(GS, 其 中 19|<1. 
1280. R i& ἄχ f(z, y, z) =z° +y +z ryz 在 点 (1, 1, 1) 
的 泰勒 展开 式 . 
[W] Πα --Όμε, fl,=6z, fz, 70, fa? fin. fis = -8, 
由 对 称 性 即 得 (1, 1, 1) 点 处 的 仿 导 数值; 
天 = 及 = 天 =0, 大 一 及 = 太一 6 fie fi 15.0, 
fumfum fim 一 3 fin Ham finfin πίω τί "0, 


f= -5, B yG, 1, 1) 0, 


由 泰勒 公式 
f 见习 =J 1, τα παει αλα, 120 
x6 γα, 11 
πο 二 ysa, 110 
xo RUE rasan 16 1460, : 
1 


其 中 0<9<1,h=z~1, key-l le:-1, 于 是 
7ία, y, £) =g ο ο ο. 
ο 6-0 (9-02 ο 
42-(-3) 6-1) (2-1)] 
td 169-0266) 


+6- (--3) (2-2 (g—1) (s —1) J 
=3[(z—1)2+ (g—1)°+ (z —1)2— (x-1) (y- 32) 
-(-26-1-6-2(-121*(-0* 

十 人 -Ta+ ((-1)?-3(2-1) (y- D (5-2). 


86. 多 元 函数 的 泰勒 公式 779 


1281. 求 下 列 函数 的 马克 劳 林 展开 式 : 
(1) f(z, g)=In(1+z 二 2 到 三 阶 为 止 ; 
(2) f(s, y) - v I-e- 到 二 阶 为 止 . 
il 8 E ET 
[$1 ὦ f(0, 0) —0, E 10, 0) E 70, 0) 21, 


dero oi γω, ou sro. 0 --1, 


2. 2 .5 T 
e /0 9-69 ὅπ f0, 0) = do 9-2, 


r= 
-- πο ο συ 


EE res 0. 


2 _ B η 
Φ 10.031, $500 +e, 0-0, áo 9) 
; E, 
- 0, 0) = —-1, 22—— f(0, 0) =0, 
σσ, Vb στ 10, ὁ) 
VI- ahe 
ER] fF(0z+00) (0<0<1). 
1282. 求 函数 f(z, y) c e" 的 马克 劳 林 展开 式 . 
23" n 
[ 解 ] LL yum, 
* 70, 0) =1 (m, mn 为 自然 数 ) 


BAT 
etti 14 (zy) ο... 


(s+) "eet (0<0<1. 


1 xd 
fup ++ Gt! 


1283、 按 二 项 式 2 一 1 和 y+1 BJIF 863838 f A 3⁄ est” 展开 
成 泰勒 级 数 ， 


ο”... 


ο ον ΛΣ Τ3 ¿(|,|<+=, pce). 
55, lai 


4 mini 
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1284. REH z—e* cos y 在 (0, 0) 点 邻 域内 的 泰勒 级 数 . 
n ov ed, oye d oii 
并 且 有 端的 级 数 都 绝对 收敛 ， 
Ea ο S San LE 
1285. Ur R e fo, y) H 71 E D -ryz— ay — - 0 所 定 
X, Ef, 1) -1, sx e f(z, VEAL 1) 的 泰勒 级 数 ( 写 到 
二 次 项 为 止 ). 
[R] HOR Peur may! ihe 求 关于 的 导数 ,得 
p 


同 理 Bat- ry 2uymO, .. 

i κ re) TAC Ed) 

BRA = Ore) — Gr rr ry 
L^ [rr y” , 


gt, Due) — (6 


-ᾱ- 1} (362442) 


HEC EE 
== 


[pem 
r n 1 . " 1.5 9 
FAE ο ο ο ο Hum cp yup 


ο ο ο ο ο 
ipa, ο 06-0 ο 
ενα, D U-DI 

ο ο ο. ο 

3986. 当 jz| 、|y| 、|z| 都 很 小 时 ,求证 函数 

(s. y, z) ο ο y +z) — cos a« cos y «cos d 


有 近似 表达 式 


f(z, y, 2 — (aye yn t2). 


$ 7 多 元 函数 的 极 值 τει 


ο. 

BEDRE p ah lyh ER A 

Jf z, y, zg) 5 — (ry yim). 

1287. H(s—1), (y -2) ERES OR iñ 8 o — a" 的 泰勒 展 
开 式 (至 三 次 项 ), HR 1.0172 fte o CORR 9) 1077), 
πο la, mer 
ο... 
au (Ina)? 


Ayr. g= na, 


=a 0n a)? zem y(u 1) (y 
yy c7? ο ο nz, οὔ, 

于 是 (1, 2) 处 的 偏 导数 为 212, 2,0, 12,2, z =1, s=0, fuat 
0, εἴν--δ, σᾶν--0, sw=0, Β 5-1, 得 


dele L(s-1] 


ο ο ο ο 3 0-367 (9-21. 


由 上 述 展开 式 计算 得 
1.012m1+2x (0.01) + [2x0.014+2x0.01x0.2) 


, A ox 3x0.01x0.2] 1.02213, 


$7. 多 元 函数 的 极 值 
1288. REY z= 2zy - 322 - 2-10 BR CE 
[ 解 ] RR x 


δε. δε. 4 Xm 
4E - 2-0 解 方程 组 得 <=0,y~0， ERIO O, X Eme 


ο... 
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Α0-Β»-24-4»0, 4<0，.。(0, 0) 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 (0, 0) = 
10, 


[说 明 ] 利用 初等 方法 ， 通 过 便 等 变形 *= 10- (sy)? 2 — y! Εν 
看 出 函数 的 最 大 值 为 10， 

1289. 求 函数 oso ey t y +e- yti 的 极 值 . 

κ. 


25.8 PRE sc "s 
tZ- o, WARS zc -Lysl, SEAUS CC D, X S 
-., -L =), 2 ao 

"emm cow 7 

于 是 4C~ B?=4-~1>0，4>0，… (-1, D 为 极 小 值 点 ， 极 小 值 为 
(71, 1) πο, 


19290. 求 函数 = sin z«sin y*sin (e y) (220, yz0, z+y< 
m) 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
ts BE mcos r-tin y-tin (z +y) +sinz:siny:cos(z+y) 
=sin y-sin(2z -y), 
η 
sin z-sin(z4-2y), 
4 35-35 L0, 在 区 域 z>0, y>0, z+y<= AO as yag 
az êy 
和 z=0, y=0, 
PE S siny-cos(2z-+ 9) 
r (zy), 


ty +siny-cos(22+9), 
= 2sinz-eos 2). 
# (Z, S)um am -VS ae η o= - V. 


v 40-B=3-3>0, A<0, +, (Z, S.) sat o 


8 7 多 元 函数 的 极 值 783 


ἃ dir scsin z-siny-sin(z--y) TE [] IC BR z>0, y»0, z+y< t tk, 
必 有 最 大 值 与 最 小 值 ， 显然 = 在 边界 上 取得 最 小 值 0, má T)» 
I, pakia = 7 

1991. fE IRE 22^ -3)^-22--2:2- 6 上 求 与 平面 z=0 BJ ΕΕ 
离 最 大 的 点 的 坐标 . 

[分 析 ] 问题 实质 是 求 方程 20+3y? 二 2 二 215 一 6 定义 的 隐 Gon 


a(z, y) 的 绝对 值 |s| 的 最 大 值 . 
IW] 对 方程 20 ον) τοῦ.» 


detis D - ος 2r f. 
E 
求 关于 y 的 导数 ， 
Gy 42 Ê 2r 25 --ο, 
δν ey 


6. ZAT 工 的 导数 . 


ay ΕΕ. 


二 0、， 解 得 5= -2z, y=0, 代入 原 方程 ,得 z= +1, FÆ 
). (71, 0, 2), 


x ú ste). (2551) (2r +2) 一 (2 十 的) Gris) 
2s x (2s 2)? 
(- Er)- 3τει 
δρα) Όσα” 


--ᾱ, p. 25. | 
ματ 


-0, 
AC - B0, A«0, 
«1ο, DARKE 极 大 值 是 z(~1, 0) 72, 
Χα, ο, -3) 点 


22 m 
77923 lao, -m =$. xay ἰά,ο.-5ν 


AC- B'»0, A»0, 


= 2. 
90 P as ο” 
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-- αν 0, -DERRER 极 小 值 是 s(1, 0) = 一 2， 得 曲面 到 s=0 的 
最 大 距离 为 2, 
1292， 试 讨论 函数 了 (zw, y) - e (820 - y) RR. 


[ 解 ] 2: teneis πηγη, P eniya), 


4 £f eo, 2f =0, 解 得 阵 教 唯一 的 驻 点 (1 6 
Pa δ ,， 解 得 函 教 唯一 的 驻 点 (1 6), 


>y (B134 120 — Ar’y +12r— 2y +6), 


LER e-v Lag Dry- Sr- 3) 
περ 


= 20, σ- f 1| ses 
at, 0n io s t 


V A0- βλ 4 te0, BiP Ge ΜΗΝΑ, 
-1293， 讨 论 函 数 f(z, υ) = (y- 2°) (u αὐ) 在 点 (0, 0), (1L, 
DD 是 否 有 极 值 . 
ab a CA iioc tuy A gc 
[51 aT 2z(u+ 25*y — 325), » 2y 
可 知 (0, 0) 和 (1 DELEN X, 
£f aos - 12y- 2y, -ad = 2-4, Du 
a 302* — 12z^y ~ 2y, 2527 22-45, av 2, 


αι, 


CD 在 点 (0, 948 
Af _ Hf 0, A -0 
oz y oov 


a? ^ Paay 


有 AC - B'-0, 为 判断 (0, 0) 是 否 极 值 š 
函数 的 表达 式 可 以 看 出 在 (0, OARRA, (0, 0) 点 并 不 满足 f(z, y) > 
100, 0) Gk f (z, y) < 了 (0, 0)) 这 样 的 条 件 ， 故 (0, 0) 点 不 是 函数 的 极 值 


点 


9) ÆU, DAE 
2f Bf 0, BÈ lis, Pf = e, 2f =o, 
ðs ὃν Φα’ EI |a - 


40 - B -33-36«0, .. (1, 了 点 不 是 函数 的 极 值 点 。 


87. STARIA 785 


1294. 在 已 知 周 长 为 2p 的 三 角形 中 , 求 面 积 的 最 大 值 . 
[R] 设 三 角形 的 边 长 为 *, y, s ERA S. R 
S=Vp(p- 2) (p-9 (p-5). 
BA z+y+z=2p, FA οσα) ip-3) (z-y-p.. 
问题 归结 为 求 F (z, y) m pip s) (p -9 Gy p fitit, 
Fi-p(p-y) Qp-2:-y)- 
ΜΕ [Ze (p= y) =0, 
注意 到 zy 的 取信 范围 是 0<z,y<p, ο ο 3). 


又 


Fu -2p(p- 9). Fi po Gan 
将 z=gy= Ιλ 


Sp], Fio pip -2). 


α- ἂν, Be-Rrn0--Lg on 4C- Bie dog, 


a= - so, s. ο ο 


τα San Vep- 

就 时 三 角形 是 等 边 2 

74995. 经 过 点 (1 3, ὁ) Br ΕΠΗ, HACERSE 
标 平面 所 图 的 四 面体 的 体积 最 小 . 

[R] 经 过 点 (1, 8, 6) 的 平面 方 
0, Bl Az--Dy-- Cs e A--3B-- 0, 
450, B40, C40, 4438-0640, FHS. 

4+3B+6C 4 十 3B 十 6C 
EI ? B * 


A(z-1) +B(y— s idus θ- 


于 是 平面 与 三 个 坐标 平面 围 成 的 四 面体 体积 为 
ο oo 


ys ABC 
š 1 (443B+60)? 
设 Liz, ABC 


2’. Vua τον - 3B- 60) 
24 - (SBO οο 


"sgnU, 


786 Ελ ο ΚΆΤΙ 


κ... 
24-3B-6C=0， 
| — A4-6B 60 —0, 
- A-3B 4-120 =0, 


由 方程 组 解 得 4:B:0= 6:2:1， 又 平面 过 (1, 3, 6) 点 , 因此 平面 方程 为 
6z+2y+s=18。 再 由 问题 本 身 知道 必 存 在 所 要 求 的 平面 ， 因 此 这 一 平面 
RÆ Cr+ 2y 5718, 

1996. 给 定点 A(0, 0, 12), B(0, 0, 4),C(8, 0, 8)， 在 z0y 
平面 上 求 刀 点 ,使 过 A, B, O, D 的 球 半径 最 小 . 

[R] τη ο ο (e- 0? E tA, B, O 三 点 ,将 4、 


B, 0 三 点 坐标 分 别 代入 球面 方程 得 
Cog 02-D*2 F UO 
[fen a-D*- HR E 
(8-6) tnt (8-0°= R Ὁ 
0-04 Q2-0?- (4-0°=0, ζ-8. 
Q-98 +16- (8~¢)°=0, £73, 


FE-3) +y) t (6-8? P, 38 £ R Ç ÑA D ERG 
-254ap. KRBE n>0 的 情况 ， 在 z0y 平面 内 也 点 坐标 为 (zx, ν, 0), 
则 也 点 到 球 心 (3, n, 8) 的 距离 平方 为 ( 即 半径 平方 ) 
u= (273) (y 1) 64, u= (27 3)* (y Va 05)! 64, 
求 隐 函 数 w=u(z, y) BHL, TE 
r ss 
gu 20-3) Vu 25 
ra B 


y 
gu zh. 
d =2( - Vac b y]. H 


7， 多 元 函数 的 极 全 787 


guo 2(y-N/u-20)- Vu —25 
解 得 E EM m 
mite eo, gres y- ViTo -. s= VEL ARAY 
(8, V, 0), RÆ, n<0 Bi, BEAK Q3, - V3, 0), 
由 题 意 得 也 点 为 (3, V3, 0) 和 (3, — V39, 0) 时 球面 半径 最 小 , 最 


小 值 为 8. 
[说 明 ] 从 w= (z 一 3)2+ (y Vu—25) 4-62, 即 可 看 出 , z=3, y= 


Au 25 Bf, u 取 最 小 , &= 64， 即 半径 最 小 为 8. 

1297. 设 平面 上 有 "个 质量 为 wm 的 质点 Pi(zo y) 4-1, 
2,…, mn)， 在 平面 上 求 一 点 以 (z, y), Bi Pins y) G1, 
2，… n) Xf M 点 的 转动 惯量 最 小 . 

UM]. ?个 质点 对 M (z, v) 8562318 ROS 

JE, =$ mL (e-z) ο 


£a moi, E. 
Af. 21 =0, με 
> -o ΜΑ 


为 f(z 切 的 极 小 值 点 再 由 问题 本 身 知道 
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为 fw, ν) E EMB A. 
[说 明 ] M 点 事实 上 是 个 质点 P, (z, y 
1988. 给 定夺 个 点 Αιίαι. pe m), =s A.G, ez). E 
20y 平面 上 求 一 拒 离 平 方 之 和 为 最 小 . 
Ug) GPs (z, ΡΞ A, =l. 2, e, n) ERE OE 
方 之 和 为 


: 2. =, NED, 


fG ὁ - Ste 2 y+ 


ef Sau 4f 2S 2(- 
Hehe- £-329-w. 
a St 


af 2f 0, SR 
4 2E £f oo, tun 
pes gebetya 

(Sir, mity, o) 


OF aos, EF uo, -DE = 
x E Er 9, Au, 


N — tt 驻 点 为 


7 A0- 
的 点 。 

1299. EH u=ar"+by"-+e:° (a, b, 070), κ“ κα“ 
-ᾱ-1 ΤΗΡΚΛΜΗ. 


[M] HARRAH. Ῥδία, y, s) az do Fer Ab yn 
=. 


imd 0, A50, “P(t mich, 0) 为 所 求 


解 下 面 方程 组 : 
用 =2az+X=0 2abez+bc) 0 
| PELLE 0 
7 |2ates+abk=0 


c4y4i-l-0, 


将 上 述 前 三 式 相 加 ， “~ 06 


be | mE 
再 解 出 “= 01g xn V oreta’ ubt bcd ca 


be ca ab 
得 驻 点 为 ( "dücbckca! ubdbctci! a0dbcoa ) 


$7. Sj UHR 789 


A abc 
由 题 意 得 Moin ECT Od" 


1300. RAKS (z, v) 72-122 +2 TEIL a Cy" 1 内 
的 最 大 值 . 

[R] f=27+1l2y, f=12r+4y. 

4 fem fimo. 解 方程 组 得 z==0, υπο, 

fe-h fs fn-4 

4C - B^ 8— 144 «0, 所 以 函数 在 区 域内 部 没有 极 值 ， 因 此 了 (?, y) dE 
闭 区 域 的 最 大 值 必 在 边界 ”十 5y?=1 上 取得 问题 归结 为 求 f(x. 切 在 
atoy =A RfE FR RIR, μη10 8 HRB, 


4 τα, y) 2^ -A2zy y^ 4 (2^ 59^ Ὁ, ` 
Li-2x4 29431570, 
68. Li= 12z-+4y+ 102.250, 
2 y - 1-0, 


得 Na dem. 代入 上 志方 程 未 得 全 点 为 


νε ME, 


(> -i 
ο ri, y) HIPSI ERK δ 


1901. RRA Ρ(8, 2, 全 到 平面 2z - 3y -4z =25 的 距离 . 

UR] iE Q(z y, 2) APE 2r- 3y- 4725. E ERI ii, ΙΕ ΣΣ PQ 
两 点 间 的 距离 的 最 小 值 。PQ 两 点 间距 离 平方 为 中 = (z — 3+- 24 
i -1)3, FUERTES 2r- 3y- $525, 

由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 

Τα, y, s) = (z-3)*-- (y -2)*- (3—1)? +A (22 - 3y - 4 - 25), 

L,-2(2-3) 21-0, 
[129-2 -ᾱ-ο 

L,52(5—1) - 44-0, 

2z-3y-4:-25—0, 


ELIT 
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由 前 而 3 起 得 z= 一 X43, 9 一 了 XT2， eme, RARER MEA 
--5, 分 别 再 代入 前 3 式 得 z=5, y= 一 1, 5 一 一 3. 
(5， 一 1,， 一 3) 为 唯一 驻 点 , 按 题 意 得 P (3, 2, Ὁ 到 平面 的 距离 为 
ΓΕ + 1.3 29. 
1802. 求 自 点 (4 下 及 点 (6，- 3) 至 直线 2r+%=16 上 的 距 
离 平 方 和 为 最 小 的 点 的 坐标 . 
[ 解 ] 设 P(z, 9) 为 直线 25+y=16 上 任意 一 点 。 
diz (z— 4) (y- 5)*2* - 8z-- 164 g* - 1003-25, 
B= (z—6)-- (y+3) = — 122 304 y^ y 9, 
HIA BR HERE, $ 
L(z, y) 92? - 10z 4-3? —2y - 43-- A (22 y — 16), 
ρα 


解 方程 组 L,-2y-24 1-0, 


2z--y— 162.0, 
得 z=5 一 入 ， y la-»9. 代入 最 后 一 个 方程 , 有 和 =” -δ. ον 驻 点 为 (7， 
2) .由 问题 可 得 直线 上 的 点 (7, 2) P| (4, 5)，(6，~ 3) 距 离 平方 和 为 最 小 . 
1909. 已 知 4(1, 4) fü B(8, 0): B DL 20η” - 18 E 49 E 
的 两 点 ， 在 椭圆 上 求 一 点 O, 使 A ABO 的 面积 为 最 大 、 
zyld 
301 
141 
ϑία, y) -6--ν 2r, 
由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 4 Σία, v) -0-2z- y AQ 18). 解 方程 
组 


[NJ Sue -- 5 02-29-45, 


Lj--244A:-0, 

Lye -1+2y=0, 

2254? 18-0, 
m=. =, ΛΕΡ, dci E, sns VS, 
m= v6; z- - V8, - VO. 
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SES, (-νσ, 一 V5) 即 是 0 点 

1904. Æ PH 3s+z=0 ΕΣ — A P, WP ARAC, 1, 1) 
和 B2, 3, 4) 距 离 平方 和 为 最 小 . 

UM PG, y, 4) 为 平面 35+s=0 上 任意 一 点 , 了 到 4、 卫 两 点 距 
离 平方 和 为 f(z, v, s) (27 0*- (y *- G— D? (2-2)? (y- 3)? 
(6-4) 

根据 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 工 (z, y, ε) =f(z, y, s) AG 19). 
L,-9[(z—-1)-4- (z —2))J+3)=0, 

Li=2[(u- 1) + (u -3)]70. 
L;=2[(z-1)+ (z—4)1+A=0, 
3z+s=0, 


解 方 程 组 


é é @ é 


Μο s= λα y=2, «--λδ, 
代入 第 4 式 得 = 3.8，.。 z= -0.6，y= 2，s=1.8， 由 此 得 唯一 驻 点 
P(-0.6, 3, 1.8), 


TRE P(-0.6, 2, 1.8) 到 A, B 两 点 距离 的 平方 和 为 最 小 ,最 小 值 为 


16.8, 
tay 
1905. XBA[ osi 到 Oy 平面 的 最 短 距 离 


CRI EP, y, s) 为 曲线 上 的 点 , 则 P 卫 点 举 标 可 表示 为 P(z, y, 2 十 
9). Τὰ P ASI Oy 平面 的 距离 为 习 + 六 ， 问 题 化 为 求 点 卫 在 条 件 y= 
wtw- 1 F, 2 十 妒 的 最 小 值 、 

由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 LG, y) oa yh eA (y 2 221), 


Li=2z -2λα - 2À=0, Ὁ 
解 方程 组 [ics ET I 
yz 2z+1=0, E 
由 前 2 t = u= - RARS, SERES O2, Mmt 
v3. 


- 1.2 
PE 


ο. m=-2, zy = 
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ZHE B) e, 
pa 
ystre], 
到 z0y ο 
1308. SR Es p nc ARE S= asawa aka N 
转 时 , 求 旋转 体 体 积 的 最 大 值 . c 
[ 解 ] 如 图 设 三 角形 各 边 长 为 .ys z 边 上 的 高 


为 hb, 三 角形 绕 AB beis, H A ABO 的 面积 关系 ， 
TWO Rip(p-z) (p-y) (p-2, 


2 (p~z) (p~y) (p-2. À 


-2), ROS 
2, y, s<2p, MOREM 
TRIES HERE, 令 


Lie, =F 3-3 (p- 4 p-2 Mya 29. 


[zx «μα (p-3) (p—29 |, o, E 
|== 4pm (p-z)(p-2) m 
解 方程 组 5 
| L.-4m. -DP cano, e) 
Vega - 2970, Ὁ 
由 前 3 式 得 
λ-.ἀῑξαίρ-ιλίρ-:ὶ 2... 4ps(p-2)(p-s) 
g Επ ΕΠ i 
D. atc Q=. 
; 3 
πα ο... X76 。 代入 方程 组 最 后 一 


s ΒΒ ασ 


$ 7， 多 元 函数 的 极 值 793 


函数 了 = S (ps) (p- y) (p= ZERRA HAES B V 有 最 
At. ie go (B. P. 29) iungit ΠΚ ἧς ρα, 


1907. KA PC, 2, DAARS FE BERN. 


[ 解 ] it Μία, y, 3) 为 直线 上 一 点 ,于 是 问题 化 为 求 
de f(z, y, s) - (z- D? (g—2)2+ (s-3)? 
z=3s 


在 条 件 各 一 和 一 闻 下 的 极 小 什 ， 牙 点 在 站 绕 上 ,等 价 于 在 {253， E 
mio Hefe $ 

L(z, y, 2) = (z— 1)2+ (y- 2)? 4 (1-3)? A(2—33) +p ( i2- 3y). 
=2(z- 1) +A +2n=0, 

--ἃμ.-0, 


-3420, 


解 方程 组 


由 前 3 式 解 得 


+4 pet 
MM mM 


7 
1808.， 求 空间 两 条 异 面 直线 之 间 的 距离 . 

人 分析 ] “空间 两 条 直线 之 间 的 距离 ， 即 两 直线 上 的 点 之 间距 痪 的 最 小 
值 . 

UR] 设 两 直线 的 方程 分 别 为 


z=m+ht z= rrt ls 
In {y=m+mt Ls {υπνο 


i-a, igne, 


其 中 tS eX, Lula 上 两 点 之 间距 离 平 方 为 
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F(t, s) =d2= (zi lit — 24— las)? (yi 4 mit — ga — mas)? 
+ (z+ mt— 2 
PE obest -as LY oe mt so me m 
δαν Eni 7 22 nes) mi 
z- - [2(ziF lit — za — lss) -l3 +2 (yit mit — ya — mas) mà 
Asi nit — 22 ne) n2]. 
QE 2ο 
44-2 5ο, Ἡ 
(Rmi nit (lila mam πιο 8. 
= (z= zi) ly (yo y) mid (627: 2)m, 
ο mms mns) t— (B+ m+ ni)s 
= (za — 21) lt (ya 7 y1) ma + (33—21) πα. 


解 得 
(22 — σι) li (ys πει 4-(το--σι)πι — (als emm denim) 
pm eene (o ome [ELS (Gtm tn) 


| R +m +n — (lls mim; 4-n3n;) | 
lla 3- mima - nina = (mie 


(hl mima + mna) [ (22 — αι) la+ (92 — y1) πο + (£y Mk 
~ (B temi n3 [ Gra = ma) lad (5 — ui mi + (29 5) m] 
Uila mima q nina)  — Q+ mi 1-π]) (+m 3) 


| Ha mi-2 (za— m)l (9 0) mii (09 — σι) ns 
— hb mima nie (zs — αι) lk (ya — ui) mt (2 2) ns 
^ | ΠΕΙ τη NI 


ll t+ mm; mna — (8 e má eni) 


(l+ mint) [ (22 σι) lat (ya— y1) ma - (za — 21) n4] } 
¿1 (Ilo -+ mimo + mna) [ (za — αι) h + (ge — y) mi + (gə — δι) nt], 
(ala + mima + nina) 2 [ΠΕ mi + ni) (+ md En) 


由 立体 几何 知识 可 知 , 空间 两 异 面 直线 距离 即 是 两 直线 上 点 之 间 的 最 小 
值 ， 由 题 意 , (ο. o) Æ F(t, s) 唯一 的 驻 点 , 且 可 知 (to, 9) 9 F (t, 中 的 最 
小 值 点 ， 于 是 La, L; 之 间 的 距离 为: 

Fma =F (to; δο) = (zi +bto— za — 180) 2 + (y1 + mito ya man) 2 
+ (bilo — ss — nt) 2, 


_" 


和 7?。 多 元 函数 的 极 值 795 


注意 到 两 条 异 面 直线 的 距离 是 异 面 直 线 公 垂 线 卫 夹 在 与 1、 工交 点 间 
RAZE. WA LLL, LLL, 

由 异 而 直线 的 方向 数 为 【(mi 十 Hzo 一 为 一 Psao) (1+ mato ya — mss), 
(5x ido — sa — 0259) ]. 

[ (mi Thto— za — eo), (yi mato — a — mss), (zi nato δ) — nso) ] 

* (ls m, n) 70, [ (αν hito za — laso), (yi mite ya — ms), (nito 
— a m80) ]* (la, ma, na) =0, 

整理 得 


+ (51— 29) (lma — lm) } 

ΟΣΟΝ 

n 异 面 直线 的 距离 

(m-2) (n-w) νι 
h mi m 


Flto, s) = 


[ (zi 7 αὐ) (mina — md) + (yi— 7» d 


h m ο 
d AFF mE nO B + mi Toni) — Uie mim; V mot 
1809. χ [8 32" 22y 1 3y^ 1 ΕΕΒΕ {ΕΜ UL 98, R 
切线 与 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 面积 的 最 小 值 . 
ΓΒ] it Pito, %) 为 精 圆 上 任意 一 点 , 则 切线 方程 为 
Bazo t (yox zog) + Yo = 1, 
38/4 y=0 与 2—0, 得 切线 与 两 坐标 轴 的 交点 
H 1 
“-πετα "Ua 
于 是 切线 与 半 标 轴 所 围 的 三 角形 面积 为 


τι. 1 
S=-lay| 


2] Gz Fw) (yo+ 20) |" 
TELS sk (Bz+y) (By +r) ERPE 32 2a y^ — μία, 
由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , $ 
F(z, y) = (3z +) (3y +3) +A (32? -2zy-- 3y* —1), 
62 -10ψ34 6Az4-2Ay—0 
| Vm 10a 6y-- 6Ay-- 24220. 
8αἳ «2η Sy! - 190 


ὁ é ó 
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HHE (D. ΘΒ (34-3) z-- (S+2)g=0, (53-3) z-- (33-33) y 0. 
2. 5 233A πα 
二 一 一 一 δολ 得 2+ 入 -2=0。 
BHL X= 一 2, 
分 别 代 入 方程 , 解 得 z+y=0, zy=0， 分 别 与 方程 O 联 立 ,得 : 
1 1 


于 是 极 值 点 为 ( 雪 ， 


1910. 旋转 抛物 面 < 一 zw?+ 访 被 平面 z+2y 十 3 一 140 M JR — 
个 椭圆， 求 坐 标 轴 原 点 到 椭圆 的 最 远 点 和 最 近 点 . 

UR] dif(n y, 9) er ey +, 表示 原点 到 了 (zx, u, ο) 点 距离 平方 ， 
BA P(e, y, 2E V, Xdíz42yb3e—10 k. ΑΦ 

L(e, u, 2 +A(a-z—1) +u (zy 432 - 10). 
解 方 程 组 


到-2z 一 2)z 二 =0 “Ὁ 
Ly 2y- 2y +2p=0 

L-2:4M4 38-0 E 
namen Eo 
ay 3e- 1070 E] 


GQxy- Qxz. Έ u(y- 22) —0, 


9, 


全 9、 多 元 函数 的 极 值 797 


BEA AS RM πο D. 最 大 值 点 为 


(σαν -2, 5), fe. 30. 
191. gl E 
ΧΑ, 
UR] 设 长 方 体 在 第 一 才 限 内 的 一 个 顶点 为 (z, ν, 号 , 则 长 方 体 的 体积 
IVma Rh α, υ, ME S oe 
BSN BAR, 令 Fle, y, 5) = ayr tA 


1 的 内 接 长 方 体 中 ， 求 体积 的 


MIRA 
E 
-D u 
ο. 
=+ S+ -1=0 B 
QxiiOxytO xz Bay +2A=0, Am - 2 ays, 
πο ο E 
RAO, 8z- aye -ο,.. i 
RAO, Hay- aye Emo, .. 
eng (Xo, Eu 3), τα 
σποτ abe, 
1812. 求 旋转 本 球面 ὃς ey eL BEY ER Hy He 
288 的 最 近 和 最 远 距 次 - 


LW] 设 Ptz, y 07€ SBIUELEE—A ESTEE 3z+4y+ 
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180-268 HE y d= rtty les 
由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 5 


τα, y, ) = r +y- E 
解 方程 组 

n Sirpa E 0 D 
L- B(3z-F dy + 12: — 288) 1229-0 E 
} 169 

| pp m24 IE ERU » 

ET πο] +2Me=0 @ 
[gtr 1=0 “D, 


Qx4-Qx3, 25 z-6y]- 18 a T2y, 
@x4-@, 155 


ϑε]--ο 得 2-247, 


将 s=72y, sm eam RAO HORT, 


ο , $) ἄκκ 19 πι. ΒΩ 
dgio {-ο, - 3, - 3) dm fs 
[ΒΞ] 设 已 (mg%，so) 为 枫 球 面 上 任意 一 点 ， PUN yo, So) 的 切 平 
面 方程 为 E x ol, AUTRET TO d δαν 2em 
288 才 是 与 平面 有 最 远 Gt oC) OS NT, ΕΣ; 1991£9—3:4:12, {8. m= 
T2yo, ευ--ϑψι, X P (zo Yo zo) ZEMER E, RAS ë= 
==9, nui, Bz w 代入 平面 的 距离 公式 
an l3z+4y +122- 288] 
u ; 
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故 得 梢 球 上 离 平面 最 近 点 为 (9， 二 ,号 ) aas= 19 n. 88 ERR 
iE 3 24.8 
远 点 为 ( -9，- 去， - 3) dng=—24 


1919. Pa, as, …， a,>0, 


— 


了 (ma zx »»», σος 
Patate πα ιο me 65 m) 的 最 大 值 。 
(RI ier Lua so G=1 2, e, n), BRE sb ene rael 


PAHARE., TEREE ritte bn 1 内 考虑 . 
[IE I EEI. Φ 
ναι. 25, 7, αν) m f (zi, οὐ, ''', m) b Rn e. 


解 方程 组 


Deu" 
atathai- 1-0, 
Hi n HRDIR αι G=1, 2, =, n) 


站 cms+2x=o “Ὁ 
AW n 1278 BER a 1, 2, =, n) 相 加 
isa Did “Ὁ 


8 Φ 8 δίαα.----9λ, 代入 加 有 
P isa). 
T ( Mop Ep ac i) 
(àa) (85 — (39) 


按 题 意 最 大 值 由 驻 点 代入 得 


fel is). 
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- 1914. di ον ze "s 220, αι Tasu σπα, 3ξι mit. 
tem, 的 最 大 值 
UE] PIRRE RYGE, $ 
La, 25, 7, αν) mai roet Mn danse taaa), ' 


ΕΝ 848 m αν)" αν 的 最 大 值 为 (y. 
[说 明 ] 本 大 表明 当 a so y n DB eme ο 
整理 得 YE tt te 
即 算术 平均 大 于 或 等 于 几何 平均 ， 这 是 一 个 著名 的 不 等 式 ， 
1816. d$ ον za) m0, αι, ἄν, "5 >l, nbn 
«Q6, QR: apes 的 最 大 值 . : 
ERI fs αι, ''', αν) maip eaan, BAR Rk, + 
L(ay'22, 1, 25) = f (zu 2 t n) +A (ai Haat Tas ca). 
| μις += 


aa κ 
c PA 0 


LL 


解 方程 组 


3 s 
[soe Pes 
αι σαι tram), : ° 
AER n “ΤΕΛ ΒΙ3Ε αι (k=, 2, n n) 1Β)Η (αι s Fas) fa 


=0, 


& 79， 多 元 函数 的 极 值 801 


(ai as ias) 
ιν ο ων 
a š f. 


由 是 意 得 fe-( = ) 
PL ragag eaga, 
[说 明 ] 本 题 是 上 题 的 更 一 般 的 形式 。 
1816. 求 函 数 &= a2z2?-5202 二 oz2 -- (az? - by! 4-022)? 的 最 大 
值 与 最 小 值 ,其 中 点 (z, υ, ERARE Hy H= h(a 
5-009), 


ΓΕ] 按 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 
L(a, y, s) eaa? + by te 


AME 
解 方程 组 


(aa? 4 Uy? cs?) 
-1. 


L,-2a?z - 4az (ag? - by*-- οὐ”) - 2120 “Ὁ 
Lj-2b'y-Aby(az' +by 4-ο23) +2Ay=0 «Ὁ 
Tj 2c73 — cs (az? +b +c?) 2450 
2a bà -l-0 

因为 ac>b>e>0, 故 
[esc der) 4-0 


Và — 9b (az? +b es?) +A=0 
cà — 2o (aa*4- by? + e?) 十 和 一 0. 
Έλα, be 互 不 相等 , 故 无 解 ， 因 此 考虑 由 Ὁ 得 zx=0 的 情况 ， 
(i) #y=0, MHOR s= x1, 
Gi) 2 y+0, 则 由 加 得 


253 — 4b (by? Fes?) 2450 9, 
由 图 得 
2ο] -- 4c (by ez?) 24 —0 (8, 
6-88 by to, 


HORRE, lys, 
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解 得 


于 是 方程 组 的 解 是 0, 0, 2), 6, 0, =d, (0 ME, V3), (o, V2 


-YÀ) (ο ME ο. a M3 VAY 


2^ ea | 
由 对 称 性 , 得 驻 点 是 
ος. FEN T" 


(ο, 1, 0), (0, -1, 0), i 


由 题 意 , 将 上 列 驻 点 代入 
umar p bos (aa? by? -οὐ) δ, 


推 得 最 大 值 点 为 
(os 9, + Z), (+, o, =Z), 
ROS — 


最 小 值 点 为 (0, 0, +1), (0, 3:1, 0), (41, 0, 0), 
最 小 值 为 kmin 一 0, 


第 八 章 ” 重 积分 、 曲 线 积 分 和 曲面 积分 


—  — IO AAA—M  Oó^AXZLC 


1 二 重 积分 的 概念 

设 二 元 函数 E, v) 在 平面 上 的 某 个 可 求 面积 的 闭 区 域 卫 上 
有 定义 ， 用 平行 于 2 轴 的 直线 < 一 zo，z 一 za "ην στων 和 平行 
αλλ EAR υπνο ν-νι, Us ym ys FED IY D. Ds, 
^ Dy 记 此 划分 为 P， 并 记 每 一 个 D, 00 84% | Pl 是 

d= sup {|α-ψ]}, IPI= max {4}, 

DD, 的 面积 是 |D.|。 在 每 一 个 D, 内 任意 取 一 点 Mi= (&, πῶ, 
如 果 下 列 极限 存在 


lim SFM DN =I 
了 是 某 一 实数 ， 并 且 这 一 极限 与 划分 已 无 关 ， 也 与 M. fE DUM 
的 选取 无 关 ， 则 称 T 是 狐 数 f 在 D 上 的 二 重 积分 ， 记 为 
[re ασ, m 


Jim SOM) | D "μα dedy, 
这 时 又 称 f(z, v) ο ου 
求 面 积 的 闭 区 域 D HER, Mf y) 在 刀 可 积 

最 常用 的 基本 性 质 有 

(D ë f, z 都 在 卫 可 积 , a, 是 两 个 常数 ， 则 of 十 B9 也 在 
品 可 积 ,并 且 有 
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[Je f+89asay= [rasan tp] fazoy. 


Q) Wf ο RE Lf] 也 在 刀 可 积 ,并 且 有 
Mfrasar e fftrlanan. 
ἡ t 

2%， 二 重 积分 的 计算 

设 区 域 D={(z, y) yi (z) ys G), ao by, H y M 
po ον ο Nc OUR f fe D t, NI PUER 
ΠΡ 

at 
[μα warav= as |” res ov. 


D 

HRR D - (o, y) [αι (/) Soray), e&ysd), Jtrh αι 和 
za 都 是 [0, d) 上 的 连续 函数 .又 设 了 在 也 连续 , 则 二 重 积分 可 
以 化 为 下 列 先 对 z ER y 的 累 次 积分 来 计算 。 


{με onm rfr ton 
| 


二 重 积分 的 变量 代 换 Wf DEER, RK orlu v), y= 
y(u, ο) 是 正则 的 , 即 它 是 一 一 对 应 的 , JE E o Fly ΙΣΤ u, 
4 的 连续 偏 导数 , 其 雅 可 比 行列 式 

Leena | 


alu v) ly gel" 
在 也 内 无 零点 ， 则 


{μα «άν dy= [| (ot 9) yw 997 μάν, 


HH D ERR DEBR (u, v) 下 的 表示 . 
特别 ,在 极 坐标 代 换 z = r cos0, y=rsin0 下 ,有 


ZAR 重 积分 、 曲 线 积分 和 上 曲面 积分 805 


[μα ara || ferme, rsinB)rdrdó, 


8. 广义 二 重 积分 
O 收敛 和 发 散 的 概念 ”无界 区 域 上 的 广义 二 重 积分 ， 设 也 
是 一 个 无 界 区 域 ，{D。} 是 也 的 任意 一 列 可 求 面积 的 子 区 域 ， 


XE DCD cD, (12,-5, IREKI EEA 
D, EIH. EL 
[ρα Wazay= um [| FCn, υ)άεὰν CSI Be. 


Bii" x — μα 收敛， 如 果 上 述 极限 不 存 
5 
在 ni μα ν)αοὰν kR. 
᾿ 


无 界 函 数 的 广义 二 重 积分 “ 设 刀 是 可 求 面 积 的 区 域 ，Mo(zo 
yo) ED，M。 ARMS HAA. Nit {Da} 是 忆 内 一 列 可 求 面 
积 的 子 区 域 ,每 一 个 D. 的 内 部 都 含有 Mo JH D; D; 


DiD, []D.- (Mo, PESH D- D. KWD E X. 
ffe wazay= im [| gG, waroy Grim RUE. 
ο A 
ΚΤ 
7 


极限 不 存在 , 则 称 f [fs Dandy s 


不 论 十 无界 区 域 上 的 广义 二 重 积分 还 是 无 界 画 数 的 广义 二 重 
ma. [| re, aray 和 fue. y) ανν 是 同时 收敛 和 同时 
i 
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RBH. 

(2 判别 法 “无界 区 域 上 的 广义 二 重 积分 WD lf AM 
WIB (D Bi. τς να y', G y)ED. MRAK 
的 有 


MG, iem (e 是 常数 ) 
并 且 a>2, 则 广义 二 重 积分 f(z，g)azoy ἴτϑι. im Dh 


含有 一 个 启 形 区 域 , {(, 7)|a<9<B, ror) (a8), FAH 
"充分 大 时 有 
MG poe (9430 


其 中 <2, 则 广义 二 重 积分 || £=, νλάοὰν RR. 


无 界 函数 的 广义 二 重 积分 设 卫 和 都 如 上 面 (1) 所 说 ，M。 
(zo, yo) 是 了 的 奇 点 ， 令 "= cae) τν νο), (s ν)Ε 
D, 如 果 在 Me 的 某 一 邻 域 O 内 有 


lG, e G ΦΕΟ- {Mo} (是 常数 )， 
并 且 a<2， 则 广义 二 重 积分 [| €s, dedyk. WRD N 
全 有 一 个 以 Me Usta, E 

μία. Ιαν G CO Up) (CARH, 
其 中 >2 MTERA [fs pasay RR. 


和 .三 重 积分 
其 概念 、 基 本 性 质 、 累 次 积分 公式 都 与 二 重 积分 相仿 , 所 不 同 
的 有 
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(D ZARE Bessel v, w), y=y(w s w), 2— «Qu, 
v, w) 是 正则 代 换 , 雅 可 比 行列 式 是 


om oo 

200m y, z) _ 

τος e, w) - δν Νο vef 
iu to Zo 


则 
{54 y, z)de ἂμ dz 


-[{παώ,ν,.ω). gu, o, w), z(u,v, w))|J |dudvdw, 


Ih D' J& D fes (u, o, ο) 下 的 表示 ， 特 别 的 
柱 面 坐标 代 换 σ--τουβθ, y— rsin, z=z(r>0, 0<0<2x, 
ce<s< oo), 则 


E y, )dedydz- [| | Gr cos0, rst t, εγεάτάθας, 


球 而 坐标 代 换 z—rcos0 sinp， y=rsinfsinp, zercoso 
(r>0 0<0<2x, 0<p<z), 则 


ή γα, y, z)da dy da 


ο ο. rain dsing, rcosg)r^sin φῶτ do dp, 


» 
6) 广义 三 重 积分 的 判别 法 ”无 界 区 域 上 的 广义 三 重 积分 ， 
参见 广义 二 重 积分 . RARE r= I E ES, 4 oa>3 J” 
义 积分 收敛 , 当 “<3 时 广义 积分 发 散 . 
无 界 函 数 的 广义 三 重 积分 参见 广义 二 重 积分 ， 不 同 的 是 设 
Molto νο, 5ο) 是 了 的 奇 点 ， 
r= (2-29) + (y — yo) + (z - 20)”, 
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34 09 时 广义 积分 收敛, 当 023 时 广义 积分 发 散 . 

55， 重 积分 的 应 用 

(D 体积 设 柱 体 的 底 是 一 0 平面 上 可 求 面积 的 区 域 D,， 上 
顶 是 连续 的 曲面 =f (e, 2)， 则 此 柱 体 的 体积 是 


y - [ο ὑαοὰν. 


5 
(2) 平均 值 设 刀 是 平面 上 可 求 面 积 的 区 域 , f 是 了 上 的 可 
积 函 数 , 则 了 在 Ρ 上 的 平均 值 是 


1 
ap [Ae Dizay (9/5 6080. 
(8) BUR 设 思 是 空间 可 求 体积 的 区 域 ， 带 有 密度 pos υ, 
2), Ἡ Ὁ 的 质量 是 
= ||| f(x, y, 2dzdydz, 
--{Ρω» 

ὦ πὸ EDU] C) 中 所 说 , 则 刀 的 重心 (8 o DJ 

ἐ- SE) fence, y, εγᾶαἂγάε 

; 
ο πο αυ AD. 


D 


| tfj y, 2)dzdydz 


| O ο RED XT As ST 
| 20y, 905, zz 的 转动 惯量 分 别 是 


了 Jff aava 人 ww 


r= [Jr nave 
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D XF z$, y 88, 轴 的 转动 惯 景 分 别 是 
L= |||eG?- z")dz dy dz, 
Jipa s 


L- fife +2°)dedydz, 


Le {/ρω5. y2)da dy da, 
$ 


(6) 引力 8 D iml (3) P Bri, 又 设 一 质 最 为 m 的 质点 位 
于 (xzo yo zo), W DD 对 该 质点 的 引力 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 
别 为 


EIE 2 πο qu dy de, 
D 


Ti 


f,=km fif p £j dzdydz, 


ως... dxdydz, 


> 


r= να - πο)” + (y ~ yo) (g — zo)”, 

是 引力 常数. 

6. 曲线 积分 

《第 一 类 曲线 积分 W O 是 光滑 曲线 , EIEH o=), 
y-y(), ze x0), ttt, 又 设 了 是 定义 在 U 上 的 连续 函数 ， 
ds 是 0 的 弧 长 微分 , 则 第 一 类 曲线 积分 是 

ως, w. sas= f FEG, σὺ, z(9) 
x VID TV ον” 

(2) 第 二 类 曲线 积分 ROMA O) 中 所 说 , LAET O 

的 方向 ,例如 C 的 方向 是 以 O 上 某 一 端点 对 为 起 点 ， 另 一 端点 
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卫 为 终点 ,又 设 当主 从 加 变化 到 所 时 与 曲线 O 的 方向 一 致 ， 即 
加 对 应 4 点 而 二 对 应 BA. SEGXCP, Φ, REO EER, 
则 第 二 类 曲线 积分 是 
[Pie Qay ΤΙΝ ο ο ο 
+l), yE), z(8))y (t) 
+R(a(t), y), zt) (tJ. 
(3) 曲线 积分 的 应 用 
G) 质量 设 光滑 曲线 0 的 密度 为 p, ELO 的 质量 是 
m=f eds. 
Gi) 重心 设 光滑 曲线 O 的 密度 是 p, 则 CO 的 重心 (名 m ὁ) 
是 
ο 


U-L[ ods, (m 是 0 tmo. 


Gi) 引力 ” 设 光滑 曲线 O 的 密度 是 p， 又 设 一 质量 为 m 的 
质点 位 于 (ου, νο, 29), 则 曲线 O 对 该 质点 的 引力 在 三 个 坐标 轴 
上 的 投影 分 别 为 


fein |, — dls, ο... ds, 


f.—=km f: pt T ds, 


r= (w= zo)” + (y νο)” + (2 το) 
大 是 引力 常数 . 
Gv) 功 1k f-Pi--Qj-- ΕΚ 的 作用 下 , 单位 质点 灌 光 
W C 从 位移 到 B, 出 力 了 所作 的 功 是 
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W- | fas=| Paz Qdy- Ras 方向 从 4 Β, 
了， 曲面 积分 
O 第 一 类 曲面 积分 设 S 是 一 光滑 曲面 ， 其 方程 是 z=z(%， 
v), y=y(w, v), z=z(u, v), (u, v) €D. 又 设 了 是 定义 在 S 上 


KEREK, dS 是 曲面 8 的 面积 元 素 ， 则 第 一 类 曲面 积分 
是 


re, ν. ag [Εως 9), yl 9), z(u, o» 
ç 3 
x VEG- FS, 
其 中 Body 
Fg yet Zuto 
Garity γα», 
BILES ΤΕ α--εία, y), (z, y) € D, W 


[1e v 9257 |a, wt DIVIET Taza, 


(2) 第 二 类 曲面 积分 设 S 是 一 光滑 曲面 ,预先 选 定 了 一 侧 ， 
即 选 定 了 法 方向 (cosa, cos 8, cosy), XE P, Q. REELE 
尽 上 的 连续 函数 , 则 第 二 类 曲面 积分 是 


[weareazan+Banmy 


= [p cosa t Q cos B + tcos 28. 


35 8 MAS z= z(u, v), y=ylu, v), z==z(u, v), (u, v) 
€ b, W 


812 COE ERA, ARAARA 


[ήν ανα εφ asas: Razdy 
a 
- -ε[ρωω v), yG v), cQ, v))Adudo 
i t 
+ (fetta, ο), νία, ο), :Go )Bdudo 


αμεσα v), ψίω, ο), z(u, v))O dudo, 


aly, z) ϑ(ε, z) — (z, y) 
其 中 4- Qu, v) p= Q(u, v)' 9. afu, v) 


有 端 三 个 二 重 积分 前 的 符号 由 曲面 S (9 Br 2. 

8. 格林 公式 、 高 斯 公式 、 斯 托 克 斯 公式 

格林 公式 ” 设 平面 区 域 了 的 边界 O ii pour it UR, σ 
的 方向 是 逆 时 针 方 向 , 函数 P. Q 在 DD 有 连续 的 偏 导数 , 则 


feroa- f(a) 


ΑΣ rud MD ΑΗ S Bo oW AR, S 
的 法 向 量 是 外 法 向 (相对 于 卫 而 言 ), IRKA P, Q, R D 
有 连续 偏 导数 , 则 


| P dyde Qdzdz-- Rdzdy 


ΠΠ 


“斯 托 克 斯 公式 “ 设 光 滑 曲面 刀 的 边界 O WABE M A 
ÈD 3 O 的 方向 服从 右手 联系 法 则 ,函数 POR HE DERN 
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NU 
«p 从 --φ 20 yo (2E. - 2R asqa 


Q5 = νὰν 
dude. dede dedy 


P Q R 


9. ΜΙΕΊΠΙΕΠΕ 
散 度 vagari dro TT 


ke 设 向 量 场 eto 则 其 旋 度 是 


eurla (或 rota) - (5 Se -4RY 


(2-2 a ry |o 


Γη Apc 
P Q R 


Ev-i agis EE amaf=9/, 


TE diva-V.a, KE curla=V xa, 


814 第 八 章 ” 重 积 分 、 曲 线 积 分 和 曲面 积分 


81. 重 积分 
(D 二 重 积 分 
1317， 求 下 列 二 次 积分 : 
e ζω Te κο 
o furem ὦ faf an 
(5) [45 ay! dy, 


f. 
© faf 


o Jo 


"(euh ah) dy (a0). 
WI ὦ [4 sf dum fene ftm 
gia αἲρ 


Σια ο] 67 


e faf erni fnr) en Yn 
-(π3}55 
ο faf ea [o μον ος 
-Gr 各 
(4) fif rasoj o a (858-. αὐ... εἰ) ἂν 
-ᾱ--ᾱ-Ὅ]- 
[2 fera asla αὐγὰ 


-HEE 


κ. 


$1. € 85 815 


(6) Μο. eyy- A) as 


° 


ost dt (e z=a sint) 


1318. 求 二 重 积分 fre Wdrdy: 

(D fle, ) A423, D- ((z, g) Oy n 1s 
(2) f(z, y) = e^", στῶ y) a} (α70), 
(3) /ία, ν)-αι, Df (m | S erts z+v<3l, 


(4) f(z, y) "zy, Ῥ-{(α, y) |0&y«4 - 2^, 1«z«2], 
[4.2] 

ΣΟ ἂν dy- ar" ν᾽. 
GD 由 和 Ty ds dy fief vas -Foy 


= 让 人 (vage ΤΚ 
-3f «5 πε. 2). 
B Jere dye f raf wa 


=Í” η 
ΕΣΩ 


-$o ein gooet oao (4 sz=asin9) e p os 
[ο f[ riot [αν αν te [frin 
; 1 


Ξ E κ. CET 
i "t 


816 


hi $ 
κο Ρο E 
Bf sace f ($ oorr Saj, 


of JI (rpasay= fas" conde 


fer EL = d as 
K Mon o 
= eno trt 10az= 3... d 
1319. 求 二 重 积分 fre. g)dady, L ελ 
(D f( ost Dy ποτ, 90 5-0, ολ 


成 
Ὁ) fle, y) y, D hy- ο λα. iG 
(8) ο ν)- v day -2^, D IRR e° t y! =2ay (a>0) 所 
Hs 
(A) fG y) αν, Diam y- a, z-2y, y=0, y-a BB. 


s I 
@ [5 +5yaay= Ρα εφ 


"eto 


-[{α55επεπαλ--[--να5-ππξπτ]: 


4 
-25-3 


SLE m p 817 


© [[ω-υϑαεὰν- ef oan 


dine, 


4 
ii (vn 


m 
z ) aem 
ag / lo 


+ dayeresin 3 


= E (ον IET ἡ κάματον x E λα. 
WERSIE 
a $e E T 


f ντο sin MES (s iua: ʻo sin XE) 


ge fiocos20sin p li ου 0 
"e(t pi fa) 
--(5ελαιω[}-5 a, 
+ [va -«($ επ). 
w Joru oen f? sa 
eX 


=F fiter ee ma 1 Κο ο 
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1920. R fj» 2 dady, D- (z, y) | VT «ye minis 2) 


[分 析 ] 区 域 刀 的 边界 是 由 g= VUE 
y=?( 当 z<2 时 ) 和 y=2( 当 z>2 时 ) ΜΕ 
R. 


ΓΕ] [1-5 da dy fef sin Dar 
Cte gira 
ος 

-3[n ajta, 

1321， 在 下 列 积 分 中 改变 积分 顺序 (假定 被 积 函 数 f(z, v) JE 

连续 的 )， 


a faf fe Was ©® [ας fe Wan 


© fa, re, wan 


ὦ [s ast (sa My G>, 


Vor 


[分 析 ] ΔΛ 的 积分 
BORD. 以 OD 为 例 ， 


υ-[ω, v [S23 o<y< 引 
DE D MARR =z i 2=3-v Dk y=. 
wl ὦ faj Fenaj] yardy 
saa E 


Ξ[μα, v)dzdy+ f f(e, y)dzdy 


- fas re, φάνε has ra, ννὰν 


Mime HH sw 


(23) fief, re, »à- [fre Wardy 
-Papi wen 
o ff res yas ff fa, Wardy 
5 


- (fr yasay+ [f fte, oem 


5 Ji 
" 
a 
ΠΝ 
«fas o Τῷ, Dd 


e fe wc T 9) ἂν 


IPLE 
Ü 


τι 


EI Wardy 
u. 


1322， 改 变 下 列 积分 的 积分 顺序 之 后 求 值 : 
v; (5. (9 
O faj ΜΜ smyan 
H f) " 
四 fof w f w. 
(Rl ὦ [METTE 
μα. ο” 


E feme az= ΠΕ [z=eos(z +2) — zcosz2Jdz 
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Κη 


el sina? 
E a 


- -i sina 3 sin1—cos4+cos1, 


u e γῷ 
@ Jl Es == dy 


1(β- ΕΤΗ vo n 


š ἂς u^ ooi qe 
if ap, ἢ ἐς = x. 


» f) =" x NE 
N JN vui Ἵν αρ vim fa- 701, 


1999. g 27. 52-- f, y) 连续 ,证 明 


É tf no PR d) - Fb, ο) - F(a, d) -F(a, ο). 


κ py AREN p y G - 
2 


^ [σα yamac, n| aa, d-a, ο), 
a fas tems way=f res, ἃ) - GG. os 


=LF(z, d) =P (z, e)1|š 
=F, d) —F(b, e) —P(a, d) +F(a, ο). 


$1. & ΠΣ 821 


1924. if": R || a m) (n DP" (dedu, 其 中 


>”, y=x 


D={(%, y) |Uxysz«a), 


[R] [ντ =z) (z- y) f" (y) dx dy 


D 


=f oaf amo dz 
[ron πο as 


SONNEN E 
προ ω[ et ντα -πα-ῳ 


(a-y)? 
T$ 


aro sin 2e m as 
αρ Seos 
=a ayay 
-S[te-onrm od [enfer] 
=g- o eate or opti +2] ona] 
eU 0) - 917 (0) 2f (a) -2/(0)1. 
1825， 将 二 重 积分 [| o dody 写成 两 个 二 次 积分 ( 先 对 “后 


对 Y 的 积分 和 先 对 y 后 对 z 的 积分 ), 并 说 明 哪 一 个 积分 将 积 不 
出 ， 其 中 也 是 三 角形 , 顶点 是 (0, 0), (1, Ὁ, (0, 1). 
ΠΒ] [Jasa =a nas 
=f asf en dy; 


ter fortasse mi enint, HUEN v 
Baz NBO [αυ] ο” meri. 


822 SAX S85. BABUPRURPUL 


而 [ο eaf y iyshan 
1826. 设 函 数 了 在 [α, δὶ DRM 
E 

[分 析 ] 如 果 函 数 4, vk [a δ} 连续 ,那么 
[ea ow ffe on tea, 


daz» (b - a), 


ο μα πω πα, 


通过 二 重 积分 即 可 证 明 . 
WOTA h 
πε] rf reef e 


ρω, 


ο ο συν 
同样 有 Jf LO tsiy, 


s αυ. Ist 


利用 不 等 式 4? 十 B?> 24B, 得 


Pam re ef 市 dy 


Jj u) 


ife (b—a)*, 
1827.， 设 函数 了 在 [a, b) 连续 ,证明 
(fs (dz) <b- of IOLA 
[分 析 ] (fries) mex 
[πϑαε[σω az- [rco f (o) dz dy, 


D=((z, y) ja 2«5, a«y«b), (6-2) f Pd TUER 


fin P) avg 


-ᾱ. 
Ju) 


$1. 重 积分 823 


° 
f afe (z) a f? (z) dz dy, 


问题 化 为 比较 两 个 二 重 积分 的 大 小 。 
GE (frowa) =f rwaf renta ([re reo ασ», 


D-((s, y) a&z«b, a&ysb). 
στο τα f Pede Fa, rts (fran 
- ifj [uay ου 
利用 不 等 式 4 十 > 24B, M 1<J. 
1828， 求 二 重 积分 [7(c pasay, 
(D fla, y) - 9^ 2-6 Dt} (270); 


i 
(2) f(z, 
μπω 
D- ((s, Κῶν. «τὴ 


s 1 
Σ΄.» 
D={(%, y) | GP ry) xa 
[ 解 ] (1) 作 极 玲 标 代 换 z=reos0, y=rsing, 则 
||» ΝΟ Osin? Orar 


maf costosintoae f" dr 


-3 as( finoa9— μ 


«(i —4 (SRE 118) ED, 


(2) 作 极 誉 标 代 换 z=7cos9, y— rsin8, 则 


u’, Zz>0}. 


2 


κ... θ) ἆθ 
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f dr dy ΝΙΝ T deeds] dr 


G+ "rx 
puo 3 n=2, 
a m 
22 /1 1 1 
n 36 $2, 


(9) 作 极 坐 标 代 换 z=rcos#, ye + sin9, 则 D 变换 为 极 坐 标 系 内 的 


DZ={e， 6) |° <cós28, ΟΙ 
[os gn 4f NN uem 


Af Ce απ» 


1:9. gis D- (6. | er iei en 
ῄ ο atf" af f(arcos0, brsinB)rdr 
t 


ο Αμ 2 


[证 ] 作 广 义 极 华 标 代 换 x=ar cos9，y=Br sin9，DD 变 为 广义 极 举 
标 系 内 的 D ={(9, 7) lrs1l,，0<:9<2%}, 代 换 的 雅 可 比 行列 式 为 
abrdra9， 所 以 


[γα s)dady=ab f at f (ar cost, br sin6) r dr, 
4 


PETITES 
@ J (ias dumb abf, scott tert int) rdr 


$1. € R 5 825 


Taf" ο κα. 
aba (2-9) + i£ (a? +b), 
@ Ji GE ο αλα, 
eoi 1-3 acm e aab, 
1830. 求 二 重 积分 f [s υλάσάν. 
t 


ὢ f(s, y) - ty) 
D-i(» y)|-1«ety&l, -1«z-y«15 


@ Jo， =, D= (G y) |e+y<1, 220, y0); 
(8) f(s y)=y, 


D- [en| Ee etam] (a>0, b>0). 


[R] ὦ 作 代 换 regat z- gt, Riz (uto), ym ο 
代 换 的 只 可 比 行列 式 


1 1 

3 3 工 
7s 2A E τα" 

2 z 


D 388 u, v AORTA D'= (u, v) | - 1l, -1<v<1}, 所 以 
ο... e" Louie 
πω. 
ο 


ο ps en. 
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全 ERR yu, Lo, RE za 0 t), yov, 雅 可 比 行列 式 


1-e ~u 
J=| 


u, 


v u 


DRH u, ο 坐标 系 内 的 D ={ (u, v) Oui, Ov), FE 
" 1 1 1 
Tds dy= | |eudedv- | ucu | ο dv — (ο-- 1). 
ΠΛ. 


© ο E mu, ο ο 

3α 0 
0 2bv 

DERI u, v PERKA D' = (u, s) juo 1, α»0, v>0}. 所 以 


fici ffo? ανν καν 


PE 


Γ 4abuv, 


ua aa f aan 
VU dj. 


ΚΟ 


ep (à -2v 19) dv πα», 
1891. 设 函数 了 连续 ,证 明 
fef re nay- faf f- uv, uv)udu, 


aia ta 


p) fasf re, ive fr asar, R 
E 


Ῥ-{ία, y) |z-y&a. z>0, y>0}. 


PRR z+y=u, is =v, Bj au uv, g=uo, 雅 可 比 行列 式 


DR) u, 坐标 系 内 的 也 = (u, v) |0<u<a, 0v« 1), 


827 


fe [e 9 [τι uv)u dudo 


-[ω f (uuo, uv)udu, 
再 计算 1- Í aj" ΠΠ 
如 下 : 利用 上 述 公式 ， 


2 人 -un) 
2 二 了 u 


所 以 gm frase ον ο 
1999. Rf, g 都 连续 ,证 明 ， 
a {τοσο - y)de dy 


=%Ww-1, 


-FUO -DIa - Ca), 
D={(x, y) -a€z-y«a, -a<z -y<a} (a>0); 
O {frr aay mtf a-fo, 
D-- (Gs y) |z y^ κα". 
[证 ] (D ERR r+y=u, s-y=v, WJ 
zoi (uto), ο. το, 
雅 可 比 行列 式 
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工 
z 
bm 


S £ 
PE 


1 
H 
PAP 
D31837 u, 9 淮 标 系 内 的 D'= (Gu, v) | aua, -a«v«a), 所 以 


[[ 7e eaim S (Peg coda 
» κ. i 
"Af rea f zeae 
ΣΕ} -fC- a0) -5(721. 
(D def 
[Íz esa ias a= f; asfi orar 
; 


V z=reos0, y=rsin0, 则 


πω otro -5(0. 
1933. 求 下 列 函 数 了 在 区 域 D 上 的 平均 值 m. 


(D τῷ, ) --οἳ, D- ((z, y) O& ya, 0g 
(2) f(e, i) m Ve, D ((z, y) | ry m) 
(8) f(z, y) = (s y)sin(z y), 

也 = (z, i) |0<z+y<=, 0-α- πλ, 


yp 


[R] (D Πο o a= [=e da 
p 


xeo 


=f α-- Danar), u fieras- sb- 

也 的 面积 = a=. 
š 
Y 4 

^OXHümn---3. 
* 

(D 作 极 坐标 代 换 z=rcos0. yorsinó, Έα’ y oa n 
cos0, dx 


$1. 重 积分 829 


[vesc ff" rr 


-f esa 2 aja 


«οὔ e ε-θάθ--.ᾱ.ᾱ-- 


PUE . 
a 2 £ 
Th iL PN x 
Ρ] a οἱ NU κα 
DEB u, o 坐标 系 内 的 D'={(w v) Jouez, > 


Oor}, [π}1 =x] 
[5 4-υ)είαίε--υ) κ ΚῚΣ = 

" 

也 的 面积 = 2 ， 0 Mm á-. 
EN 
《2) 三 重 积分 和 nn 重 积分 
1334. 设 函 数 了 连续 ， 将 三 重 积分 
d f(e, v, αγά dy de 


(Gov mut 2 ο μγπ--ο mmm 
在 第 一 SERBE. a, b, ce>0) 写 为 
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O 先 对 gy 再 对 %， 最 后 对 2 的 三 次 积分 
(2) 先 对 BE 2， 最 后 对 y 的 三 次 积分 ， 


WW] () 15 ff ¿as |" fie, y, z)dy 


"fins y, edy, 


s, 


Ὁ) 1- ff dz af gge y, εὐὰε 


& δα 
1995. 来 下 列 三 重 积分 f(z, v dedydz, 
(1) f(z, y, z) ^zsin*y 4 zcosy, 


y -{ω n al0<o<l 0«y«£, <<), 


1 
(2) f(z, v, iter , 


SLE 积分 851 


V={(%, y, z) |z--y-b 2&1, 220, 320, 220); 
(3) f(z ψ, z) etn, 
V iG, y, 2)|0&y&z«1, 0&e«zt y). 


Cw) Ὁ ff tesiniu d scosw) drdyas 


«f adu (ain? y 4-2 cos y) de 


= 


-fif assi y Stony). ev 
«f zi ΝΤ m 24-5 +2, 
e [ wie p.m = 
[marr » 
eR Ies cal 
a 


1 -—— 
δος U. a d: 
1 ÜoryWl) 8 ΠΝ * 


d 
ü 
u 
° 


Ep 

οἱ (r4) 
ο Š z+ 
8) Πο e f raaf auf eds 


ara daf (a9 Diy 
"ien 
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1836、 求 下 列 三 重 积分 ||| Tc v, «λαοάναε, 


ϱ) f(s υ, λα μα +y) aey 
之 下 z=0 之 上 的 区 域 ; 

Ὁ) f(e κ a= μυ το 
o>0). 


CR] (1) 作 球 坐标 代 换 == rsingcos6, y= 
rsin psinó, zr cosp, MATIE m? 
=a? A1 η r =a sin φ singeosg， 变 换 的 牙 
可 比 行列 式 J =r sinp, ma 


r!éinpcospsinGcosb dr 


ET MEE 
ΜΉ ή eh τν 
ο sin osing|, sint posing 
= 1 sm F anol). Lane a 
(z an e|; 6 swo[) 5 中 ia 
G) {ΒΓ XIRAN στο sn eosD, y=br inpsin0, ποτ cosp, 


ο IL e 变换 为 *= 1 变换 的 维 可 比 行列 式 


J=abersing, 


所 以 
j ffe da dy ds hc f y do ("ap J κο eost Osin άν 


i 
αϑϑο fr e Oain? 0 ap (eius 

- f cos" ϐ sin! 948 aw φᾶρ 

NE WW us 

UM ENS sin*8)sin 85 ΗΚ; φᾶρ 


4:3. 4x s 
ig 2) 25310 7" 


1-5. 
23 


$1. &£ &R P> 833 


1897. 3E RE ||| 4C v, mazda, 


( f(z, s, 2-27, 
V —-((2, y, 5) |a? yz? a?, z2 y" az) (70); 
(2) f(z, n z) V^, 
V-(z y 2|Vzy <z<3). 
[ 解 ] Ὁ) 作 柱 面 坐 标 代 换 s=rcos0, g=rsin0, z=z, ΠΕΠ} 3Ε 
m ++ st =a 3688 Χ' re ma, ΕΕ ΣΤΕ a" y! az 变换 为 r=acos0 
(τες). 代 换 的 雅 可 比 行列 式 J=r， 所 以 


WE ifm o rae 77 sa 
σου d 
-M[-e- mz 


- fea - «παρ = (S E ) 


o 58/7 
(2) 作 柱 面 坐标 代 换 mr cos9, ye 7 sin9, 2s, 则 锥 面 方程 
VE 


变换 为 = *， 锥 面 与 平面 =3 的 交 线 在 zOy ὙΠῚ EIL ΑΧ zy? e 
Wi r=3, 代 换 的 雅 可 比 行列 式 J=r+。 所 以 


JJ VEF y dzdyds = Caef ar f'ras 


fao μα. 


1999. rst (ff re. v, άκουσε, 


(D) fle, y, ε) = (a-- y-- z)oos(z--y - 2, 
V-i(29,2)|0&s- y«1, 02 - z«1, 0o y 1)g 


834 FNE 重 积 分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


(2) f(z, y, z) τα, V ihi «αφή, zb, yz0(0ca-b), ` 
ε-ᾱᾱ, 2— Bz(0<a<B), 2 h(h- 0) PMR EH. 
[R] (D 作 代 换 z— you, 2-2, zy zv, 则 
s=} utoru), ν-δ(-θεξυγω), 


słu- 2w+w), 


DU V Κι, v, w ΜΗΝΑ V'={(u, v, ww)|0<u<l 0«v«1, 
O«w«1], RRR ETETAR 


1 
GEED 


«le wj om 
we cer sdb 


所 以 Πα + ytasayas 
; 
κ. Veoswr dw 
E hA sin, 
(2) ΛΑ =a, =ne s=t, Bim tr, ym CES rm C ΜΠ} 


E =a, sby, s=az, s=Bz 分 别 变换 为 = cb, qa, η-β, 4È 
换 的 雅 可 比 行列 式 


0 -tm τ᾽ 
Ligt 1-1. 1 git 
J ο σετῆ-ῃεη”ο, 
9 ο 1 


wu ffe he a 
=3 fie asfi an [ας 


ws vs =. 


$1. 重 积分 885 


1899. Rr 重 积分 
Y.- 


ftne dns, 
y 
IH V (ns σον ''», 0) € R|z, σε τι a, <a, 170, zs 
20, « 2,70), (a>0). 
UR) ENW σιτοξι, αὐ-αξ», ''', z, =a, RRR ERTA 


vemm [= atteints 


πο inet. 
pr 


利用 重 积分 的 计算 有 
Wee fas. fd. désdés dia 


dE n LER GDLL ο & = 1 6920, 有 
ddl db, am 1.76) FI dus dus dus a 


daas sti PU 
CSS Cs 
-- EY Wu, 
于 是 但 道 推 公式 
m,=w. a-e to. 
ππι-ι, ο ο”. 
»i rn 


[说 明 ] VESTRE EX SAI νο .+azs=a 和 各 个 学 标 
平面 所 图 ” 维 区 域 的 体积 ， 

1940 ZA n HERE itet Heic R? 的 体积 六 ,的 递 推 
公式 ， 

CRI ν.- [-[ emt, 
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作 变 量 代 换 zm Rf za— His ^e, m BE。， 代 换 的 雅 可 比 行列 式 


(zi. es. μα 
CREE ολο 
ο fe[ tases = mw. 
ada 
而 ΝΣ 


qid aeu 


de n-1 0RR, m SBI. IE HER gavi Eu), 有 


dre dén-1= (1 -的 与 s 


uye dusi. 


oie et 


ο ΣΝ 
Ws= a- e^ aerae 
4 £,e-cost, 得 wem, af Sin^t dt. 
Va= RW, 


82. LERRA 
1941. μα ο. 
5 


1 
ὦ 6 DEEEF 


D-((e, y)! - ooa oo, --οο y +00}; 


Φα ὑπ 
D-((z, y)|0&y«l, --οο «ο too) 


(z, 9) 
B fo D RS 


D- (z, y)10«z, y <a}, o Æ, 0 m«o(s, y) «M, 
(z, v) € D, 


82. 广义 恒 积 分 837 


O CAR 
OR Eer 
D={(2, y) |a? y^ <a} (470), p 连续 ,0<m<g(z, y) 
κια y) € D. 


dzdy Lf ds ϱ- dy 
Ud o [xit Ja mer 


LB p>1, 9> 工 时 积分 收 全, UCNE BRI. 
| dis «[[ στον -H 
^ fof sl] asus «nf e 
ο pel MEUS pe NER 


《3) 首先 有 


στ eae de 


y (z, y) ἂς ἀμ. 
EN EIE 
ΜΜ. aes ei RR z+y=4, α- y bol 


aed), y y^ απο, 


雅 可 比 行列 式 


Je 


τ] le 


D 3:89 Ρ’. HVA 
fiie dzdy [E 
Τεν [TE 
得 当 ο μι 
OSOH, H: 


ff pls, gdzdu 和 dzdy 
l ware " anraq 


838 第 八 章 重 积 分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


同时 收敛 或 发 散 ， 作 极 坐 标 变换 z== r cos0, y=rsin9, BJ 


ή wi -f κκ... 


d [rs La d fy A 
所 以 当 2a— 1-18 acl ERU Ao a>1 时 发 散 . 
1342， 从 广义 二 重 积 分 收敛 的 定义 出 发 讨论 下 列 积分 
fre. ΤΟ ΤῊ 


(CD f(z, D- καν), 

D= ((z, νο Ox ys) 
(2) f(z, y) -]α enn Ῥ-{(α, y) |z* y 1s 
9) f, 9) e <D, 

D ((z, y) |0z«1, 0<y<1}; 


ὦ) fæ, u= της D- (2, y)|0&z«1, 0&y«1), 


[ 解 ] (D 点 (0,，0) 是 坷 点 。 除 奇 点 外 了 是 正 
MEREK. 15 4.--{ία, y) |Usz«e, 0&yse), 
(2350), D.=D-4., WJ 


I -iaf 2 
{ T -[5 E Gig τα κ [m 


af teen es 


- e ο... 


1 L4 a dé s 
= gryg l 2ta (2950), 


$2. 广义 重 积分 839 


“z du pe Ire a 
{ Gru T m ᾱ- 3 σαι μη Qn 
MEET IOS G= (@- - 2), 


(2) 点 (0, 9) 是 奇 点 , 除 青 点 外 了 是 正 的 连续 函数 ， 记 小 图 
4.--{(α, yay ep (0-0), De Dub 
nj ff h pyy s a= lin J m Z= go 
利用 极 坐 标 代 换 == r cos0, y=r sin0, 


HE = dzdy= |” af} 1 cenar 
De 
1 


μμ rare ος Piece) 


=4(}+4 ene Fe) 


k Aye bin απ (4+ Ete Ee) un, 


(8) y=z 是 奇 线 , 除 奇 线 外 了 是 正 的 连续 函数 ， 记 dim (ns Ln v) 
€D,s-s<u<r+a)(e>0), D,= D- A. M 


[Fete imo 
[pee Ηρ. 


ΠΝ; 
x (astada + 


1 Je [-27-6-*Ys 


aru ως ο] gs). 


π-αἶσ- a Isa 
dzdy -y dady _ 2 
ff pe ay tr a 
(4) 点 (0, 0) Es, 15 dmn. y) 0e, 0<y<n} (670, n> 
@. Dum D- An 


543 SUCK ERA, HARIARI 


—" og, E zy 
dy 1 
ty ic [αι ry) Ed 


D 


vof s 


-f as f. 257 (z+ 
o ον στις 


12m (2-9) q 
+J: σα NCC 


η ee ais le 


dy 


"fL es ett 
"CAES SCA ES- 


3540, 22408, [πετ dady FARM, aff ὦ «δ» da ἂν 


E 
ἈΠ. 

13438， 从 广义 二 重 积分 收敛 的 定义 出 发 ， 讨 论 下 列 积分 
[γα υγάσαγ tiit, tct at 

Τῷ σώ y) emt, D s, y) Lom 0 


Φα ο)- ped D- (e, ilf 
) 

(8) f, y) -sin(a +), 

D={(7, v)|0<z<+ce, 0&y« o2) 
[ΕΙ Ὁ 了 在 DD 内 是 非 负 的 连续 函数 , 记 

D.-((z, y)| (z, WED, +y} (5-1. 3, 8, e), 

则 [|z mania is [J aray, 
P» t» 


TIRES DOR z=rcos0, yo rsinó, 3] 


$2. 广义 重 积 分 Sat 


ον ον. 


Ἢ 
= f" cos9singag f rend, 
: ἢ 


而 Γοοθειιθόθ--.Σ (ino) |" 


X 
i 


$ 
"perdre l["uwida (Grat) 
D ZJ Y 


-ἠ-κο[ η] 


ο... 


πμ NF UE ES 
ΝΤ f ?drdyo im (onet ασε =1, 


(2) 1 πε D JE AE ME 89, νο 
D,-((s, y) D&a^F y^) (n2, 8, e), 


E [5555 dz dy= lim escena dady, 
Gy? στον’ Εφη} 
Pj t aen rcosÓ, y=r sin, 则 


ba (αἳ νη 
παω 55] 


asi tail) 
ΠΝ 


加 
{μα ) ἀσύ)Ξάπ, 
5 (a? εφ)” 
(3) 记 Da= Us, y) [£^ m. z>0, y>0} Gil, 2, 2), APAE 
坐标 代 换 z= r cos0, y=rsin0, 得 
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[ει a +y asay > 

i 
ΠΚ [SN 
=F (L—cosn?), 9i FF, 


当时 ,上述 积分 无 极限 ,所 以 [| sina +y as ay 98, 


1944. x [Í ge dady iii, D-((z, y)|z»0, 9320}. 
c 
并 证 明 
[ect 
° 


[R] en 在 也 内 是 正和 的 连续 函数 , 记 
D,=((z, y) |a? +y «^, 229, ν 20} 
(n1, 2, 3, =), 
胃 利 用 极 坐 标 代 换 == r cos@, ye rain, W 


J μα fjr mien 
κ. 


ΝῺ " 
" "dre lim Ž (一 em 
= tim faf re dr lim av 
= 


另外 ， 记 4,=1(z, g) |0<Sz<n, 0xysn n=l, 
2,5), W 


πα... 


E > 
fete read. 
E etae VR, 


$2. [CX & 84 843 


1945. Wi f (2) 在 0<z<a 连续 ,证 明 
fj Tue eeu (ds. 


side 
fo c 
bouts Va =G n γατα y 
a) 上 能 界 ) ul SU Rk tel, ΒΡΕ 


J may trm qa 


[re 


问题 化 为 证 明 


(O k: f(a) | # (o, 


[一 一 ~， 
v v (a-2)(z-9) 
ΤΠΚ PU ΕΠΕΚ. 


ΠΗ ov f vem - YS) -ᾱ- 


2z- (ay) 
uy 


fon ἀτὰ 
να οσο O 


arcsin | -= 


Quienes 


" E di 
foren Va 


== frau teas). 
1346、 求 下 列 广义 三 重 积分 | yG, v, dody dz, 


二 
(24y t) 
γ--{(α, y. 2| vy tea} (2270) 


Ὁ fle, v, 2-7 


Φαν = rer (739 
V -iG, y, z)|z20, y>0, 220); 
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(3) f y, -J 
V={(%, y, z) |? y). 

CR] ὦ 点 (0, 0, 0) 是 奇 点 。 除 奇 点 外 了 在 区 域 了 内 是 正 的 连续 函 

数 , 记 4m (Gs y, ϱ) [αἱ y) e) (07-220), V,=V — A, RI 
j- .odrdyds — sps η dzdyds 
γω MO Gh ee) 

利用 球面 坐标 变换 z= r sinpcos0, y rsingsinb, s=rcosg, 故 
E afa | [5e dr 


ma - Ve. 
lim8z (γα - V e) = Sx Na, 
e 


μις 
(++ 
(2) 了 在 了 内 是 正 的 连续 函数 。 记 V = (z, y, s) «z«n, Syam 
0«:«2), MJ 
dz dy dz dadyde 
M c UFrty t κ ο α γα)" 
= iim [ν᾽ of o7 ἂν 
es fel, "Len eg) 179 — (142+y)! Jay 


-—— = ΓΚ 
τι ο 
-ome gT! πι -3 (1-+2n) "eo 
43 η 
μα AES 

--1) (α-- 2) (a-3)* 
(8) ttn eM fI V 内 的 正 的 连续 函数 ， 记 


γ,-{(α, y £z tee}, 则 


83. 重 积分 的 应 用 845 


[Nr 


利用 球面 坐标 变换 mm + sin peos0, yo rsin. 


8, z=r cosp, 故 


vie feme) 


= da [aresinr- SITE taresinn) |° 

ean ($ erosinp- F p VTT) 

dim te(4 ax sing -4 pVi- ρ!) = 
σε 


$83， 重 积分 的 应 用 
1841. skill =r ty fl sm ary 所 围 区 域 的 体积 ， 
[ 解 】 ΑΜ mke αῦν 平面 上 的 投影 为 
suy-rk εκ 
可 见 z 的 范围 是 1 十 4z 一 4z2> 0, 解 得 < 在 


-15γΞ " s "ity 


z 
28. + 
vela-VEFISCi2), uo Le VTFIET d», 
MRES 
Mr EEA 
RC ML 


fL ο + tu term d 
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由 于 y+n=1, yog V TER-AP, yir e, 所 以 
y- sf (ot 4x — 42) 3dz= Xl. (一品 让 ($i922-1) 
ΗΚ (te E sin) = F. 

1948. 求 两 抛物 柱 面 >=1 -zz，z=IT- 包 和 坐标 面 *=0 所 


国 区 域 的 体积 . 


ΓΒ] 所 围 区 域 的 底部 是 σου 平面 上 由 抛物 线 zx= 了 一 儿 和 直线 z= 一 1 
所 围 的 平面 区 域 ,其 顶部 是 曲面 s 王 1 一 交 ， 故 所 求 
体积 为 


v- [af acta 
-Pp ggv. 


ol 
190. ΧΜ e re ot (es b, e>0) 和 三 个 
坐标 而 所 围 区 城 的 体积 . 
UN] 曲面 方程 可 以 写 为 
Μάνα ντ), | 
它 在 z0y 平面 上 的 投影 也是 P 
20, y>0， 故 所 求 体积 为 
[obra 


ντος αχ] 
= 如 ~ - Dat (t=1- z) 
ΝΗ -ij-esm, 
1350. xit Hi 4o z^ ry" HO Soc ahy ΤΙ 3 55 E 
z= 0 所 围 区 域 的 体积 , 


82. 重 积分 的 应 用 847 


ES 
UY Ji omm S| eme 


利用 极 坐 标 代 换 ==reos6, y=rsin8, 


v ο ο) di 3 z, 


13851. 求 由 曲面 αὐ--1, zy 4, 22-9, 22-10, yz -25,y2— 
36 所 围 区 域 的 体积 . 
UR] 所 求 体积 是 z> 0, y>0, 5-0 的 部 分 的 2 倍 ， 作 代 换 sym, σα 
=v, yr B) 
νο iih, 
变换 的 雅 可 比 行列 式 是 : 
Jiu, v, wy EL e lud dud 
Alu, v, w) z 
这 时 区 域 了 变换 为 了 4 1<u<4 9«0«16, 25«w«36, # RIKUN 
roof J 9a 


- Ja fe v w^ vd dug, 

1852. Ki PUT (α’-- ytz) = Ta ayr (a>0) 所 围 区 域 
的 体积 . 

[分 析 ] 利用 球 坐 标 代 换 == rsingeosg，g=rsinpsinbg，s=ycosg 
曲面 方程 灾 换 为 fa-27arcospsin"geosgsing。 整 个 区 域 由 四 个 对 称 的 部 
分 组 成 : 

(i) 0«r«3a J/cospsinpcosUsinD, 0<0< > 0«p« $s 

(i) 0«r«3at/Gosg sin goosUEnZ , <<0< 32, Opec Ts 


(ii) 0< r«3aX/ cosg &in* φεοεθεπυ, F<0<%, $595 


(iv) 0« r«3at/ cos psi? g cos SIBU , ies $909 
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于 是 所 求 体积 为 上 述 任 一 部 分 体积 的 四 信 . 
(EU) 利用 球 坐 标 代 换 z=ysingpeosg，%g=rsinocosp，s=y cosp, 3ξ 
换 的 雅 可 比 行列 式 是 


ΠΈΣΕ — s! sing dr ἀθάφ, 


故 所 求 体积 是 


(e SERES 
ΟΝ r'sinodr 


vef 
=36 ΠῚ ΚΠ a 


Lento x doit T δα, 


260? x 


1353. 求 球体 Hy + x ve" 
z'sin'az»(z?4.y*)cosa (0«α «π) 
后 剩 下 的 体积 
[RI desi od S HEB RUP EF z=reos0sing, %= rsinpsing) 
s=roosg, 变换 的 雅 可 比 行列 式 是 
J= EH οτε η ἂν d8 dp, 
则 球面 方程 变换 为 r=a, 锥 面 方程 变换 为 P=a, 故 所 挖 去 的 体积 是 
r= anf aor rsingdr= 259 1 cosa), 


球体 的 体积 是 $ κα’, 故 所 求 惠 下 的 体积 


V= 3 mat- Veo P eO censa), 
1994. XGA Gr i) ma e TERR B -1(ο, 59) 
内 的 平均 信 ， 
URl mm ELERE aab, KREI 


$3. 重 积分 


应 用 849 


m= aff eet 


Xm D; Ead. 利用 广义 极 坐 标 代 换 z=ar cost, .u=brsin8, 得 


nea f" aof (a^r* cos? + barsin 0yr dr 
2x 
zafi (e? cos0+0?sin?0) db 'nar- i arab (a? 4-09), 


1355. RUNAR (+y)? a*(a? - y?) (a7 0) 所 围 薄板 的 
BER. Κω, v) 的 密度 与 该 点 到 原点 的 距离 成 正比 (WEAR 
HdE k). 

[ 解 】 Hisce, 所 求 质量 

m=] ay 


Ferh D 如 图 所 示 . 利用 极 坐标 代 换 z2rcos0, g=Ysin0， 双 纽 线 方程 变 
换 为 92= azeos20， 于 是 


ra VEI 
naf: dà ia 


mastjo 2940-- 
1356. ΤΟΤΕ <, y (a, b>0) 的 
重心 . 


[Bl 由 对 称 性 知道 重心 的 模 坐 标 E70, PRINTE T sab, dk 
重心 的 纵 坐 标 


2 b f: T 
nr Ce dn [e me. 


23857。 求 密度 均匀 的 扇形 的 重心 。 
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[分 析 ] 用 极 坐 标 较 方便 ， 这 时 扇形 的 表达 式 是 *<a U<b<w， 扇形 
以 面积 是 二 ata, 
[R] "oru, η) 
ο... 


vj rtm itf nnt rr oem. 


[说 明 ] 因为 
TIT A ç s. n. cosa α 
NET "a πας, fr ma ET 


Fr 1883669 8 L ΤΘ ARFER OD B] EU Αια“ BE 8 E 


1858. jQRiHMES0EER e= a(t-sint),y=a(1- cost) (0<t<2x, 
20) 和 = 轴 所 围 均匀 薄板 的 重心 . 


ΓΒ] 由 对 称 性 知道 重心 的 横 华 标 上 = =a. 旋 轮 线 在 一 个 周期 内 能 面 
积 是 3wa?， 旋 轮 线 和 zx 轴 的 交点 是 (0, 0) f (0, 222), 所 以 重心 的 纵 坐 标 


是 
πο 


Ὅπαξ Jo 


ΠΝ (1.— cos 1)*d (t —sin £) 
E a ΟΝ sint fs 
ΚΟ 
1859. 求 心脏 线 *=a(1+eos6)(c>0) 所 围 均匀 薄板 的 重 
d. 
[Rl 由 对 称 性 知道 重心 的 纵 坐 标 ?=0。 心脏 线 所 围 图 形 的 面积 是 
ἃ καὶ, bone 


& 3、 重 积分 的 应 用 . 851 


2 w 
ε ses] 747) 3. zx af rcosd-rdr 


ο ο ο) 
E 


ses 'p-1)eotedp (4 o= $) 
Sepa Dre] 
1360， 设 球体 ο” y^ «202(a70) 的 密度 是 
人 VE 
求 其 质量 和 重心 . 
(Rl 质量 m 是 


aries eta: 


利用 柱 坐 标 变换 z= yeos6, y rsin, s=s, 其 变换 的 雅 可 比 行列 式 ; 


Je 208.2. dp d0ds, 
atr, 6, 5) 


球体 的 表达 式 变换 为 ?二 <24s， 密 度 的 表达 式 变换 为 


nef af 


ac É (VE — ds = $ παῖο, 
BORGO C; π. Ὁ fT F: hE €=n=0. 


ez vA 


Spe TA 


rdr 


umm 


Xo noi css, 同样 利用 杜 坐 标 变换 得 


te f" saf aof a [== R = 


nr 36 uli 
S sein το 5 a, 
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Ου. 
fo. 

[8] 由 对 称 性 知道 重心 (5, η, Ὁ rpg £=n=0, 半 个 本 球体 的 体积 是 
2 sabe, 所 以 


3 [καρ ανά. (ο, PERESA 29) 


b 


ΙΝ ΠΟΡΟΙ, 


两 个 坐标 轴 的 转动 惯量 
ΓΒ} 设 密度 是 p( 常 数 ) ,利用 广义 极 坐标 变换 z—ar cos0, y=brsin0, 
Γι τν ο” 


Leno] νάνο [ji sin'Qabr dr 
ui of incedo rare app 
同样 对 于 乡 轴 的 转动 惯量 
ἫΝ 1 
1, ef faray=p (7 of‘ atrteostén br dr = zato, 
νο 


1363. ΤΗ -1(α, b, c0) 利 三 个 坐标 平 


πα-0, y=0, z=0 所 轩 冯 义 物体 分 别 对 于 坐标 平面 的 转动 
pua. 


$3。 重 积分 的 应 用 853 


R] 设 物体 的 密度 为 p( 常 数 ). 对 于 坐标 平面 5==0 04218 B Loy 


ή sasite [ras τί IA 
μια sy 


=ef? ο ο abd, 
同样 可 得 对 于 坐标 平面 +=0 和 y=0 的 转动 惯量 L 和 1,, 分 别 是 
1,= f te, HL a 


ο Lee oif Sa e - s 


(a, b, c0) Mii GRON 分 别 对 于 三 个 坐 
标 平面 的 转动 惯量 . 

UR] 设 物体 的 密度 为 1 利用 广义 柱 面 坐标 代 换 z=arcos9, y= 
brein9,s=cs", 变换 的 雅 可 比 行列 式 JI =abor dr 49ds'、 椭 球面 方程 变 
换 为 r?+2?==1， 柱 面 方程 变换 为 +=cos9， 则 对 于 坐标 平面 ?=0 的 转动 
惯量 


1,,= [| [emwe-oef ST zu μα 


=š a δν ΠΣ E vef (1.—sin56) dg 


4:2 
2 53. 


对 于 坐标 平面 z=0 节 转动 惯量 


-dpee(£-52)- 2, αὐθαδα--1θ). 


ο mel eom" a uf 
EI 


ΙΙ cosa aa [ P Tz rar 
E 
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Sabo f, cos (ος 5 sinat Ë sint ) 0 
E - (105a - 92), 
ed 4= 0 的 转动 惯量 


dus J da dan ο. sintag (^^ redr 
— f. sint 09 f MIEL 


Am E 1l, 1 
= 2ab* ? - 284 d 
aut f ein ο 18 ` 3 5m 84 5 sm oae 


= 3 (105w 272), 
1365. REH 1489 t κα +y καὶ, Occ (a, h>0) 
对 于 “ 轴 的 转动 惯量 I. 


[N ο r=r πο 
ρα ET 
1e [eaa f abf as (o rar tat, 


2 y.x x 
1366、 求 密度 均匀 的 椭 球 体 Dr rr SU 分 别 对 也 三 
个 坐标 轴 的 转动 惯量 . 

RI 利用 广义 福 面 坐标 变换 2=ar cos 9. y=brsin0, «cs, ERR 
雅 可 比 行列 式 |J | aber dr ag az, 椭 球 体 的 表达 式 变换 为 二? 一 1, 对 
EXE LIE 


1 [jen )dcdyds te fÑ af arf TP po (a? ο rd? 


-ao {as cos?0+ brsin? θ) 49 fe VIP àr 


α ὃ 


=a — a Tg ie Uy 


33. 重 积分 的 应 用 855 
ΓΕΑ! y Mika z Sites LR SUR 
Lx αδο(α3 -οα, L= αὖο (θα, 
1861. 求 密度 均匀 的 圆柱 体 a? καὶ, 0<z<h (a, 30) 
AUT z 轴 上 一 单位 质点 (0，0, c) 的 引力 ,其 中 6>0. 


ΓΒ} BEERE REA p (常数 ), 又 设 引 力 F=F,i+F,j+F,k, Β 
对 称 性 知道 F.=F,= 


μα ντ. + 


其 中 是 引力 常数 ,六 是 辣 柱 体 .利用 柱 面 从 标 代 换 <=rcos9， y=r sing, 


4-3, 则 


e 


ipeo) 
PSP. 
MEE e -e+ |ħ-e]|], 

1968. jui pA] SR +y (o? <a" 对 % 轴 上 单位 质点 
(0, 0, o) (c0) (3I 7. 

[ΒΕ] 设 球体 密度 为 p( 常 数 ) ,所 求 的 引力 F= F.i+F,j+F,k, BOUE 
ΜΕ FPES. 

F,= σος τοῦ i dz dy ds 

其 中 是 引力 常数 ，V 是 球体 。 利用 球面 坐标 变换 +=r cos9sing,， y= 


reinbsinp, s rcoso, BJ 


Feo [^ aof arf esee ap 


(re — 2reeosg) Š 


在 积分 ἫΝ rcosg-o)sing dp pG re reg — 2recoso, 则 
(roe — 2recosg) 


856 TRAGE ERA, ΗΑΡΟΥΡΙΜΗΤΕΣΗΣ 
al ᾗ [r-e os i 
Tux MI ατα” zrl- [ες] τες 4) 
Ὁ, r>, 
Ja 
-p το, 


由 此 可 得 , 当 ea 时 ， 


F,= pte È 


当 c<a 时 F,= -kpa ES rdr= -kp 488. 

[说 明 ] 由 上 面 的 解答 知 ，(1) 球体 对 空间 任意 一 μα LETT 
RÒ. GD 球体 对 球 外 任何 单位 质 ， λα τς (c 是 该 点 到 球 
心 的 距离)， 这 相当 于 球 的 质量 p Š =a 全 部 集中 于 球 心 时 对 该 点 的 引 
H. D 球体 对 球 内 任何 单位 贰 点 Seo, 


9 引 力 等 于 kp SOS np STET RW 
ν.μ 


5 的 那些 部 分 对 该 点 不 产生 引力 。 
84. 曲 线 积分 
(D 第 一 类 曲线 积分 
1909. 计算 下 列 第 一 类 曲线 积分 ， 
CD aaa O ο ya, o. y>0, 
@ | vas | 1vlas,c rh EBR 2 i =a, at 


@ (et) 0 是 以 (0, ο), G, ὁ), (L DAMANE 
角形 的 边界 
(8) P a? y) de, O EIL +y ams 


$4. 曲线 积分 857 


©) | avds, o im 25 + P = 1. emo, y. 


ΓΒ] (D) 利用 参数 方程 ，C 的 方程 是 z=acost, y=asint, 0<1< 
T dg — N/2 +y" di adt, 


à 
T 1f asint-adt=a?, 


ἜΜΕΛΕΝ 0 的 方程 是 y=V a? i Oc rca, ds Viry de 


TUE = ds, 


= 
° Nar 
D 由 对 称 性 立即 得 出 


fot. 
同样 , 由 对 称 性 以 及 本 题 (1) 得 
[ isla =a, 

Κο df, +f tf htm. 0 的 方程 是 y=0， 
Q«z«), ἀδ--ᾶς, b 
DW ο κ. 
Cs 的 方程 是 z=1, 0<y<1 ds=dy, 

f, ente faena S. 
σι ΕΕ yz, 0<z<1, ds V 245, 
Í. (z+ φάνε 223 ds 3, 


最 后 得 I=2+ M3. QM ο 
Φ Ief VEFE om [f. +f VEFE an. 
M σ ari 


OBERE y Vasa, 0s «a, 
NC 6. 


858 第 八 章 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


adr 


O WARR y - Vaz-z, 0<z<a, WEE 
em 


Ea κ τα F) as... caa. — x, 
Var Ey mae 
c B bom p I Jati va 

ο ο ae VEEE a, 


. aftu b mc ls 
5 18 [P =m 1. 


Lab αἲ tab δὲ 
3 a+b 


1970. 计算 下 列 第 一 类 曲线 积分 : 

G J tas O ο a? 5 3E ji ze ye 0 dl 
ΣΙΝ ΠΗ; 

(2) ua ο ο EP. e= P, ος 
t<i; 

(8) Í Gh od O RER occi, y=asinh s= 
bt, 0<1<2x=. 

DM) (D BOsiALC 关于 os y, RARA 所 以 


L: a= f ds = EZ 
I=| #as= τον ΕΣ ΠΡΙ ds 
ο. αλ 
(2) ds= να Ey" x5? di = VIH t dt (13-1) dt, 


54. 曲线 积分 859 


ME LET 


16: 
-fe .26V3 
epa arya- XA, 


(9) ds = να στη ES dt aT EE dt, 
+. [a ο ΝΟ ο vara 
svago (ots t=). 


18971. xil y In e fE 2— 24 M 2 z (052, <a) 之 间 的 
质量 ， 已 知 曲线 在 每 一 点 的 密度 与 该 点 横 坐 标的 平方 成 正比 , 
UR] ER pmke, k>0 为 一 确定 的 常数 ， 有 
maf ps, 


== 
ds= Xm de, 


Som-k r αν Trëde=LLI0+ 293 - (+e, 


1972. 设 曲线 O 的 方程 是 z=a, y=at, s= τ aP (ie, 
a>0)， 在 点 (z， 5) 处 密度 ϱ- | 5, RARO 的 质量 。 


[R] m =f pès deca v/ TEE dt, 
ο... [ωντερ at -T$0/3 2 -1) 


1979. 求 均匀 曲线 r= cost, y--e'sint, z—e', 一 co<t<0 
的 重心 (zo, yo 5ο) ( 设 密度 p=1). 
[R] dav Fy F dt ied, 
m=f, cs =f s ed=v3, 


860 第 八 章 ” 重 积 分 、 曲 线 积 分 和 曲面 积分 
αν. sanf, Etcost VB et dt 
«f. emeost a= lim J5 Qreost-esin 9) ||" = $ 


ο nt mu [ ο 


o , 
-[ sintar= lim [5 Bsn- |=- 
μα AME la 


5. 
οσα Pe |.” AS eti =f ra < 
1914. κ ΜΙΛΕΡ HER p= 1, ERA a) 对 位 于 其 中 


心 的 单位 质点 的 引力 . 

ΓΒ] 将 坐标 硕 点 置 于 圆 的 中 心 , 并且 该 半 
UN; DEUS, 381379 ΕΕ FJ. BUS. 
称 性 得 Fe=0， 而 

DEUM snt às, 
(& 是 引力 常数 ) ,利用 参数 方程 , SERERE za cost, y=asint, 0<i<%, 
ds=adt, 


5. p =k eintátes2, 
” ajo a 


1976. 一 单位 质量 的 点 与 一 无 穷 的 均匀 直线 QE E o D 
的 距离 为 %， 求 直线 对 该 点 的 引力 
ΓΒ; 将 直线 作为 = 轴 , 质 点 位 于 4 5h E, 3550978 Pei 十 Ps 由 对 种 
性 得 Fes 0, 而 
p=, | 522. ἂν 


: a 
Rih de=dz, toc, sin0= 一 J 
dz n m 


ni 
a F sel eT E) η SERE kze 


84. 曲线 积分 861 


(2) 第 二 类 曲线 积分 
1976. 计算 下 列 第 二 类 曲线 积分 : 
D J (ede Gv, O JJI 2? y - a? WEE B] (BJ 
逆 时 针 方向 ); 
@ | wasata, 0 是 上 半 精 图 周 re -ᾱ y>0, W 
顺 时 针 方 向 ; 
(8) | G— idc 2ydy, O SEXE y-a", (20), 方向 
从 (0 OAC, 1); 
@ f, (rade hy, 0 是 lzj<l |v|<1 03 
界 , 沿 正 向 ; 
© | Gerasa y), ο [1a], 
0<wz<2, 方向 从 (0, 0) 到 《2,0)。 
UM] (D 利用 参数 方程 ，C 的 方程 是 z=acost, y=asint, tA OR 
化 到 ὅπ, 
^ NEZ 
mfy T-a? (eost ο +a? eost —sint) cost]dt 
=at Í” (cost -2costsint sin?) di=0, 
(2) 利用 参数 方程 0 的 方程 是 z=a cost, y=bsint, tM 346810. 
τὰ J art κο i (— ο ση 


=f sin? tdt —a?b M cos tdt tut? sit tte t aa, 
° o ñ 


863 第 八 章 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


@ [ (7? det 2ay ay= f. pude Arum 


--- Ε΄ κ ο 


Ὀ 2n41 3n Ag 
O ΚΣ ΜΜΕ tras 
ΠΤ io 
=h+ls+ls+I 
4 的 方程 是 y= 一 lz 从 — 138468] 1, dy=0, e 
L 2 C, x 
+ hafi r=. 
= €i 
Gs 的 方程 是 == ll yA —1 3468] 1, ἀσ--0, š 


^ Lef’, Qt)ay=2 +š. 
0a 的 方程 是 y= 1, z 从 1 变化 到 —1, dy=0, 
ΠΝ 
C4 的 方程 是 z= 一],y 从 1 变化 到 一 1 dz=0, 
e ον ο 
I=h+b+B+Lh=4. 
@) I=] (tdrt at -mw 站 +f eva 
Gy dye LT, » 
Ci HARE y, z LO 变化 到 1 


κο 
C, BIER y 2-2, z JX 1 3846812, el =< 
^ rf i (2-2)? @- 23) iz P 
由 此 得 I=h+h=3. 
[说 明 ] 第 (区 题 亦 可 用 格林 公式 计算 , L3 13968. 


$4. 曲线 积分 863 


1977. 计算 曲线 积分 I=],2 way, πιο 2 31 (D 


连结 (0, 0), (ο, 1), (1, 1) 的 折线 ，(2) 直线 y=z; (8) XHA 
A yos (4) 连结 (0, 0)，(1, 0), (1, 1) 的 折线 , 方向 都 是 
由 (0 0) 到 (1, 1). 


^t ὦ Te fe 22g22— ay 
=- 仆 +f, Jeva άν 
C4 的 方程 是 z=0, y 由 0 变化 到 1, dz 0, 
- f: 21y dz - a*dy-0, 
Co 的 方程 是 y= 1, z 由 0 变化 到 1 dy-0, 


1 
n f aryar-edy=| 2rdr= 
E n zy dx — a? dy fara 1 


这 样 便 得 到 了 =]。 
3) HHR yz, ?从 0 变化 到 1, dy dz, 


B 1» f, 22g 42 κ. 
1 
-[οαε-ς. 
(8) 24Η v= 22, = 从 0 变化 到 1 dy 32^ dz, 


B 1" far κ κ. 


- -[5 一条. 
( r= f 2y assayed f. +Í. ]βονᾶε--αξῷ, 
4 的 方程 是 y=0, 2 从 0 变化 到 1 dy=0, 
B | 648 — in. 
由 的 方程 是 xz= 1 y 从 0 变化 到 了 deco, 


864 第 八 章 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


: f, mre rm - e 1 
这 样 便 得 到 1= 一 工 
1908. 证 明 不 等 式 | | Paz+Qay «Mz, qoe LA o 
RSS, M= σσ ος 
等 式 估计 
E dz —vdy 
ο ton 
Os RAM cs RP, ΛΕΡ lim De 0, 
ΠΕ] ERER (ar by) «s (a+b) (4) f 
laz t by| « Vatt V+ 
5 PdetQay| «V PUE QV dz dy 


这 样 便 得 到 
|[, pira f, vao Va ra su| vara 
arf intr, 
估计 积分 za 如 下 : 
pua LEE. m 


Vx GIVE 
利用 参数 方程 5= Reost, y- Raint, 则 
R: 1 
2 LÀ sh κ 
P+ ent Eae sin Dj 


H - 
^ M= max a στ T 


又 Ca 的 弧 长 是 2xB, 故 
ial se aR-ÍR = 
由 此 可 得 ji Ta=0, 


54. 曲线 积分 865 


1979. 求 质量 为 m 的 质点 从 位 置 An y, ει) 位 移 到 位 置 
B(zs, go, εὐ) 时 由 重力 所 作 的 功 ( 设 z 轴 方 向 是 垂直 向 上 的 ). 

ΓΒ] 设 质点 由 和 4 沿 任 一 路 径 C RBR, RUSO] F=F4+Fj+ 
F,k= —mgk, g 是 重力 加 速度 。 所 以 由 重力 产生 的 
= I š 


B 


Waf Pas=-| mp dem -mg f as 
= -mg (s= n), 
【说 明 ]】 上 式 表明 :重力 所 产生 的 功 仅 与 质点 位 移 的 高 度 有 关 , 而 与 所 
沿 的 路 径 无 关 ,也 与 质点 的 α 坐标 , y 坐标 无 关 。 


1880， 已 知 一 引力 场 ， 在 点 (e, y z) 处 方 的 方向 向 着 坐标 


点 由 位 置 4(z ys 各) 位 移 到 位 置 B(as, Yo za) 时 (不 通过 原 
点 ) 力 场所 作 的 功 . 
ΓΗ] 已 知 力 的 单位 方向 是 - (Lee +Z κ), edo 所 
(a>0 是 一 确定 的 常数 ), 则 
ο ο. 
设 质点 由 4 沿 任 -路 径 @ 位 移 到 B， 则 力 场所 作 的 功 为 ; 
We f, ede -ᾱ[ -5 tne re Ra 


不 叭 获得 q1)- ede, 


τ 


1 Y» 1i 1 
πο Κος ο 
其 中 ram VAAT, r= siri, DEDE 4，B 两 点 到 原点 匆 
ΣΕΝ. 
[说 明 ] 上 式 表示 所 作 之 功 仅 与 A, Β 两 点 到 原点 的 距离 有 关 , 而 与 所 
沿路 径 无 关 . 


1381、 安 倍 环 路 定律 。 电流 工 通过 一 根 直 导 线 , 在 垂直 于 导 


E c 


866 ENE 重 积 分 、 曲 线 积分 和 曲 而 积分 


线 的 平面 x 上 产生 磁场 B, 设 导线 与 平面 x 的 交点 为 0， 证 明 
RR B EUR O 的 环 量 | Bde - 421 (其 中 0 的 中 心 是 0, 半 
2 
198. 4， 逆 时 针 方 向 ). ᾱ-η 
[证 ] 坐标 的 安置 如 图 所 示 。 由 物理 学 知 (49 fe. 
道 ， 在 点 Ptz, υ) ΑΗ B noi), r= d 
VEM. PDN P BIO QUEUE. BEDAE 
X3 OP, BJ RER], FL B yB rp = 一 也 t+ 之 j, 由 此 得 
B-J yita, 
f poison f na dy. 
利用 参数 方程 ，z=acost, y=asint, t 从 0 变化 到 2r， 这 时 =a, 
Í B-ds καν (cos? t sin? t) di= ἀπ], 
E ος 
[说 明 ] 上 式 表明 RAA O 的 环 量 与 四周 移 半 经 无 关 , 仅 与 电流 强度 
工 有 关 ， 更 一 般 的 结论 见 第 1403 题 。 


$86. 曲面 积分 
(D 第 一 类 曲面 积分 


1982， 求 絮 旋 而 2=wucosv, y-usinv, z-ev } +y’ =a, 
270, z= ἀπο 所 割 的 面积 . 
[Β] (Gu Yu κ) = (coe v, sino, 0), 

(G Yor 8.) = (—u sin o, u cosv, c), 
E=cov+sin?v=1, F=0, 
G=u?sinv + u cos ?v 1-οἳ =u? + οἵ, 
dS — / EG — Fš du do VW +e? du do, 


4- jas. D ((u, v) jO«u«a, 0«v«4a), 


85. ΗΠΑ 867 


$ Am [Caf VEFE οσα οσο 
1383. K IE RR EI 27-127 —4, 290 介 于 圆柱 面 z2+ = 
工 内 的 面积 . 

[ 解 一 1 上 半球 面 方程 是 


s= ATI. = n = 
v = = "J 


4S= V IFA Tds du = 2 
T^ VE 


A» [fis p=te 9 1t. 
IRR E fS 
af ( ἀσὰ fire 3 
4=2| Z 7 ατα ο s i-o. 
UNIO 利用 参数 方程 .上 半球 的 方程 为 z=2sinpcosb,g= 2sinpsing, 
ze 2cosg，0<g<2z， 0«o« 5, Aty =1 所 截 的 球面 方程 同上 , 但 


0«o« eo Jtrtising 3, Bl po= T 
(zs, Ye, 2) = (—2sin psing, 2singeosb, 0), 

(5... Mos 15) = (2eosgcos 0, 2ospsin0, —2sing), 
E=4sin?p, F0, G4, 

S= V EG F3 ἀθάρ-- Asin o ἀθ ἂρ, 


% ΡΠ fino ao a 
t 


一 -8rcosg |,=se-v5)=， 


1984. 求 两 柱 面 z +z -α", yh ez af (a7 0) RETE 5348 F 9 
面积 . 


R] 所 求 面 积 为 图 中 阴影 面积 的 16 倍 ， 阴 影 部 分 的 曲面 方程 为 s= 
Vaa . 它 在 z0y 平面 上 的 投影 区 域 


868 EAE 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 


D={(z, y) |O&ysz. 0<z=<a). 


== P 


SM; 
Μα ας 


dS- V τς dzy = mem dzdy 
ada dy 


re 


4 Aes fasuase f gigh armies - vr ois 
1886. 求 在 球面 坐标 7,，9，9 表示 下 的 曲面 面积 ， 设 曲面 的 
Ji RU r= r(0, p), O, φ) CD, 
WI 因为 球面 举 标 与 直角 坐标 的 关系 式 为 
2 r8inpcosÓ, y=reingsinO, s=rcosp, 
所 以 上 述 曲面 的 参数 方程 为 
aer (9. o singeosQ, y=r (9, φ)εϊαφείηθ, s=r (0, p)cosp, 
(0, €D. 这 时 有 
(ao, jo, 6ο) = ( (racos —r sin0)sing, (resin &-r cosO)sin, τοθοθφ)», 
(ps Yor 29) = ((ro Sing 4-rcosg)cosÓ, (rosin p--rcosp)sin6, 
rocosp—r Sing), 
ο  E=r,trein ο. G=rto+r, 
d8= VEGF? d0dp - V tr ein! p + rs .rd dp, 
A= fas = [[ vierte -ν asap, 


2 


1986. RAMi (+y +z) - a (2^ — ^) (a>0) 的 面积 . 
[R] 作 球 面 坐标 代 换 z=?singpcos9, y=rsinpsinf, s=rcosp, [| 
闭 曲面 的 方程 为 
r?=a?sin?pcos?29, BJ r-asing/cos20, 
Ba 
4 


— VD, r= - EE, 


= = ἔπ 
Amos, D ar «c-r. 


85. d m B 4 869 


d$ (FE rEsii gk rirdódp- 2599. , 9d, 
cos 28 
-αθεϊηῦφ ἀθ ἀφ, 


D ae [[as=e ° afr spao = à 
b = Saj 


243 
z^ 


1887. iyi 3i gus T= f f(a + voas, sn 


2—2— (z*-y?), £20, 
[ 解 ] dS = V Τσε το drdy 9 VIFA Ty da dy, 
^ 1» f[ + V EFE" da dy, 
paq; 9) |+ «2). 
利用 极 坐标 变换 ,得 
1 =f uf? riti rdr (4 419 


-L('e(ivirsa-18 
σαι adfici 30 7 


1968. 计算 第 一 类 曲面 积分 1 一 | Varas, S ΑΗ 


s 

ο) y'en RR?、 并 给 出 这 一 积分 的 物理 解释 . 

[ 解 一 ] 利用 参数 方程 ， 球 面 8 的 方程 为 
am Bsingoos0, y= Rsin osin8, s= Rcosp, 0840<2x, 0« pw, 
ἈΝ (ze Yor δὲ 
(zo Yo» ze) = (7 Rsingsing, Rsingcos0, 0), 
E=, F=0, G= Rsin?g, 
dS=V EG — Fz dg d9= R° sing dpd6, 
Mz y -Rsino 


(Rcospcos9, Reospsinó, — Rsing), 


5 Loef af sin p aposto, 
其 物理 解释 是 : 如 果 视 o= να εν 是 球面 3 上 点 (z, y, ο) 的 密度 , N 


870 FAE 重 积分 、 有 曲线 积分 和 曲面 积分 


上 述 积分 表示 六 的 质量 . 
[ 解 二 ] 利用 直角 坐标 . 设 8 是 S 的 上 半 面 , 即 So 的 方程 是 
ΧΗ 


那么 由 对 称 性 ， 
122|| Va*vv aS, 
fem 
其 中 dS o FAF ἀπ άν = R dzdy, 所 以 


VE 
ας 


dzdy, 
VR- (ahy) K 


D=((z, y) |z* +< E, 
利用 极 坚 标 变换 ,得 


I= DN ΠΝ 
1989. πανω +°), 620 的 重心 (zo, yo, 
so)( 设 密度 p 1). 
ΓΒ] 由 对 称 性 知道 mw= 加 =0.， 又 


[μας 
JJ: 
而 [as = ff ΜΕΝ ΝΤ 
ü Ea 
[-”- ff [2 (zty) VIT AZ Γή: dzdy 


23 


rdrea? RS 


， 其 中 dS= liami dedy, 


-fref^ (2-19) VIF rir (li r=) 
° 


a 
= 让 


BAPE: i 
^ παρ. 


$5. 曲面 积分 871 


1990. 求 均匀 球面 对 一 单位 质点 的 引力 ( 设 此 点 不 在 球面 上 ， 
并 且 球 而 的 密度 ϱ- 1), 


UR) 选取 直角 患 标 , 球 心 是 项 点 ， 单 位 质点 在 s 轴 


(0,0. Zo) 
ο αν ο” 
球面 对 该 点 的 引力 F= (F,, Fy Ε)) .由 对 称 注 知 :一 
Εν--0, 而 s 
ο. dS 35Η) 
利用 球面 内 


换 z= ftsinpeocg, ye Rsingsin8, z- Rcosp, 0<0< 
S= ΒΘ βἰη φάθ dp 
- ας 


= R'sinodp, 
90079 (RH ead - 9 το οσα φ) 3 


2x, 0<y 


4 R'pd-2Rnosp-?, αἱ p i sinpdps 高 dt, 


Reosp—%m= 


,pk (nn 
wh de 
0, ΕΤ 
十 icm utu 
[说 明 ] .上 面 的 计算 结果 表明 : 当 质点 在 球 的 内 部 时 , 球面 对 该 点 的 引 
力 为 0; 当 质 点 在 球 的 外 部 时, 球面 对 该 点 的 引力 等 效 于 球面 的 质量 ( 它 等 
于 daR?) 全 部 集中 于 球 心 0, 点 0 对 该 点 的 引力 。 


Q paine 

1991. 计算 第 二 类 曲面 积分 [aya + aan dedy, 8 
是 球面 —————— rA: 
UK] am [oae rs ma LERT S aaa a, w 
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们 的 方程 分 别 是 
Ss s=ce+ VR- (s=a)2— yb), 
Sx s=c- VR- (z-a)1- (g-0)?, 


* ή ed 人 wet ^ dady, 


其 中 5, 是 上 侧 , Si 是 下 出 ,所 以 
[μας v= fi HV (y 9) Y dzdy 
í 


"Je - vere a aj (y 5)" V dady 
a VE aerae, 


Dez, y)|(z-a)*t (y-b)*« BP). F) ΠΒ ft sË PR Ç R z=a+r cos0, 
s=b+r sin, 则 


ή ο) dzdym ο ao Ree dr = $ xo R, 
由 对 称 性 , 同样 可 得 
{5ω5 =$ παν, apa S sore, 
- [| 29 as enit S a RP (a+b+o), 
a 
[说 明 ] 化 题 可 利用 高 斯 公式 计算 , R 140* 题 。 
1802. 计算 第 二 类 曲面 积分 {{α-48.1141 a= nis, 
|) 5 
B J H S. M S, 组 成 , 如 图 所 示 。 


[ 解 ] |5 sas [fortunata 


+ays dz dy 


85. 曲面 积分 873 


ῄ aye ἂν de zys de dz + aya dz ἂν E dzdy 


3 X 


- =ef = ab, 
J ezydz dy eft ads [vay z a, 
ον 


f ays dy de zys ds dz +-zys de w= [Jere da. 
-- Ii bzsdedz= -b [° ade f ede bat 
b, 


š ffeas- E (b—e), 
E 


1893. 计算 | [e + Day ar-rydsar+ da dy, S IUS O, 
0, ο), (1, 0, 0), (0,2, 0), (0, 0, 1) 的 四 面体 的 表面， 积分 
BNN. 


UR) 将 四 面体 的 表面 划分 为 四 片 : 0B4， 
00B, OAC, ABC, 那么 


{ (2-4 1)dyds +u de dz+ da dy 
^ 
-J dzdy= - a 
= ry 
(Dami (2, u) |0SyS1- z, 0«2«1)) 
doe 1 
«μὲ 


[| enne tnm || omes 


ος J dyds (Dy,=((v, £) |0<Sz<1-y, 0&y«1) 


| 
-faf am, 


[| ertet tem [f vazar=o (I νο,” 
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平面 ABC 的 方程 是 z+y+s==1。 X 
Hi enam [Í (L- y- £1 dydz 
"shaft" Q-y- -24-2, 
|... fe- z- dde fi ul ü-a-2 dee. 


ferf FP 
最 后 得 人 
[说 明 ] 此 题 可 以 用 高 斯 公式 计算 , 参见 第 4048. 
1994. 计算 ww SJ EROR Doe ol, 
z20, BUTS HM. 
[ 解 将 8 划分 为 前 半 片 8 和 后 半 片 Sa， 它 们 的 方程 分 别 是 
Sz Mu uA Susa PRU ANA 
` [joa fj ote | 4? dy ds, 
$s 5, 
其 中 积分 沿 的 前 侧 , 沿 δι AUN, dic 
fj? dy un [fo -L) avas, 
άν Delo | re es >o], SIR Stt um iren 


#=ersin0, 得 : 
fj? dy dee [raf (rr d=} p 


ο 


αρ E ual παϑδο, 
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J dy de watbe, 


1995. 高 斯 定律 。 证 明 由 点 电荷 g 产生 的 静电 场 召 通 过 以 
点 电荷 为 中 心 的 球面 8 的 通 量 f [E48 - 4s. 
DE) 设 点 电荷 在 原点 O， 空 间 任 一 点 M(z,， y, z) XE LS E= 


dero 其 中 7 是 0 下 上 的 单位 向 量 ,7 是 点 到 原点 0 的 距离 ， 设 球 
WS 的 半径 为 R, S 上 的 通 量 是 


2= 站 .as Gas “939 
因为 在 球面 了 上 如 的 方向 与 4S 的 方向 一 致 , 故 


E-dS= lBlds= -f 45, 


> --[[6 48-45 (ο [5 ALS 的 面积 ) 


[UH] 上述 结果 表明 ， 通 量 与 球面 的 半径 无 关 ， 仅 与 点 电荷 8 有 
关 、 更 一 般 的 结论 见 第 1408 ΒΒ, 


$6. 格林 公式 、 高 斯 公式 ,斯 托 克 斯 公式 .向 量 分 析 


1896. 计算 | Gaye + (do, O 是正 方形 lz| t, 


ys 工 的 边界 , 逆 时 针 方向 . 
ΓΒ] 利用 格林 公式 ,有 


Je tandet atriy ffa -aded 


ο. 
[说 明 ] 直接 计算 上 述 积分 , 见 第 1376(4) ΑἹ. 
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1397. 计算 | (34s (2y - α)ὰν, O SIR SS 
=1, 逆 时 针 方向 . 
UR) 利用 格林 公式 ,有 
(32) de (2y ο —2xab, 


1808. jt | αν!άν-ανσε, OJE LEBER etra 
9»0. ΙΑΝ ΒΩ, 0) 到 Α(-1, 0), 


[ 解 ] 连接 AB, ΙΕ ARB, 则 由 格林 
公式 得 


fni “oyster 
= aif snam ο 


D dv - ανω ts [ 2 dy — 2^ 
- [s sydr= ata [né dy - αψάς, 


a Bx 


而 J; zy ἂν --α νάνο. — (7 y=0), 
a fia- dae i ata, 
1999. 设 O J& E2EBUS 2^ y^-1, y>0, 方向 从 4(1, 0) 到 
B(-1, 0)， 证 明 对 任何 连续 可 微 函 数 p(z) πι ψίώ), 有 
f, te (2 οκ d. 
UE) GER AB, ο. 
公式 得 : 
|. Un de e C02) 349 


E 


ul ο z, 


$6. 格林 公式 、 高 斯 公式 \ 斯 托 克 斯 公式 \ 向 量 分 析 στ 


+ f To) cae Dee) Jay 
μι ο ο 
μπαμ 

Wo (toto ο liyt f padam 35 =. 


1400. 设 0 为 连接 点 4(0, ο) 和 点 B(0, d) (ecd) 的 任 一 逐 
段 光滑 曲线 ,方向 由 4 到 也， 它 和 线段 4B 所 图 图形 的 面积 为 
A, Xi p(y) 是 连续 可 微 函数 ， 计 算 


Jute ο ο tof (We mdy, 


UR) 连接 B4, 方向 从 如 到 A, 由 格林 公式 得 


Ji 
μ.ο et -my)dz [p (9) e° —m)dy B 
"(fee --φ' (4) ο 4 m) dzdy c 
A| 
ο x 


=m [fist ma. 


+. f ioe mitte (et may 
nA [Pe miis (o! (9) -mdy 
mA - | 0 De- may 
cma- f (dis (may 
=m(A+c-d)+o(a) --φ(ο). 


MOL. 设 本 数 v BEBEK, IE dum 2 D ERI 
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9 po- LI u^ Ὅλο z dy 


+Í v 25 as, 


其 中 〇 是 区 域 刀 的 边界 ,由 逐 段 光滑 的 曲线 组 成 ， ΕΗ Aud 
0 的 外 法 向 ”的 方向 导数 ，O 的 方向 (对 也 ) 是 正 向 ; 
ôu 
Ὁ 人 mw- 全 de, 


(3 fea- vdu)dz dy -| v #- Ἢ 2a. 


[分 析 】 将 第- ABARA | oE asta 为 第 
二 类 曲线 积分 ， 再 利用 格林 公 趟 化 为 也 内 的 二 重 


Bu. 
DEJ (D 记 + 是 0 的 切线 方向 ,那么 T 
4 =cos(7, z) = -os y), a 
H enin, y) =cos(n, z), 
则 
[535 ο, (z cos(a, 2) +2 cos (n, 9 λε 
κα” gu mon 
由 格林 公式 ,得 
ο e pn 
[onm ος = x Aem. 
这 样 便 证 明了 (DD)。 


(2) 在 (中 特别 令 = 工 即 得 
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f[ aim [27 ds 
Ἢ ΤΟ; 
e. 7 N 
1402. RAP 了 是 由 逐 段 光滑 闭 曲 线 O 围 成 ， 证 明 刀 的 面 
m 


A= | yds, 
并 由 此 计算 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 . 
(D 星 形 线 2=acos?t, y=asin3t(0<t<2r，a>0); 
(2) WERE αὖ γι) -3azy, (α 0). HR: Συ -ία, 
[证 ] 利用 格林 公式 
Jt visu ff mas ama (fastu ta, 


Ae d [ niu -vas 
再 由 此 公式 计算 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 ; 
o 4| a= ydr 
ΚΙΝ (a cos? -3a sin?tcos t +a sin? t- 3a cos? t ein t) df 


κα ο κ. ο 
37, ° 
-o6e(£-.3..2)-3 
ο ο) 
(2) 令 Y=tz， 代 入 方程 得 
€ 


[EIUS 
形 线 的 参数 方程 ， 当 + 从 0 变化 到 十 <。 时 ， 


相应 的 图 形 正好 是 第 一 象限 内 的 闭 曲线 ,方向 
是 逆 时 针 方向 ,所 以 
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£ 1 
As | za-yas= 二 | zdl) -yds 


=. 1 一 = 1 
3 [ran zdi) 2 Ef n8 


= 1 [*” ο i Ye 3 
T] TT «C ==) 27^ 


1408， 安 倍 环 路 定律 。 电流 通过 一 根 直 导线 , 在 季 直 于 导 
线 的 平面 = 上 产生 磁场 B, 设 导线 与 平面 < 的 交点 为 0， 证 明 
ο το 的 环 量 | Bde =4rT( 其 中 0 
在 0 所 图 区 域 的 内 部 ). 


ΓΕ] 坐标 设置 如 图 所 示 ， 设 0' 是 以 0 为 中 心 的 圆周 , 顺 时 针 方向 , 并 
RC 在 C 所 围 区 域 的 内 部 。 又 设 刀 是 以 C 


和 0 为 边界 的 区 域 ，B= 2L(-vitzp, X 


中 (z, y) 是 平面 上任 一 点 ( 非 原点 )， 
[EET 
由 格林 公式 ,有 


ree manu BS-AC) 


EY ο ταὶ dy- 
af FT NI τέτόπολοόν-ο, 


= 
š 
£ 


由 第 1381 题 知道 


[ .aaa- _ “rt, 
所 以 f oti. 


DEO ΗΡΩΕΣ | pas 与 C 无 关 , 仅 与 电流 了 有 关 。 
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1404. 计算 曲面 积分 erevart yar ds+zdzdy, 是 球面 


(z—2)*- (u—)*+ (z- 0? = R°, 沿 外 侧 . 
UNO 利用 高 斯 公式 ， 
17 ff aye vo ας ἀπ ert dn to [|| (22 2) andy, 


$ v 


作 代 换 *=a+u, y=b4v, z=c+u, 则 


1-3 {{ (a-Fb-Fc-Lu- ow) du ἂν do 


ti 


E (a-Fb-c) du do duse δ (a+ 1ο) eB 


md 


[说 明 ] 直接 计算 上 述 积 分 参见 第 1391 题 . 
1405. 1:3 (fGee Dayton yasa qasay, 8 是 由 顶点 为 
à 


(0, 0, 0), Ω. 0, 0), (9, 1, 0), (0, 0, 1) 的 四 面体 的 表面 , 积 
分 沿 外 侧 . 


[ 解 】 利用 高斯 公式 ,有 : 
Πω avas drae+asay 1 
; 
-[ίατ1-ο) dzdyds 
y 51 
afar uf tn d. t 


[说 明 ] 直接 计算 上 述 积分 参见 第 1393 题 . 
1406. 计算 [|a e cos os a8, S 是 锥 而 ο) 


G 
^2, 0<z<h, cosa, cos B, cosy J& S. Γἰξ[ῃ {8711 435, 
3$ H cos y «0, 

[ 解 ] 作 平 面 s=h, 它 和 锥 面 所 围 的 空间 记 为 了 7。 的 边界 由 仿 和 So 
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组 成 , So 的 法 向 朝 上 .由 高 斯 公式 : 2| 


1- ff (a? cosa +y? cos -+3 cosy) dS (19 
E 


EE x 
A 
Ë h 


X ji (a? cosa coss cosy) dS = [jet 
ή e 


- ff 1} dzdyezM, 


nien 


4 ff etes d yhcos- eos) S o SM aite - Ent, 
J z 


1407. jk 8 是 光滑 的 闭 曲 面 , { 是 一 个 固定 的 方向 ,证 明 
[ρου σα, Das-o 


d 


Hop n JE ii S 的 外 法 向 . 


LEE) itn Rb 897715] 322) AE cosa, cos8, cosy 和 cosas. cosBo, 
2080, do, Bo, "yo 是 常数 ， 则 
cos (n, I) «cosa cos αρ -- cos 8 cos βρ-1-008γ COS yo, 


ffs nas = [J esse ουν αν cos os Bs con cosy 48, 
4 4 


利用 高 斯 公式 , 有 
Jee, »as- fff(2- esa o. La cos )dzdy ds 


[ο dzdyds-0, 


1408， 高 斯 定律 . 证 明 点 电荷 8 产生 的 静电 场 P 8 dE 
.光滑 闭 曲面 8( 点 电荷 在 此 曲面 所 国 的 区 域内 ) 的 通 量 
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[16-48--πα. 

ri : 

[证 ] 设 点 电荷 在 原点 0, So 是 任 一 球面 , 球 心 为 0; 法 方向 朝向 点 0， 

并 且 S 24: SAAE KRA. KEKR DR 

边界 由 8 和 SAR. ZEA (z, y, ) 处 
的 电场 

E= rue —À 4 y Gi yj iet), 

4 (ye)? 


由 高 斯 定理 ,有 


ffe [rese ο 


3, Ld 
a. 
Gib rm EE) 

s feces - - ffecas. 


š, 


由 第 1395 题 知道 : 
JJ s=. B fessum. 

[说 明 ] 这 一 结 果 表 明 通 量 与 曲面 天 关公 与 电荷 9 ΕΧ, 

1409. ΥΠ | (idee (0 er)dy GP ay)da, O AR 
dis a — cos, y - asinó, uL). 0<g<2r， 方 向 自 4(w， 
0, 0) 到 B(a, 0, A). 


[R] 连接 ΑΒ, DPR BE) A, C 和 BZ 构成 il 
一 条 团 曲 线 .利用 斯 托 克 斯 公式 , 有 τ " 
{ (22 — ys) dz (P — 22) dy-- (£ — zy) ds | 5 
p271 4 
dyd? dsds dsdy 


-[Π-6. 2 2 |=[f0dydz+0dzdr+0dzdy=0 
J o Oy ws ρω 


-y yss αἲ- 
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B | omine ed P de 
-f (Gi? — yr) dz (f! — sz) dy+ (53-- 29)da. 
- SN (3 -ay)ds- -f a=, 
1410. 计算 ast (c-a)dy+ Ge, 0 Ri αἳ 
+= a, λα. (a70, 1320) 的 交 线 ， 其 方向 如 图 
KR. 
[ 解 】 交 线 @ EPEHA 


LERA C 所 围 的 区 域 为 D， 其 法 方向 与 z 轴 的 
夹 角 为 锐角 ， 由 斯 托 克 斯 公式 ,有 


J rods mde oye 


| ods ἀεὰν dedy 


| ERO e. = -aart teas entm 
M| os Ὃν 
y-s s-s c-y| 


后 一 积分 等 于 D 在 三 个 坐标 平面 上 投影 面积 之 和 ， 设 DD 的 面积 为 4， 
cosa, cosB, cosy 是 D 的 法 方向 余弦 ,那么 
[avas yas ἂν «άν ἂν A (eosa eos +cosy) 


E 


而 也 的 面积 4 = m ΨΩΕΣ ( 棋 贺 的 面积 )， 


(cosa, cos B, esp (Tr 9, m) 


ΑΚ ο... 


1411. 计算 | ode (dy tyde, O k ΕΜΑΒΙΑ” Et 


ama, c0 BEER ar-a’ =y ER. REA ΕΙΔΗ, 
O 的 方向 与 球面 的 方向 服从 右手 法 则 、 
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ΓΒ} 利用 斯 托 克 斯 公式 ,有 
dyds dsdz dvdy 


£ zdz4- @*59+va=[f| 2 $ . £ 
z sts y 


-f= ή dz a= o, 


1412. 设 f(t) 连续 可 微 , O 是 任 一 逐 段 光 滑 的 曲线 , 求 
fenem euer) c2. 
Π Paf), Qf Gr yn), WJ 
ο... 

n f. Pas+Qay= [ f) (2^7 dz y? dy) =0, 
1413. 下列 微分 天 达 式 何者 是 全 微分 ,并 求 其 原画 数 ， 
(1) e'cos ydz — e? sin v dy, 

(9) Gey + δάση. Qo - 60g - 4) dg 
(8) (atg 二 edz+ (Βαγ'-- dy, 
[ 解 ] G) W P=e'cosv, Q= —e"siny, 因为 
"e" 
ΕἼ EZ 
上 所以 Pdz+Qay 是 全 微分 , 其 原 函 数 w(z, y) 是 
μία, y) f, Pe, 0224 "qiz, Wiy+0 
=f eraz- fi esinydy +0 
mettet eos y - +0 =c" cosy +0, 
(2) à Petry- 3y +5, Q=3rfy —6zy — 4, 因为 
P -29 
和 
NE PdskQdy RA SU, RAAM u (o, y) 是 
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κα WD =f Pe, Dare f qi Way+0 


=f; 5ar+ fry - 6n - aue 
ME 
Ὁ ο ROS 
2 case, oap, Ead, 


E os own 
BDI Paz +Q dy 不 是 全 微分 、 


1414. 计算 | 00 m. Jtt O JE — ΑΡΜΑ ALI 3E 
Boo Dri AR. 
[81 ἃλ--πἴπ Q= 


Lj BS (z, y) (0, 0) BP, 


΄ ΔΕ. ”0 
i Ὃν πέψη, ow" 
MA: 
(1) 28 C 所 围 区 域 的 内 部 不 含有 原点 时 
j zdw-udr 0 
e ry $ 


(2) 当 C 所 围 区 域 的 内 部 含有 原点 0 时 ， 又 若 6 Bast HOSTAL URL N 
0 一 图 (如 图 )， 设 Co 是 以 0 为 中 心 以 某 正 数 4 为 
半径 的 贺 周 ,方向 是 硕 时 针 , 区 域 D 的 边界 由 0 和 
Co 组 成 、 则 由 格林 公式 有 


jz dz+Q dy +f, Pared 


-gjeo 


- fe dz +Q dy. 


利用 参数 方程 ,Co 的 方程 是 =a cost, 
ο μμ πως ου 
k wy —— J. Tuy f: ——— 4 


fat 
a 
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由 此 可 知 ， 当 台所 围 区 域内 部 含有 涯 点 O, C Bata ΙΑ Pt C m 
TB, 护 闫 时 针 方向 绕 原点 m ΒΒ, 那么 


zdu yds 
J === 2mm nar (m n), 


1416. ia b KEEPER PU TI CRI, p 是 连续 可 微 的 数 
量 场 , 求 : 
G) V+ ga) (Bl div(pa)); (2) V- (ax b) (Bp div(ax5)); 
(8) V-(Vg) (HJ div grado). 
DR] Q) iacaiajtak, RI 
V: (pa) =V- (pai φαν) t pask) 


-δίφαι) 4 Alom . Alpan 
r: ΠῚ 
ΠΗ 入 i «δὲ eg 558. pa, 28 
=o ( 224 2a 2) στων 
(= zx ) Peace 2B ag ον ag 


=p(V'a) A a, 
(2) 设 a 同 (1), b=bi+ b+ bak, Mj 


i j k 

axb=|a as as|= (a:bs—asb:) i+ (asb; — αιδε) j+ (aba ab) k, 
ὃν ba A 

-. V- (axb) τς (asb - asb) + 高 (asb ib) +2 (a agb) 


ο πο yen αὶ 


2! E 

a; 2b». 

Ἔ ( δὲ ὂν 
b b b a a a3 
=|& 2 ἴθ. 7 2 2 
2: y δε] jor cv ë 
a a a| |b ὃν ὃν 


=b- (7 xa) -a- (Vx b), 
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ΕΕ 


[ox 


1416. (1) 对 任何 二 阶 连 续 可 微 的 向 量 场 a, 求 
ν.(ν xa) (Bl diveurl a); 
(2) 对 任何 二 阶 连续 可 微 的 数量 场 p， 求 Vx (Vo) ( 即 
curl gradg), 
[8] ἕα-αιία, y, 5) ic as(z, y, £) jc as(r, y, 5), R] 


i j k 
4-8) ye 


*&UR- S) 


BEN NE EU θα 
roy O70 ὀψδε yər 0x09 WW 
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E e 29 1129 jE K 
(QU vef pe 
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2 
-. σκορ [ος ον 
ερ 22 
ὃς Ὃν 

ge οφ se. 9 
"v ἀπ)» (65: Z5) 

2. Fp k= 
μετ) 

1417. Bale, y, z, 为 是 二 阶 连续 可 微 的 向 量 场 , 证 明 ， 


86. 格林 公式 、 高 斯 公式 、 斯 托 克 斯 公式 、 向 量 分 析 560 


9a ὃ θα 
Vx δε Χα) (mean 2. 2 ουσια). 


[证 ] ika-aitajcaok, M| 
ga. gm 29 + 28 k 


et E 

i j k 
ta cd 28 
a vej y 5 
” |an im cm 
a ow δε 

=-(2 δω )«GR- M) 

ayət əsər ΕΠΙ 


2t Bu 


i rd k 
ð| 3 8 8 A 
al wx 


418 常 微分 方程 


1. 一 阶 常 微 分 方程 

O 尘 本 概念 “ 若 一 个 方程 中 含有 未 知 函数 及 其 导数 ， 则 称 
此 方程 为 微分 方程 ; 若 方程 中 未 知 函 教 仅 是 一 个 自 变量 的 函数 ， 
则 称 此 方程 为 常 微分 方程 . 

当 微分 方程 中 最 高 阶 导数 是 m" 阶 时 ， 称 此 方程 为 n 阶 微分 方 
程 . 设 %=%(z) 连同 其 直到 mn 阶 导数 都 在 区 间 (a, DAEL, Ë 
把 它们 代入 一 个 m 阶 微分 方程 中 去 时 ,能 使 方程 变 为 恒等式 , 则 
#k u= o) n 阶 微分 方程 在 区 间 (4，5) 的 解 。 其 对 应 的 在 
20y 平面 上 的 图 象 称 为 此 方程 的 积分 曲线 . 

微分 方 各 的 含有 任意 常数 的 解 称 为 通 解 ， 不 含有 任意 常数 的 
解 称 为 特 解 。 微分 方程 关于 未 知 函数 及 其 导数 是 线性 时 , 称 此 
方程 是 线性 微分 方程 ,否则 称 为 非 线性 方程 。 若 一 个 微分 方程 
中 只 含有 未 知 函数 及 其 导数 的 项 , 则 称 为 齐 次 方程 , 否则 称 为 非 
齐 次 方程. 

求 % 阶 微分 方程 的 一 个 解 ,使 它 满足 预先 给 定 的 初始 条 件 

Veces ασ tos s gm Pacem ο 


称 这 样 的 问题 为 微分 方程 的 初 值 问题 或 柯 西 问题 ， 
O 变量 可 分 离 的 方程 ” 形 如 32 f(z)g(y) 的 方程 称 为 变 
量 可 分 离 的 方程， 其 通 解 为 


Ir = jreoas o. 
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著 存 在 yo 使 g(yo) —0, ΠΙ y — yo 也 是 原 方程 的 解 . 
(3) 齐 次 型 方程 车 f(z, v) 是 y 的 零 次 齐 次 函数 ， 则 称 


微分 方程 她 (a, y) 是 关于 e, v 的 齐 次 型 方程 ， 此 方程 可 
MIAR u-t, HIR -LOE ARREA 


到 原 方程 的 通 解 , 当 g(u) —u-- 0 的 根 为 ve 时 , y= uor 是 原 方程 
的 特 解 . 


(线性 微分 方程 形 如 DL e PG)y- QG) 的 一 阶 线性 和 
分 方程 ,其 通 解 为 
πο = free Qa κο]. 
若 满足 初 什 条 件 y(zo) 一 yo， 则 解 为 
ye) -eff ood ase]. 
fE zc yC" ΕΜ RESTE TUE B rg y E P (a)y - Ωγ" f 
为 一 阶 线性 方程 求解. 
6) 恰当 微分 方程 ΑΡ 
M (a, y)dz N (z, y)dy-0 
的 左边 是 某 个 函数 v(z，9) 的 全 微分 时 ， 则 称 此 方程 为 恰当 微 
分 方程 ， 此 时 通 解 为 
fare. DE κ Φάν--σ. 
微分 方程 Maz+Ndy=0 是 恰当 微分 方程 的 充 要 条 件 是 
DE iue. 当 此 条 件 不 满足 时 ,着 存在 了 数 plz, y) 使 
M da+ pN dy— 0 
是 恰当 微分 方程 ， 则 称 ulo, y) 是 该 方程 的 积分 因子 ， 常 见 的 
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积分 因子 形式 有 
Ἀαλίο, WD +yN Gs υ)-ο, M µία, ) ΠΠ: 
ον) re). W ncs pt, 


aE O Bi μα, κ) col, 

2. 高 阶 微分 方程 

G) 几 种 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 对 形 如 y"(%) 一 f(z) 的 
高 阶 方程 ,只 需 积 分 次, 便 得 到 方程 的 通 解 

vla) = |-| Gd da Dia roana +O ato, 


Hip Οι, Ον, …, O, 是 nn 个 任意 常数 . 

对 不 包含 未 知 范 数 y 及 其 直到 一 1 阶 导 数 的 方 各 

F(a, y”, yet, us, y) -- 
可 以 令 γα) =p(z)， 可 把 方程 降低 上 阶 ， 然 后 求解 ， 特 别 对 
形 如 
FG, y, y')=0 

的 二 阶 方程 , 令 w (2) = DB(z)， 则 方程 化 为 已 (z, p, p) -0, ΒΕ 
—Wor. 

对 于 不 包含 自 变 量 的 方程 

F(y, y, s ym =0, 

+ v(a) - 00). e -p(y) 看 作 新 的 未 知 iC Ly! op, 
E A s s ram 
以 把 原 方程 降低 一 阶 macer y^ i) 一 0, 则 令 

y=P 后 有 了 (y p p P)-0, S387. TORRE pG) 
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JI" - py) s REA RO E CRI, 


(2 二 阶 线性 方程 ”对 于 二 界线 性 齐 次 方程 
y' t Pi(z)y + P.(z)y =0 
者 ϑι(α) 和 ys (o) 是 方程 的 两 个 线性 无 关 解 , 则 
Y= Cy (2) Oy (a) 
是 方程 的 通 解 ,其 中 O,. O, 是 任意 常数 ， 
E unl) 是 该 线性 方程 的 一 个 解 。 则 


v(a) = y (2) πο ging, 


是 方程 的 另 一 个 与 yi(z) 线性 无 关 的 特 解 ， 此 公式 称 为 刘 维尔 
AR. 
对 于 二 阶 线性 非 齐 次 方程 y 十 Pi(z)y + PG) y - Q(2). 
有 性 质 ， 
a. 35 yo(2) 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ，Chya(z) + Osya (e) 
是 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 则 
ϑ(α) -- ψο(α) - Casi (2) sys (o) 
是 非 齐 次 方程 的 通 解 . 
b. 设 y(z) -υι(α) tiy (2) E Jy E 
y +P, (z2)y + Pa(2)y =Q, (z) Qs (2) 
BIRR, Di AOR 和 ψ»(ω) 分 别 是 方程 
y'+P(2)y + Ps(2)y= Q(z) 
及 y  Pi(2)y + P,(a)y = Q: (2) 80 W. 
ο. Xii 及 yo(z) 是 非 齐 次 方程 的 两 个 特 解 , 则 vo — v. 是 
该 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ， 
P wa(z) 及 %a(z) 是 非 齐 次 方程 % + P, Psy =Q 所 对 应 的 
齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 解 ， 则 可 以 用 常数 变易 法 得 到 非 齐 次 
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方程 的 一 个 特 解 . 
4 να) ^O. (2) yi (z) Os (2) ys (s), h C. (2) 0s (2) 是 
待定 函数 , 然后 由 方程 组 
ls (z)si (z) 十 O2(z)ga(z) 一 0 
Ox) yt (2) + Os) (2) =Q(z) 
M19 Οι (9) X Ola), 代入 到 解 的 表达 式 即 是 
(3) 常 系数 高 阶 方程 形 如 
σου) 4- a, 77 4 a y f (2) 
其 中 ao, αν, …， ,是 常数 , 称 为 常 系数 高 阶 微分 方程 ， 
齐 次 情况 , 即 f (z) 0, 此 时 有 性 质 . 
Hyn Ya …， ys 是 齐 次 线性 方程 的 7 个 线性 无 关 解 , 则 其 通 
解 为 


y - Cui Coo Oy. 
其 中 σι, On, τη, On 是 任意 常数 . 

车 齐 次 线性 方程 的 特征 方程 "+ 二 … 二 an=0 的 特 
PERA Da, ον rns An cy M 是 互 异 的 实数 根 ， 其 
HORREA ko h. on ἕω ioi]. ani]. c nid, 
为 互 异 的 复 特征 根 , 其 重 数 分 别 为 m, την Ma Bou 
tht 2m, +2m, =n, 则 如 下 站 个 函数 

ex, ge^, '.., gl, e, (ë =1, 2, e, τ), 
Ὁ cos Bz, ze" " cos Bym, +, ae"? cos Byr, 
e* sin Bg, ze" "sin Bg, -, z" 7e"? sin Bz 
G=1, 2, ''', 8) 
是 方程 组 的 一 个 基本 解 组 . 

非 齐 次 情况 , BU f (z) +0 时 , 则 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 等 于 对 
应 齐 次 方程 的 通 解 和 这 个 非 齐 次 线性 方程 的 任何 一 个 特 解 之 
fo. 
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对 于 非 齐 次 方程 的 特 解 ,可 以 采用 常数 变易 法 来 解 得 ,或 采用 
算 子 法 或 拉 普 拉 斯 变换 法 来 计算 , 在 自由 项 比较 特殊 时 ,采用 待 
定 系数 法 求 得 . 

用 待定 系数 法 时 ,通常 按 下 表 形 式 确定 待定 解 的 形式 : 


方程 右 站 了 (4) 特 征 根 解 的 形式 


0 不 是 特征 根 Qu), 


Το) [rd «ολ, 


αχΕΡΙΕΕ yi Qe, 


ed ac 豆 特征 根 =Q. (or) es, 


XB THER R, (a) cos pa 


Pp (z) cos pz πο ο] 
1 xi ο 重 特征 根 PER, (x)coapr 
+T, (2)sin Ba) 


atip TÆRER Ur (a) coe 
eas{ P^(z)cosBz +Ty(z)sin8z)ee= 
+@n(z)sinpz] | a 土 褒 是 s 重 特征 根 | PCR (a)oosg 
z+ Th 2)sin ez eos 


Xr Pi), Qn(2)，Rx(z), Ti(2) 2 38 n, m 及 上 次 多 项 式 ， 
kb-maxim, n), 

(4) 欧 拉 方程 

doz" y?) + à, pns «μαι. zy - +a, y= 0, 

其 中 a 是 常数 ,利用 变换 z= ο... 
阶 线性 方程 求解. 

8. 二 阶 变 系数 方程 的 桔 级 数 解 法 

BOR y" e pG)y t q(2)y 7 0 为 二 阶 变 系数 线性 方程 ,通常 
可 以 用 等 级 数 方法 求解 . 

308 38k f (a) 在 2=zo 点 的 某 个 邻 域内 可 以 展 成 宕 级 数 
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fG)- € 69 Gay 
MERES) dE 2c BET, SO oco Se) 的 一 个 解析 
L3 

Epa), σ(α) 在 z~m 是 解析 的 ， 则 “=m 是 二 阶 变 系数 线 
性 方程 的 带 点 ， 不 然 称 为 二 阶 线性 方程 的 奇 点 ， 若 ws- 四 是 二 
阶 线 性 方程 的 奇 点 ， 但 (z- zo)p(z) 及 (z - zo) "qz) 在 wm 
点 解析 , 则 称 z— z 是 二 阶 线性 方程 的 正则 奇 点 . 

对 于 二 阶 齐 次 线性 方程 , z=zo JEW pP) 和 σία) 分 别 在 
点 5 一 各 可 以 展 成 舌 级 数 ,收敛 半径 分 别 是 Ra 和 Ro, 则 在 区 间 
ζω - R, mm 十 已 中 必 存 在 方程 的 两 个 线性 无 关 的 等级 数 角 

ος iG) = Σ)δ.(ο- aO", 
Hp R-min(R, R}. 
sk κ UE MENIUE 


Pa) = —— Sata — a) 


= Ὥ-α # 
ala) o cs Bb ns 


ao, bo, b; Sn τικ 

T(r.-1)4 r4, δο”-0 
为 指示 方程 , 其 根 记 为 r 和 re BUS n re 不 是 整数 时 ， 则 方 
程 有 二 个 线性 无 关 解 


(a) ο m) $a (a a9)", 
ο) = Gn) S δ.(α- 2)". 
3p ri = ra =r 时 , 则 方程 有 如 下 形式 的 两 个 线性 无 关 解 
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s (z)= (--αὐ)' Bae σταρ)”, 


mi) = (5729) 3 b (on) s 5) In (nm), 
ας rira BERN, ο TESI πι 1-88 
性 无 关 解 
y) = (29^ $a. (s- 29)", 


yola) = (z— 20)" 31 5. (229) Os (2) 1 (2—20), 
4. 微分 方程 组 
(D 基本 概念 ” 常 微 分 方程 组 的 一 般 形 式 为 
的 0 
G=1, 2 
Walt p = max ki 称 为 方程 组 的 阶 数 . 最 高 阶 导数 已 解 出 的 方程 
组 称 为 正规 型 常 微分 方程 组 ， 而 下 述 形式 的 方程 组 
ο. 2, m) 
称 为 标准 型 常 微分 方程 组 . 
着 一 组 已 知 函数 代替 方程 中 的 未 知 函 数 ， 使 方程 组 的 每 个 方 
程 均 变 为 恒等式 , 则 称 这 组 函数 是 该 方程 组 的 一 组 解 . 
求 标准 型 方程 组 满足 初始 条 件 
si (ao) A, a (o) - 98, cs so) - 95 
的 解 的 问题 , 称 为 该 方程 组 的 柯 西 问题 . 
车 在 点 (zo, ul, yh cs 网 ) 的 某 邻 域内 , 标准 型 方程 组 的 右 映 
BAIE FA, ya nns y) 1, 2, ---, n) 连续 , BRF y yen 


y 的 偏 导数 有 界 ， 则 在 zo 的 某 个 邻 域内 , 标准 型 方程 组 有 且 只 
有 一 个 满足 初始 条 件 
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Mi Cro) 一 的 ,se(zo) — 2, --». yu (2o) - s 
FIRE ys (a), ψε--μαία), ns guys (n). 

REWE m s a) XOU I. DE, m, DE 
都 在 (z, γι, ns Ya) 空间 中 某 区 域 刀 内 连续 , 车 对 标准 型 方程 
组 的 任意 -- 解 如 (?), νε(α), ''', ψ.(α) 都 有 

ψία, γι(α), ψα(α),»'', (2) ΞΟ, 
WER ψία, γι, rts Ya) 为 标准 型 微分 方程 组 的 一 个 积分 ,这 里 常 
πας 5 z 24, ΠΒ (0), ''', ν.(α) AR. 

HARPE, yo nns Y) 是 标准 型 方程 组 的 一 个 积分 , 虽 称 带 
任意 常数 0 的 关系 式 由 (zw, νι, Ya rs Y) =0 为 该 方程 组 的 一 
个 首次 积分 ， 

车 标准 型 方程 组 的 积分 ψι, 由，…， b, 之 间 不 存在 形 如 

Fs, po s Pm) 0 
的 关系 , 则 称 Di, os ns Pn ATRAER i ya s os AER 
立 的 ,简称 独立 . 

一 般 说 来 ,标准 型 方程 组 的 独立 的 首次 积分 有 且 只 有 "个 . 

(2) 党 系数 齐 次 线性 方程 组 的 解法 ”下 述 方程 为 常 系数 齐 次 
线性 方程 组 


E "Een ($1, 2, =, n), 
ex 
τα ΤΣ 


[e oco. 
其 中 “15 [^ ° «| 


第 九 章 常 微分 方程 899 


X-[n() sz) - 20, 
JR GCXORBE 4 的 特征 根 Ia. Ao nns An ΚΟΛ SE, DU Tp t μὲ Ἐν 


ΠΟ 


p» 

便 是 方程 组 的 -个 基本 解 ， 其 中 cm? 是 与 Xo 相对 应 的 特征 向 

ο το PMs o, MENI, Mam Arial n=, 
"^ 


en, ο λα σα ACA M ILE 


κ: η meint, Tm ο” βλ 


ΠΕ 

如 果 系 数 阵 4 有 和 多重 特 征 根 ,车 特征 根 M λα, ns X 的 重 数 
分 别 是 Wo παν y no 则 对 每 个 X 方程 组 有 如 下 形式 的 线性 无 
关 解 组 


m=PP (j=l, 2, =, w) 

其 中 PPO XE n RARAY, 2 {ΚΟΚ -1 
的 多 项 式 ， 这 些 线性 无 关 解 组 的 全 体 构成 原 方程 组 的 一 个 基本 
解 组 

(3) 常 系数 非 齐 次 线性 方程 组 的 解法 ” 常 系数 非 齐 次 线性 方 
程 组 的 通 解 是 对 应 的 齐 次 方程 组 的 通 解 加 上 该 非 齐 次 方程 组 的 
一 个 特 解 ， 

非 齐 次 方程 组 的 特 解 可 采用 待定 系数 法 求解 ， 其 解 的 形式 与 
高 阶 方程 情况 类 同 , 也 可 采用 常数 变易 法 ,或 采用 算 子 法 , 

(4) 算 子 法 解 微分 方程 组 定义 


SKD o Dya), FUEL ία, e 


其 余 类 推 , 称 D. D, 为 微分 算 子 ， 记 
P(D) -D^-cajDr- γαι 4D a. 
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(a, 均 是 常数 ) 为 微分 算 子 刀 的 多 项 式 ， 称 
子 (E 是 正 整 数 ) 规 定 
pe [foin ae 
4 个 


p: Ë: D a 


次 一 


PO) REOS tpe 闪 于 过 算 于 有 如 下 公式 


G) pg O =o fef dn 
G) # PCD) = D^P.(D), P,(D) 0, m>0, f(e) Jen k 
EZ CA 


> by 7) =k (0t 0,D4- ee0,Df(s) (m0), 


括号 内 是 - 的 展开 式 中 前 m 次 多 项 式 . 


P, i» 


e= 和 不 是 PO) =0 的 根 ; 


(äi) TO Tay , 


1 δρ». 
TU ° deny A EPA) -0 的 s 重 根 . 


(ν) (py G1 = secas τώ. 

5， 常 微分 方程 的 数值 解 

(D 欧 拉 方法 求解 一 阶 方程 的 初 值 问题 

y -fG v, 
[e-e t. 
fF Saa "οι hf (zo ν(σ)) 
其 中 四 是 步 长 . 外 从 0 开始 ,然后 逐 点 延伸 , 求 得 Vo ye ya eo, 
其 误差 e| HA DEUS F; 
lai MU, 其 中 Mr =max E “8 
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(2) 改进 的 欧 拉 方法 求解 一 阶 方程 的 初 值 问题 . 
pan 9) 
Yles = Vo. 
Ub KON h, 则 可 以 令 zo= zo yo— Vo. 并 逐次 延伸 : 
guest (h th), Gd 2 =), 
其 中 E, f (as yes 
ka= f (zi ih, yar hf (ncs Νε). 
(3) 龙 格 - 库 塔 法 ”求解 一 阶 方程 的 初 值 问题 ， 
pe y» 
Ylen 7 vo. 
BEKA h, dd zo 一 zo ví zo δι, $— 1, 2, =, go go. 
则 有 C wc Gather A.) (6-0 1, 2 =), 
其 中 ka =f (2o y), 


DE CER urea), 


ο o. un), 


ka—f (zit h, yet boh), 
6. 拉 普 拉 斯 变换 法 
定义 RSO HEO LARR, REA a, WOS 
e" 成 立 ， 则 称 
POD κο 
DIO ΜΗΝΑΣ H LT e FC) 
用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 线性 系统 的 初 值 问题 是 十 分 有 效 的 ， 其 
方法 是 用 拉 普 拉 斯 变换 将 线性 当 系 数 答 分 方程 变 为 象 本 数 的 代 
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数 方程 ,然后 解 出 象 函数 , 再 取道 变换 来 求 得 原 线性 常 系数 微分 
方程 的 解 . 
拉 普 拉 斯 变换 的 主要 性 质 有 : 
a。 线 性 性 质 
laf bg) -aS Lf] 1.) 
b. ESO 及 其 直到 m 阶 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 都 存在 , 则 


dU ο ο. 


Jy - cap 
PESO- C D s 


c. 38 (D) 可 进行 拉 普 拉 斯 变换 , 则 
ç y 1: 
s [f.roa]- zuo. 


a 位 移 定 理 # 
ZU = Fp), 
N if) - F-m. 
e. 延迟 定理 Ë 
LU DI - FQ. 
Hic0n fG) -0， 则 对 一 切实 歼 * 有 
LU] -ο””. ΣΩ. 
nom x 
4U- FG, ZU - FO) 
则 LIOSEAL A 
其 中 ffas [AO fii de. 28 fi fo EIER 
ΤΙ : 


JU. 


903 


je 


1150 
0 it<0 


H o-[ 
e (aht) 
f a>-D) 
ou 
Sinwé 
eost 
shot 
chot 
7t sin ων 
7 cost 
1 

Jui 
sin(wt+a) 
tos(wt +8) 
δ(0 

C 


1 
qina 


ur 


w 
FAF 
pA 


EXE 


ina + mesa 
Pg 

pcosB— using 

PHA 


904 第 九 章 常 微分 方程 


81. 一 般 概念 和 一 阶 常 微分 方程 


1418. RHH y(z) -Ole 十 Ose”， 对 一 切 常数 O, 和 Os 都 
是 齐 次 方程 
y'-y 29-0 
的 解 . 
UR] 由 y=C10?+Cze” 得 y= 一 Cle 二 2020”, y" m Cv Cn, 
代入 原 方 种 的 左边 
y" =y —3y (Use? 40,6") — ( — Cse7* +2036) —2 (C16? 4 O5") 
m (67? "c 67? — 207?) + Co (4e?* — 2133 — 207) 
0,040,020, 
因此 对 一 切 C1 fn Ca, y (2) ποιο” +C” 都 是 方程 多 -多 -~2y=0 的 
L2 
1419. i. y: =e": fly 6 NOE uy! - (I)! -0 的 解 ,并 
WEH υ(α) = C07? + O, 是 方程 yy" — (y) =0 的 解 的 充 要 条 
件 是 01=0 或 0,=0。 
GEJ w()-e7. W(--6* (πο. RARR, 
yy" — (y) °= (es) (e7) --(--ο- ?=0 
Hn TJ =e" 是 方程 的 解 . 同 理 , ΕΙ y) =e%* 代入 得 
y" — (y)? (655) (4e) — (2e°>)2=0 
RX. Bijtvs-67 也 是 方程 的 解 ， 但 是 对 于 υ(ῳ) ποιο" +020 WJ 
yy" — (的 ?= (Ce Cue) (0177 +4033") — (- C7? 20,6) 
= (0e +5010 + 40316) — (Cie- — 401038” 4-403517) 
900,7, 
Es itat tt: ym Cie “十 Cae2 是 方程 的 解 , 充 要 条 件 是 Ci=0 或 Ca=0. 
1400. 车 a 和 5 是 任意 常数 ， 试 构造 一 个 二 阶 常 微分 方程 ， 
其 通 解 为 


gae i boosa ΠΟ 
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[ 解 ] 
gae —bsinz -D 
UO. 
80.9, 得 
代入 到 加 得 
或 化 为 (rtg y" -2 + (1—tgz)u=0, 


1421. iR i H νι(ω) - a(2—1)* 2 ψι(ο) - b Go 1)? 都 是 方 
程 : 
(oDy'~22 +2y=0 和 2y/'-(y)'-0 
的 解 ,但 是 y= a(2— 1)* - b (a Ημ ω ΒΕ, 
[S] Iu) 722-1? 代入 第 一 个 方程 . 
(22 —1) yi — 229 - 21 = (1? -- 1) 2a — 222a (z — 1) - 2a (x — 1)? 
= (7—1) [24s + 2a — daa 2a2 — 24] 0, 
代入 第 二 个 方程 
yiyi ~ (y1)°= 2a (z — 1) ?2a {2a (z — 1) =0, 
Vo nle) 是 第 一 、 第 二 个 方程 的 解 . 
ΕΙ yala) =b(z+1)? 代 入 第 一 、 二 两 个 方程 得 : 
(αἱ — 1) y; — 2zuy+ 2 = (3? — 1) 2b — 222b (z-- 1) +2b(z+1)2 
— (21) [20z— 20— 4br+ 2bz-- 20] 20, 
2yh — (45) 2b (ΥΣ 26 - [2b (2-1) 0, 
因此 vs (2) 也 是 第 一 、 二 两 个 方程 的 解 . 
- Βνο-νιία) νεα) =a (2 1) Eb G7 D* 代入 第 一 个 方程 有 
(223) V - 22 + 2a (23 — 1) -2a + (2? +1) 25 — 2222 (z — 1) 
— 2z2b (z-r1) + 2 (z —1)?4- 2b (zi 1)? 0, 
代入 第 二 个 方程 


906 第 九 章 党 微分 方程 


2yo ~ (95)? 2(a (x— 1)? - b(z4-1)?) (2a--20) 
-[22(2-1) 3b (24-1) 
=4[a (z - 1)*-Fab (z —1)*--ab(z- 1) +i (z+1)2]J 
—4(a(2—1) +b(z+1) * 
ab (5^3) +0 
Elit =a (z —1)2-Fb(z+1)2 RJ 8 ΣΕΝ. 
[说 明 ] #—4Ohe epf. NIE TR AREA RA 
性 方程 ,所 以 无 此 性 质 . 


ο ου ο ROI 
Ow’, z<0 
sw- 


Css, w>0 
都 是 方程 xy = 2y 的 解 . 
ΓΕ] 对 于 o0 LA, MIE vem Ca? 满足 方程 
ay —2y— 2-202 - 20330 
而 对 z= 0 点 .我 们 从 函数 %(2) 交 达 式 知 此 时 不 论 C1、0s 是 任何 值 ,y(0) = 
0, Ey (0) =0 满足 方程, 因此 y(z) 是 方程 2y = 2v 的 解 . 
[说 明 ] 由 此 例 知 ,对 于 方程 zy =2y 过 原点 的 积分 曲线 有 无 穷 条 .其 原 


BA y Php ros ο ο Rp 一 
WER, KAERT A, 
να. 
[ 解 ] V, ο μα 
面 上 每 ~ 点 有 且 只 有 方程 的 一 条 积分 曲线 。 易 证 函数 
s= (m+ απο, 41, +2, e) 是 方程 的 解 . 


E z+ (2n+1) S (n-0, xd, 2,2) δ, 例 在 -5 «a 中 , 方程 
的 解 由 


de [aao 
IE jede 


$1. ΕΦΕΕ 907 


确定 , 即 tgz== +Ç 


JS z=sreig(et+C) (—s<t<%), 


στα 


1 


只 依赖 于 变量 α, RETE EE a PERTH, 


z-1 
deo 


= dz ftoi 或 m| 


在 区 域 cxx 18 <r< += h. 


所 以 方程 的 解 是 


在 区 城 -1<z<1, FERRI 


Bl » 
ἀπ” (G<0) 


所 以 , 可 以 统一 写 为 


Xi c -1Hr-lEa--idP 
是 方程 的 解 ， 前 者 可 以 在 上 式 中 令 
C=0 得 到 ,后 者 可 以 令 C>~ 得 到 . 
因此 (9) 式 中 C 从 -o 到 += 变化 
可 得 全 部 解 . 

E t-a 平面 上 积分 曲线 如 图 所 示 


1425、 求 初 值 问题 =y 一 六 ， νυ) = vo 的 解 . 
[ 解 】 车 六 =, 则 2 的 三 0 2: 071, Ej y(t) = 1, H o0, 18, 分 
离 变 量 后 积分 
y 


. (dm [ 
jy 
j μεση 
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ΠΤ ; 
e sO Jap! w 
- 方程 的 解 是 b» = [n iwi" 
x IL 
或 者 i-w0 | pers =" asl ^ 


7 y(t) m 
HS y()*0, 1, RALE ανα 和 a y Run n erm s. 


于 是 
s .. νι 
TG UT 
we 
或 整理 为 ών er ETT 
5489490, 1 Β ethyl, 如 果 σι 


O& y, 1l E XE 9) t€ (— =, 
To) 有 定义 ,但 著 加 >1 则 y(t) RE 
在 >ln[(w 一 了 )/yo], Β < 0 WJ 
y(t) Αλ) iln (o 7 2 /w] f ff, B. 
注意 到 着 0<yo<1 则 lim y (0) =1, 


Jim y(0 =0, τν 三 1 及 0 前 已 述 ,是 解 . 曲线 如 图 所 示 、 
E dy αν gus 
1436. πο. 


[ 解 RGRCAGPAROSE. Quei, “παν, ng R 
入 方程 得 


"E lt et 
Iw dı i-u 
" l-u μμ. ἂς 
分 离 变量 得 Tum = SE, 
两 边 积分 有 arctgu- $ In (136) =Inz+O， 
代 回 原 变量 , 整理 后 有 


aig = 二 (+ 二. 
1427. 37i 3a — τε 4-1)dt-c (15 — 34 3)d5s=0 的 通 解 . 
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Ug] 此 方程 可 以 写 为 - 3 iT. 是 齐 次 型 方程 。 


—Tz430—3 
anon i teo equ 
原 方程 化 为 全 = 
积分 得 {i-2mu-1) -δ]η(η-1)]-Ίκη-δι 


21n(u—1) +5ln (u +1) 71n 3C; 
(--1)2(ω 1) ση], 
化 简 后 得 (z- 141)? (z41—1)^ 90, 


1428. 求 初 值 问题 
feces 
9|--.- -4. 
[ 解 】 ο Lascia Reel, mies 


程 的 通 解 
ER (facem ete) (1) nne) 
一 0Oz 十 2 十 zlnz。 
代入 初 值 条 件 。 一 4 一 C 2 
题 的 解 是 


22482, ο, C= 一 4-ln2 所 以 初 值 问 


y(z) = — (44-n2) zt zlnz-z?, 

dy _ = sechi( -- = ESET 
1629. 3078 D tg ty = ο <1 <T) ti. 
[R] POS -tp [P(odim -fieramen 于 是 其 通 解 为 
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νῷ me FO foad uso) 
=L esse) 
1 di i σ - 
-fr 
1480. 11750, Hal) MOE, +o0) 上 连续 函数 ， 


EUM T aC T) a(), bG C T) eb), Vi€ (—eo, eo). 
考虑 方程 


y -a(Dy- b) «Ὁ 

(a) 证 明 车 y 是 (*) ΜΕ, (my (T), WIG) 也 是 
(224448, 

(b) 证 明 νῷ) 是 (*) 的 周期 解 的 充 要 条 件 是 C0) “υπ. 


(e) 证 明 HD0 H [a(ds -0, RE () 的 每 一 个 解 有 
T yl. 

(4) 证 明 (05.0 H aG)a<0 REC) 的 每 一 个 解 
yO 有 Tim y(t) «0, 


= 
(e) um 车 feodo, MARORA T 
iR 
[证 ] (e) ος 的 解 ，… yO =al) b). Be T 
Kt 
y (t+T) =a(t+T)y(t+-T)+b(t+ T) 
wo alt+T)=alt), b(-T) Sb, 
于 是 y (T) ea (t) yt T) c5), 
ED y(t) =a (t) 9 (0 +b(t) 
ey 是 Ὁ 的 解 
(b) 先 证 必要 性 。 若 y(t) 是 (s) 的 周期 为 了 的 解 ， 则 y(t+7) y () 


上 1 一般 概 念 和 一 阶 常 微分 方程 . 911. 


于 是 当 i=0 时 y(T)=y(0) 成 立 
胃 让 充分 性 .由 (a) ἈΠ yO (s) 的 解 . 则 9(t 十 Z) 也 是 (*) 的 解 . 
而 y(0) =Y(0+25 (T). eiit y() 的 初 值 和 y(t) 的 初 值 相等 。 按 解 
的 存在 唯一 性 知 y(f) mud). Ενα του), R yt) 是 周期 函数 。 
(e) 由 解 的 表达 式 , 当 b(t) =0 时 方程 (*) 的 解 为 
ar 


s) e yt) Í 


ean 


于 是 y T) =vut0) 4h. 7 7 my0)! 


acds 
ο 


Y [αογά--α, 5. ΕΣ) «ο e P" (ny, 
(d) 4 buen, 
w(t) 10e Pm 


对 充分 大 的 + 总 有 t 一 在 二 DT。 其 中 0< 忆 < 了 于 是 4 一 o BST no 
«ΠῚ 
Traya + fnr 


y) (0) .ef b. 


-υ(ο) ofer dn 


而 由 于 0<tb<7 则 
| deas, id fraternae. 
I EJ 


alnar 


则 ο ο” αν 


34 45 bj, π-λ5ο, ο”. 20 于 是 
ly0120. 5) 
(9 先 证 存在 一 个 周期 为 了 的 解 ， 为 此 ,我 们 取 
yeu fotos να firon 


ολ ο ο pn, h code, nl 


912 第 刻章 常 微分 方程 


a e go 
因此 上 述 初 值 是 合理 的 .此 时 初 值 问题 的 解 为: 


yo» mn [f aya Pas 4 vj 
5 D= ή us νο σπα εν] 


4 bye Fremden go umm 


Gre, yel D Lg πω 
T. KE (b) 1, FEARI T IURE y CO, 


再 证 解 是 唯一 的 。 洲 存在 另 一 个 解 y(f)。 它 满 刀 方程 (*)， 且 有 周期 了 
πο 有 3(0) 4 


gt P" [νο ast] 
AFIO ARI T, TAE VC) 0), ΒΡ 
gcn e d Pocos aeg ο 
解 上 述 方 程 , 便 得 到 
yo Tope ο asa fO 
πο ο ο επι, C ολ. 
181. AHY- Los y. 


UR) 此 方程 是 由 努 利 型 方程 ， α- Soort oh. πιο 
r- $ni RRB, Ρώ--ῃ 


soadh" MES Fk“ κο]- E è ec]- $ed, 
B ñ= l +a, 或 τς 240a iy 


是 此 方程 的 通 解 . 
149. το ERI πο 818, 


81. 一般 概念 和 一 阶 常 微分 方程 913 


[ 解 ] 此 是 贝 努 利 方程 。 用 常数 变易 法 求解 ， 首 先 求 DES y-0 的 通 


解 ， 其 通 解 为 9= D, RIGHE ERES oe, 
入 原 方程 化 简 得 va) PO, pais 


MP 
w^ 
于 是 得 到 
1 _ EB 
E EM 或 u=. τοπ’ 
3t 
sym) pm + ag 
RA AUVSUEB, H 
Ε E] UB 
ae Wu C=- 
3 
TR ο παπα 3⁄5. 


1433. RHE +y Ενα y)dz (9) Γωοοβφ)άψ--0 的 通 
ΜΆ, 


[R] Μα, ) =e+ytsiny, Νία, y) =e +z+acosy, 于 是 


2M ƏN ΘΝ 2M 
ΘΗ tng δε δρ’ 
所 以 是 恰当 型 方程 。 设 积分 是 u, y)=0 I 
δα κ i Dh Lu. 
由 trim, Sy renes, 


对 前 一 式 关 于 z 积分 
vet sin'y)dz ος ply) 
再 关于 9 微分 
人 etreosyto (WD) steeosy te 


Εφ) Rl o) = 中 ,因此 原 方程 的 通 积 分 为 
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(xg e using eC, 
1434. RR ο” dz (1—-ae7)dy —0 Bc UR, 
IM] MG, =e, NG, y) - Q-27*), 满足 


2M εν 
E] d 
eM. A 方程 
即 和 -= 入 是 恰当 方程 由 方程 知 
oue, Elele”, 
DZ 


由 第 一 式 对 z 求 积分 


ulz, y) 


e dze() =a" eG), 


£u = go πο em lo, 
à 
TE q'a) = lB eG) m0, KEDENBRAE 
ac Ry 0-0 

此 即 是 访 程 的 全 部 解 . 

1495、 试 求 微分 方程 rete - (1+a°)e dy 0 的 通 解 ， 

(MO JUR Ms) Na BE DIN, 
因此 未 是 恰当 微分 方程 ， 我 们 需求 积分 因子 hz， 殷 。 但 因 MG, y= 
MG)MsQ, Mah Mie 2z, Mi, Νία, y) =N (z). Ny), X 
Mim (+a), Νεα, 则 我 们 可 以 了 积分 因子 


ως EE 
KE DT XI NIE Tr 


原 方程 化 为 


2x 
1+=' 


su ulz, y) lioe - Loren 


dz-é*dy-0 


便 是 所 求 的 通 解 . 
1496. RHE (ry — y) dat (^ rz y)dy - 0 HERR. 


81. -RAM-A RDE 915 


[81 Μία, υ)- 
当 微分 方程 ,但 
oM ΑΝ 


1 
ay ος) up, 
FUIT v, 因此 有 公信 的 和 分居 


ut) -exs[- [34 FEET -)ω] = "T 
方程 的 两 边 碟 积分 因子 市 得 


Zyl a + Rl dy, 
; . 


2-1) il a (22 ; 
E y y δὲ y 
成 为 恰当 微分 方程 。 积 分 得 : 
#- ΣΕΥ IE 
另 一 方面 ， 在 前 面 运算 中 均 假设 y+ 0， 尘 y=0， 易 验证 ， 也 是 方程 的 
积分 . 
1437. 求 齐 次 型 方程 (z, v)da + N (z, y)dy = 0 BJ 32» Β 
πι, Άη M Gs y) RN (a, y) EJ m 次 齐 次 函数 ， 
[R] ὄν-υα, 于 是 原 方程 化 为 
M (a, uz)dz--N (z, uz) (udz+ adu) =0, 
By M fm N 是 四 次 齐 次 函数 ,于 是 
(ΜΟΙ, u) --α” ΝΑ, t)u)dz--2 HN Q, uydu Q), 
Na. 


αν. NG, y) =y zy, UU 


p 


m 


这 已 是 恰当 微分 方程 了 。 因 此 方程 (") 有 积分 因 于 
1 
μα PUR, uy Ta: NG, u)] 
代 回 原 方程 的 变量 有 
1 1 


E + N(a, 9] =MG, y) y G, y)* 
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1433. 求 方程 ~ 霹 ytwsecy 初 值 问题 y(0) -0 的 解 。 
ΓΙ ο ο ο 4 v) ~siny, 则 


于 是 上 面前 方程 挛 为 
v=v+z 及 v(0)=sin0=0, 

这 个 方程 的 解 是 vz) =C- r- RADH val, '. Ἢ 
|4-1-1|-1{, 得到: y(z)=are sin(e#—z—1), 

[说 明 ] wF = aen e 形式 的 微分 方程 ， 其 中 gly) 是 连 
续 可 微 函 教 , RESTORE gu) =G). 使 原 方程 变 为 只 =a(z)b 十 Do) 
形式 的 线性 方程 ,然后 可 以 解 得 0(2) ,再 解 得 GO, 

1439. RHR y -cos (+y) ΚΒ. 

ΓΒ] $uG)erkyG, TJ wl BU5B3EJ3 u =1+eosu, 
分 离 变 量 ,得 


quce WAS απο, 
代入 原 变量 得 
[n 


1440. 求 方程 y= zy" e 的 通 解 . 
[ 解 ] 4v-r. FEN y= tp, MARSE 
dye p dz 2pzdp- 2p dp 
再 代 到 dy- pde, [85] pdz—p! da--2pzdp--2 pdp, 由 此 整理 得 到 


QG-paz-ac+Dap E EL 
积分 得 到 
az4D= -2lnll-pl+mc， nnl pr 


TIRE ym ρω 11) 得 到 


31. gio EOD 917 


ες ον 
| o-DU 


κ 
ποσα 

[说 明 ] 类 似 y=zf(p) 十 op(p) 的 方程 都 可 以 用 上 述 方法 来 解 , 

1441， 解 方程 z=y siny +cosy', 

UR] 令 y=p 则 z=psinp+cosp, 两 边 微 分 得 

dla (sinp+pcosp— sinp)dp=pcospdp 
代入 到 dy=pdz, 得 到 dy - p'cospép, 两 边 积分 得 
y= fp’cospap= (p! - ϑγεῖη p-2pcosp--C. 
于 是 原 方程 的 解 可 写 为 参数 形式 
va p+eosp, 
y=(p'—2)sinp+2peosp+0, 

[说 明 ] 类 似 z=ply) 或 y=p(y) 形式 的 微分 方程 均 可 以 用 此 方法 
求解 

142. RAR yy’ + 22y y 0 的 通 解 . 

[8] ERR yar- a, WRM y EEr, 两 边 求 导 得 

w'-rr-a, 
ΒΑΕ ΡΟΗ Εν, 得 
(yy) 22 (y!) - 0, 

将 变换 代入 ,得 rr! 2)? 22(0r --ᾱ) - (7-27 20, 展开 并 化 简 ， 方 程 
HEX nG"—1)-0, 4r-0, 得 y=z, y= 一 zs， 均 不 适合 方程 ,会 去 ; 当 
r”=1, Bl '=+1, r=+z+0, py ο 其 中 
0 是 任意 常数 ,或 简写 为 


gm 0202, 

1443. 一 个 60 升 的 水 箱 ,开始 时 里 面 存 有 30 升 纯 水 . 注入 每 
3t 1/6 克 的 浓度 的 盐水 , 注入 后 立即 捞 混 均匀 ,然后 从 一 个 排水 
和 孔 排 出 ， 假 定 注入 盐水 的 速度 是 3 升 /分 ， 流 出 的 水 的 速度 是 
2 升 /分 ， 问 水 箱 内 盐分 随时 间 的 变化 率 , 
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ΓΒῚ ROO 表示 水 箱 内 盐 的 含量 , ERNER, VO 表示 盐水 的 
体积 。 于 是 了 (0)=30, V(-3-2-1, T V( 2304-1, BRE, δ 
盐 量 的 变化 = 流入 量 一 流出 量 。 MH 


t -2 2. 
Odi=3: At T E 


f 
2 1 
* Ou M 


5 φω-ᾖσοεο- 


que Our. 


1444. ΚΑΙ EAE Ju AEG Y SEE GREEK, S TERU TRIN AI 
ΑΠ. 问 在 时 间 t 有 多 少 氰 ? 假定 在 1 一 0 ΜΗ ΠΑΡΑ 数 为 
No, 镭 的 衰变 系数 为 M, 氨 的 衰变 系数 为 oa Aa). 

[W] 放射 衰变 过 程 中 ,衰变 速度 正比 于 所 剩 的 镇 原子 数 ,于 是 有 

E -MNu Ni) ee No 
AP NORRENA 1 RAFE. TA N (s Νο, ΜΗΝΑ 
Jn 3 Je REESE UNo RANo, WEKA LERE, 于 是 有 


dN, 
dt 


mAMCAN, 3 


得 


最 后 有 Nm ER qnm, 
1445， 假 定 物体 离 地 面 的 距离 为 z， 则 按 万 有 引力 知 , 它 所 受 


mgR* € >" 
到 的 地 球 引力 为 RT THRE Hih Β-- 6400 km EREE, g 


9.81m/s?, m 是 质量 . VOR TERIS ALB ZI HNO T, 物体 脱 
离 地 球 的 逃逸 速度 . . 
TER] 设 物体 发 射 的 初速 为 vo, 按 题 意 有 初 值 问题 
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dv _ jg R^ 
pz GEH) 
o| cro to. 


αὐ de dz, de 


用 分 高 变量 法 解 得 
—— nomas c- 


本 题 要 求 逃 多 速度 ， 则 要 求 对 一 切 = 值 ，v 要 大 于 零 ， 即 当 % 玉 时 
920, ERS z- oo 得 好 = 好 -29BR>0， 特别 当 无 穷 远 的 速度 为 零 时 的 
初速 即 是 逃逸 速度 ve: 

0=02—2g9R, . ον gR 11.2 km/s, 

1446， 求 集中 平行 光线 于 一 点 的 曲面 镜 的 方程 . 

[R] 设 曲 线 将 平行 于 z 轴 的 光线 汇集 于 
原点 .TT' 是 过 M 点 的 曲线 之 切线 ,光线 ΚΜ 
经 曲面 反射 经 MO 射 到 原点 , 由 入 射 角 等 于 反 
射 角 ,因此 有 OM —OT ig M Hai Gs v), 
则 10M| = VEF, mA RS Y -y= 
yx B Y=08 Xes- +E 


OT|=|X|= -X= - ++ 
lor|- X] y 


κ jor|- jox| 8 


VEF = τα 或 G+VIt)dv=uds, 


š d: i P 
RR—TMAUHE, $ rety, 则 方程 概 为 S - a RAR 
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Ing το ατα 
Bity-C( ETT) H =E RAB er PP 。 或 化 简 为 


xe). 

[38] 车 运用 ZMOr= AZTMR M ELMO: 
y. Bilet E= 
的 解 见 第 1442 i, 

1447. 考察 人 体 中 药物 在 血液 中 扩散 到 体内 的 过 程 ， 若 假定 
血管 是 圆柱 形 的 ,半径 为 "， 长 度 为 二， 血 流速 度 为 常 值 w 设 血 
液 中 基 药 物 浓度 为 v(z)， 在 血管 始 端 为 %(0) =yo， 在 终端 为 
ν() -yc(yr<< 加 )， 血 液 流动 时 ， 血 液 中 药物 通过 血管 壁 渗透 
到 体内 ,渗透 的 规律 是 渗透 率 正比 于 渗透 面积 ,并 正比 于 壁 内 外 
的 浓度 差 ， 设 体内 此 药物 的 浓度 为 C， 试 求 血液 中 此 药物 浓度 
的 分 布 规律 (2). 

DB) 设 在 = 处 ,考察 一 微 身 血管 (z，z 十 4z)， 如 图 所 示 。 


dx-vdt 
- ΗΜ 


oy 291 10342). XL) 


τ ΠΠ 


9 tg ZT'MK= 


E z 处 浓度 为 Ya)， 在 x da ΑΠΟ: y Gr 4, E il EE ERR 
间 4t, 于 是 在 4# 时 间 内 这 一 小 侦 血 内 药物 渗透 到 体内 的 量 为 
—y(z 4. δα) ar? An y (2) da — [y (2-42) — y (2) artas, 
按 渗 透 定律 此 量 恰 等 于 BAE x 时 间 E 
kar -Ax)[y(z4-042) —014t 
式 中 0<9<1, 上 是 比例 系数 ， 因 此 得 
[y (G2) -yla tdi) Jor An (nr An) Cy (a +04z) — C ] At, 
ΣΕ da v 4t, 代入 得 


52. MERIH sar 


— (eds) να) ΒΚ 4) -- 
x [v(a {045) -C] 
4 41048 
-ᾱ- Zua- 
SWEETAWE 
E MN τσ X 
S=, Z as, ln(y-C)= fp =tIn B, 


以 z=0, y=tp 代 入 得 In B—In(yo—C), 所 以 

i£ -E,. 或 得 y C4 μεσο 

MaL, yev KA, πο e DEL, FERRE, RAK 
的 解 的 表达 式 就 有 


In[ (y — 0) / (uo — 0: i BENE 
MO EDITI R sv-o+@- O(P) 


ln 
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1448. Rut =o ELA 


=p. y'> dp. dp du y dp p 
UM) $y-p ν παρ πας ρα TAEDE 


dp, lg 
Ρα ty k 
分 离 变 量 后 得 ?如 = 一 党. 
积分 得 m= to, 即 ο πε 
-一 一 


Hur A -5 再 分 离 变量 ,得 
=+dz 积分 得 VO ΤΙ”: iO 0, 
E Cs εἰς Ciz! E ΟΝ 


1449， 解 微分 方程 的 初 值 问题 


932 BAE BRADE 

Wwe 

|z = b y |== 2. 
ο ου SE. 
REOS EHESS 


dp 2yp, Hp ma s 
Pay 2yp, y 2y, ÉE p=0, 


而 pg= 0 得 2-0, y= 常数 ,不 符合 初 和 条 件 .由 =y 解 之 得 
du 


Ty, 
代入 初 值 当 2-08 y-1X y —2, 得 C=1, 再 由 
Mapt, 

DELIS quts 积分 得 avc 始 y=z+C 或 y-tg(ztO). 

RA o0, yel, 则 得 OST 于 是 原 方程 的 解 是 
στις). 

1450. ΜΕ EDAD, WARRE a ER 

Fom 822 dob P RNE, n EMRE Rk, S IER 


积 , ,表示 速度 , n 是 接触 面 的 法 向 方向 ， 若 一 管道 两 端 压 差 为 
ps 一 pi, 试 求 在 贺 形 管道 中 速度 的 径 向 分 布设 管 的 长 度 为 1. 


[ 解 ] 由 于 管道 是 贺 形 的 ， 其 速度 分 布 是 轴 对 称 的 , 即 速度 。 仅 是 + 的 
πι. r 表示 所 考察 的 点 到 轴 心 的 距离 。 考虑 在 一 同心 圆柱 层 上 的 流体 
所 受 的 力 : 内 外 两 层 流动 液体 对 其 的 摩擦 力 了 为 


f=F()+[—- (F(r)-+dF(r))]= ο ο Z), 
由 于 管 长 为 1, 则 接触 面积 8= 2er L 代入 上 式 得 
f= -2alpa(r E) 
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另 一 方面 ,液体 流动 是 由 两 端 压 差 造成 ,压力 差 为 (ps 一 pD) 2er dr 于 是 
asini (7 2) - (os ΡΟ πε -dr 


de 1 dv Pp 
bi Vas tyr rm 


iga- BB 则 上 式 变 为 : 


i68) 


这 是 线性 方程 ， 通 解 为 


τ σα 
解 得 v) S thr- PHO 


由 于 流速 是 有 限 的 r+->0 时 e "m. sx νο, mp RUE re R, 
流速 应 为 零 ， 于 是 


a "P 
0=- T RMO, «. G= TB. 


Lo (p-p (R° -- τὸ 
最 后 有 (y ec (RI gie PRI POMT c. 
zi + = n") d 


1451. 35 yi (2) fü ya(z) ERAH Py” ep Gy py = 
0 的 两 个 特 解 , 则 它们 的 朗 斯 基 行列 式 必 为 


Wn p) =hee cene 
ΓΕ] HF unla) EyG 是 齐 次 方程 的 解 ， 于 是 
f +pi(z)yi + p Dh 0 Ὁ 
及 Mee iG) a e páG ya 0 -9. 
ORMA iG), @ RAAR yiG 得 
gati playa pi) yia 0 
及 nya ps C) νι pa (2) io 0 
两 式 相 减 得 
Vit -yait pla) (g, — st) =0 
"OW, νὴ = yiye yo 
«- ον υὐ =y- un 
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于 是 上 式 变 为 W'pG)W-0 
DE" 
成 立 . 
1462. 若 已 知 方程 2z3/ -ey y 70 — M ym, 试用 降 阶 
法 求 其 另外 一 个 解 。 并 写 出 通 解 表达 式 . 


[ 解 ] 设 另 一 个 解 为 y(z)=4(z):z, RJ y = A'a+ A, y" = A"s+2A', 
代入 方程 . 
(2 A" 4-422 A") — (23 A 24) 14-54-50, 


因此 252 A" ^35? A! -0, 每 边 除 以 32, ERR A 3 A =O, 


则 积分 4' =C, 再 积分 AG)=0 O, 由 于 是 求 线性 无 关 的 
解 ,因此 可 设 Ct= 了 Cs=0, 于 是 AGO 取 为 “最 后 有 方程 的 另 一 个 
线性 无 关 解 为 yz) 2.2=2， 寺 是 通 解 表 达 式 为 

p= Caa, Οι, Oa 是 任意 常数 

1459. 车 方程 oy 十 (1 — 2z)y + (z Dy - re” (wa>0) 的 对 
应 的 齐 次 方程 有 解 ye”， 试 求 此 方程 的 通 解 . 

UR) 采用 降 阶 法 米 解 ， 设 yz) c A()-e, uh AG) ΕΜΕΙΝΕ, 

T 
É y (3) m As Ae, "= Ast 4 2A' e Ant, 

RAD sA" era mar, Tie zAT A a, 把 AC SIRI 
ge MERRIE aene, gm 


ad. y. 
sezat, 


再 积分 得 Acl 0 ha 
于 是 原 方程 的 通 解 为 
y) m Ge Ou In ZZ, 


11 
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ο ο = 是 对 应 齐 次 方程 的 一 个 解 ， 旬 = 所 Eye ina 
是 两 个 线性 无 关 解 . 

1454， 试 求 方程 +2Y 一 8Y=0 的 通 解 . 

[R] 特征 方程 为 r?+2r 一 8=0,， (r+4)(r—2)=0, n2, r= 
-ᾱ, 于 是 方程 的 通 解 为 

y=01 ο, Οι, Cs 是 任意 常数 。 
1456. 求 初 值 问 题 的 解 : 
V" +24" —3y —0, V(0) - 8, V'(0) - 1, 
UR) HEHEH r +2r- 3-0, 特征 根 为 09 一 3, rs=1, 其 通 解 
yo Ce "40, 

RAMM 3=Cie +C, 及 1= — 20) 0,0, (RIDERS 


DR 
4010-8 B ar: 
l-340,-1 F7 | 
FARD yeienie. 
1456. xk Ji RV" —4v + 入 =0 在 初 值 Y(0)=2， v (0-4 
时 的 解 . 


νο ο E nurum 2， 于 是 通 解 为 
y= (C1402) (Qs, 02 是 任意 常数 )， 
ym 0,67 4201+02), 
代入 初 值 2-(0,40,0)9, B) Ci=2， 
4m0,0-42(014-04:0)8 B] Cats, 03-0 
此 初 值 问题 的 解 为 
y=”, 

1457. RAP Y” 2/37 = 0 满足 初始 条 件 y(0) =2, Y (0) 
一 一 1 的 解 . 

ΠΕ] 先 求 通 解 。 特 征 方程 为 

r+43=0, n= lti Z, r= -1-i/2, 
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于 是 通 解 的 表达 式 为 
y=01e tcosV Bt+Cse tsinV 24 
20, 
Άλμα lu -σι +V Οι, 


C= 
解 得 [ "El 


于 是 所 求 问题 的 解 为 
ον Eee Y o 


‘sinV 2t, 


1458. ἐξ 是 一 实 参数 , 试 讨论 下 述 方程 +27V ry = 0 
的 解 当 ” 取 什么 值 时 有 解 在 z-> co 时 极限 为 零 ， 

[R] 方程 的 特征 方程 为 和 2 十 207f 0. 解 为 

ro-ntV Pn 
为 决定 解 的 形式 ,我 们 要 分 别 研究 η’ 070, =0, «0 三 种 情况 。 
H η) 7020, nm 一 了 D>0, …m>1 或 9<0 此 时 解 为 
gren Ce ms yQ, s he 
Salm. οκ, RAFE. Μήλ-ηςο, Βη-ύ;βη-1, =0 
时 , 解 为 y=Oaz 十 Cs 不 合 题 意 舍 去 . ?= 工时 ， 解 为 
y-(QOme? 符合 题 意 . 
当 依 -有 <0 时 ， 解 为 
ym e (C sin VT n 2 4-05 cos Vn τῇ e), 
此 时 ， 由 咏 -n<0 得 0<n<1， 则 -9<0， 于 是 解 亦 随 z 增 大 而 趋 于 
等 . 

总 之 , 当 7>0 时， 其 解 满足 要 求 . 

1459. à V(z) 是 齐 次 方程 4”+bY el 0 E ( — co, -+oo) 
上 的 解 ， 证 明 ὑ(α) dE (— oo, 99) 上 零点 的 个 数 或 是 0 或 是 
1, 或 是 无 穷 个 . 

[证 ] 由 关于 二 阶 常 系数 方程 的 解 的 形式 知 ，(1) 当 特征 方程 有 两 相 异 
SUR τι, ra Bb, ym Cie Coh, E y=0, 则 


mu 17 
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Qai O20 =O, cem 0S0, 
于 是 当 Cax/Ca>0 Bj, y=0 无 实 根 , 当 0s/C1<0 时 ,有 一 个 实 根 


D 当 特征 方程 有 两 个 相同 实 根 时 , n=r=r, ME 
y= C, - 0,3), 
于 是 y=0 有 唯一 的 一 个 零点 z= - CL / CIUS 0) 或 无 零点 (0500) 

(3》 当 特征 方程 有 一 对 共 胃 复 根 一 x 士 论 时 , 解 为 

y e** (C, c08 Bz+ C, sin Bz) = Asin( 82-9), 
其 中 A= vet, one. FÆ y=0 REB sin(Bz-- p) =0 H 
βε--φ-ὰπ (k=0, 411, =), 
=k τι (kmi i 
απ απ ἀπο, 41, +2, =) 
有 无 穷 多 个 解 . 

1460. RMA RUM V” +Y = tg e DNE. 

[ 解 ] 先 求 对 应 章 次 方程 的 通 解 ， 特 征 方程 为 ?十 1=0, nmi, 于 
是 通 解 表达 式 为 g 一 Cisinz 十 Cseosz, 非 齐 次 方程 的 特 解 ， 采用 常数 变易 
法 ， 设 特 解 为 

πο πο z +us(z)cosz, 


有 πο ον — using, 
* uñ sin z+ cos z-0, 
则 sf (x) = ο —uscosz +ut cos να 
z ju, cos z — u) Sing tg z 
代入 原 方程 得 I 0538292 
lu; πο ας η 


fiii ui Gr) X ui) 为 


v (a) sina, ο o 


积分 后 得 ua) — coz Cs, s) mins la |- 


取 01=Cs=0。 得 到 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 
Ψε(α) -- — cos z ln |sec a- tg αἰ, 


tal 
— tten 10. 
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“ 原 二 阶 非 齐 次 方程 的 通 解 表达 式 为 : 
(a) = — lu |sec z--tg z| +C: sin z 4-Cocosz, 


1461. ΗΛΕΙΑΣ Jp τευ" υ' 20 — 22 LR. 
8. 


[8] 3236228208 yo C7 C», 特征 根 不 为 零 ， 设 非 齐 
次 方程 的 特 解 为 wz(z) = Au + Asa) b Ast Aus 代入 非 齐 次 方程 ,得 - 
(UAsz- 245) -3(3As2* +2Az+ A3) + (Aia? Asa + Asz+ Aq) 
LIP an 
整理 后 得 
《240m 二 (24s 十 94i)z2 十 (243 十 64s 十 641)z 十 (244 十 343 十 249) 
=p 


1 
[473 
Αι 1 I; 5 
244494:—2 > | agir 
TNR 244464,404,20 FP Pu 
24í3454-2441, 3 
PESE: 
(x 55 
T. 
于 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 是 
να δα ας 
通 解 为 ye Ct e am s B, 


1462. RHR UU 20 =e” HAR, 2103 A E 
AR. 

ΓΕ] 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 2 十 * 一 2=0. 特征 根 为 11= 一 2， 
ε-1, RERA v(a) = Ae， 其 中 A 是 待定 系数 ， 以 yc Ae? 代入 方程 
得 

44 pAn = e=, 


L 


Am, 
4 
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TREE E Aisa voL 


a, ΒΗΜΑ 
udi 
1469. RAEV +W -U — 2677 ΒΑΕ. 
UR] EJE r2 ri=rs= -1。 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
gG) =C ”十 Core 
而 右 端的 指数 a= — 1, 和 特征 根 相同 , 因此 设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
θρ(α) = (Azt Bye es (AP+ Βαῦγο-”' 
代入 原 方程 得 (64z 十 2B)o- n7, 比较 两 边 素数 


- m 
[eu 5 r 5 
28-0 B=0, 


于 是 非 齐 次 方程 的 特 解 为 WO = P, 
非 齐 次 方程 通 解 为 
qi) m Cr? Conn? +t =, 
1464. RIR YV” — 2 - 39 ch 3z 的 通 解 ， 


(Rl 特征 方程 为 一 27 一 3=0, r= -1, 9 一 3， 对 应 的 齐 次 方程 的 
MRE ym Cet Cn. 又 


chase d (Pt em, 
分 别 求 νί-ϑή-ϑνι-{ δ’ 和 m ο ΑΜ.) 


BHAN- 3m ο 89 8 8. s ma Bet 代 人 方程 
得 6B + 9Bz ~ 2B— 6βα--3Βα-.δ., 解 得 Bells m 


vis (2) gn 
ΒΗΜΑ -2ὐ-θω e IRR, Rs o m Dé. 将 此 代入 方程 


ο αλα... 
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齐 次 方程 的 通 解 为 
πο m Ci Oa + £ PA ον, 
其 中 01, 0, 是 任意 常数 . 
1465， 求 方程 /十 4Y 一 4rsin 2» 的 特 解 ， 
ΓΒ] 特征 方程 为 r?+4=0。 特 征 根 为 i 
2, 而 右 端 函 数 4zsin 2z 相当 于 B=2, 设 特 解 为 
yla) = (Av +-Buyeos2z-+- CA sz! Baz)ein ὃς, 
AWHA y Go 及 多 (z)。 然 后 代入 方程 得 到 
(8Ayr+4Bs+2A1)cos2z+ (245— 4B1 — 8 Asz;6in 2a 
— 4c sin 22, 
比较 sin2z， cos22 的 系数 ,使 同 次 堵 系 教 相同 ,得 


于 是 知 ga=0, B= 


1 
8As=0 A= - 
4B,+241=0 0 | Βι-0 
-s4-4 "P 和 4.=0 
244-48,.0 1 

πο ` B=. 
方程 的 特 解 是 


WD= - 1. 


aeos 224. sein 2s, 


1466. Rj U/" -- 4/ —sin?z 的 通 解 . 


[NO 特征 根 为 rta= 土 %。 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
φ(α) 一 Cisin2z 十 Cacos27. 


而 非 刘 次 方程 的 自由 项 为 sim'z= 寺 -二 cos2z， 而 8=3 和 特征 俱 f 


名 的 8 相同 , 设 特 解 为 
nya) = À + Bzsin 224-02 00822, 


其 中 A, B, C 为 待定 系数 。 代 入 方程 ,得 到 
4B-cosda- i0 sin 2a 4A m --Ἡ coe2s, 


比较 系数 解 得 


$2. 二 阶 常 微分 方程 931 


1 
Α--}. np-.-l ος. 
ru B gt 0, 
B LER + 
e 特 解 为 ae) g rns 
通 解 为 y) e C, cos 22 C, sin22— £ sin 25.1, 


1487. 车 二 阶 线性 非 卉 次 方程 oy 一 f(z) (0<2<00) 中 
a REREH, S (e) 在 [0, eo) 连续 且 |” 17(z)laz 收 化 ， 则 此 


方程 的 解 在 [0，ce) 内 有 界 . 


DGE) 对 应 的 齐 次 方程 的 解 是 y= C++ C2e"， 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 
方程 的 通 解 。 令 gp(z) ert Gn) "etae. RARI, HE Hugoa 
=0, 4} 

pues 
-autto f(z) 


1 
“=> f(a) 
解 得 un 
"m fae 
积分 后 得 "no eL roaect, 
uala) = froe dis, 
RG) =0;=0, 得 
so κο κο μα 
πο Ci Os Eus. 
而 πο | & [3] - ]Cas °| | usa) |, 


前 两 项 是 有 界 的 ， 第 三 项 有 
κο di ex 1f | enar, 
而 由 于 0<t<z. FJ |e ctm TE 
luco Κο Ab A 
ajo α]ο . 


lul - 
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因此 知 ὑρία) 是 有 界 的 , 即 υ(α) 是 有 界 的 . 
1468. RHE zy” - oy -3y- In z(z>0) ΗΒ. 
UR) 此 方程 是 欧 拉 方程, 作 变换 =e. FEH 


dz dt ds zd 
Py ᾱ (ἀν). ἃ (1 ἐν LÀ Py 1 dy 
di dz\dz dzNz dt α dí sd 
代入 原 方 各 By aN synt, 
ο ο ο. 
PORTE 
用 待定 系数 法 ， 设 bn(D) m Ace AY 是 非 刘 次 方程 的 特 解 ， 代 入 方程 解 得 
Aids Amos ο ο. 
ο ο. 
EO EET -4i z, 
1469. RAP V (8 — DV ol =o H. 


[ 解 ] 作 变 量 代 换 =t 则 
ἀν. ἂν ἃ. dy ο ἂν 


da d de  ᾱ αἱ 


du d (duy. ἃ (, du) dt , ἂν us Py 
而 )-a παπα τόσα 


代入 原 方程 得 


dy. LEM 
M 一 一 十 (一 LL 2y= 
t HI HED tet, 


即 yt 
E + ; 
RERE ο ου 


齐 次 方程 的 通 解 为 
πο =(Cisin νΞ, +0 VZ 9. PE 


82. 二 阶 常 微分 方程 933 


设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 yz( 旨 一 4 十 4at， 代 入 方程 As+Ai+Ag=4. 
Aim ~1. A;=1, 于 是 特 解 为 #,(t) = 一 1+t, 原 方程 的 通 解 为 


soe ο. 
1470. RJ; La)" 22V — AV — 0 的 通 解 . 


[ 解 ] 先 作 代 换 =t, 则 原 方程 化 为 


E -4u=0, 
通 解 为 YD OI 


于 是 原 方程 的 通 解 为 


y (D074 
1471. RHY” 40k (47 —1)Y = - 3e" sin2z 的 通 解 . 
[ΒΕ] umet, YREOIRUE e +e= — sin 2e, 因此 可 解 得 


2 一 Olcosz 十 Cssinz 十 Sin22z， 


代 回 原 方程 有 


V(a) 一 (Oicosz 上 Csinz 十 sin2z)en. 

143. RJ RV La egG)y = 0 有 两 个 特 解 GO 及 
Vr). BAE να) ,aa( 1, 试 求 此 方程 中 的 g(z), 并 写 出 
其 通 解 . 

UR Eon Gomes 则 炎 ( 坟 三 十 代入 方程 后 即 知 此 时 gC 允 三 9, 因此 
ο ο ο καν τοι 于 是 


ymo ci REA ZI ERU ΒΗ. S n Gr fe, στου ; 则 是 与 
ϑι(α) 线性 无 关 的 函数 。 则 按 一 阶 方 程 的 刘 维尔 公式 


πο πο f = qnem 


£ 
ΤΙ ya (a) Y 因此 
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πα li 

sechs m 
1 5 

d Viu) j ἴα) d 

两 边关 于 z 求 导 ,得 


A. = nl 

X ru Mr 2 

ROME Gm, BEES MPO eG) me Y^ 因 此 原 方程 的 通 
Γη 


ἔπ de 
ymo ee t, 


JE σία), Ἡ νι) RSS 8 
yn ut, dco m (1) e à làn 
代入 方程 易 得 
s--iz, 


1473. 考虑 如 图 所 示 的 ROL 电路 , 设 EI 欧姆 0-3 
do L= i FH, E-—13 ΛΕ, 在 开关 闭合 前 回路 内 无 电流 ， 
试 求 开关 闭合 后 ,电流 的 变化 情况 ” 若 刀 ~- 16cos2i ΑΝ, Al 
电流 变化 情况 . 
[R] SESIR 按 已 知 条 件 及 基 尔 专 夫 定律 ， 设 为 电路 中 的 
电流 ，@ 为 电量 κ. £ 
TraaresQuis, E 
c 
AE ma . 
g&r-Q(m4g) +E m m 
rss 
Q( =0, φώ)-ο, 
此 方程 的 让 为 
QC) ο 


33. 党 微分 方 得 的 矫 级 数 钾 法 935 


cm ig 
RADER O= — 2,0, F 


--1μ 1 oui 1 
- Qo --ᾱ e'eos6 -- Xt d 


由 此 解 可 看 出 , 当 + 很 大 时 仅 剩 下 稳定 解 $. E J 18.005 2: 伏特 ， 
JU & Ss 


pis 50534, 
φώ;-ο, Q() =0. 
BUDE AZ BHEREKCUR, ΒΟΡΕΙΑΣ 
Q, (t) = Ax c0821 + Aasin 2t, 
RADE ο ο. 
HOURS 


QG) =C cos Gt +03 sin 61 + š cos2t + sin 2t, 


代入 初始 条 件 得 到 Ce - 3. C4= 一 这 ， 因 此 得 到 


gG)=- gg“ cost sint) + S (3o82 +n 20), 


83. ΑΠΟΕΛ 
1474、 试 用 宕 级 数 法 解 定 解 问题 y'-y-0, y(0) -1,y (9) 
-1, 
[R] 方程 是 常 系数 的 , 设 解 为 
νῶ- Ee 
求 导 后 代入 方程 得 到 
Spo Da Jermo, 


REA Soie. cos ant, 
Bit n(n-l)m-a,;—J (n=2, 3, =), 
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1415. απακκι -27 - 2y =0 ΒΗ, 
LEO 因为 zo=0 是 p 


ορ 


将 此 式 代 人 方程 
ΠΣ Xe 1 23 2-0, 
化 简 后 得 Sint D2,-2 2(in-1)a4 9]2 720, 
于 是 得 到 系数 的 递 推 关 系 式 


2 
一 二 =23. 3, Δ, = 
asas  @=23.3, 4, =). 


由 此 知 ao 及 αι 是 两 个 任意 常数 。 而 递 推 关系 中 ， 由 a 可 | 
由 αι 可 确定 as, dcn 代入 后 得 


a, Quy t 


a 
zep απ oe 


λος unde 2a, 
5 ΕΣ 75 ΣΙ TRF CRIT 
(k=0, 1, 2, =). 


代入 解 的 表达 式 


2 


yG) 7 Ἔλα. ο do A aero ον. 
1476. 求解 初 值 问题 
ay" 2y/ + (z - 12)y 70, υ(1) -2, y (1) =3, 


3， 和 常 微分 方程 的 算 级 数 解法 937 


[8] 出 于 解 是 在 初 什 2=1 的 条 件 下 的 ,因此 设 解 
s) Sa s-D*. 
Hes- 原 方程 化 为 
[G7 1)? 2( -- 1) 5170" -2y + (2-1) y7-0, 
代入 方程 解 得 
Eiso- Da - 07423 0-2, -DO 
- ο. ο 
* yes Druo 
ΠΑΝΑΜΑ 
È 0i- 26-52-07? «231 (0700-94, 77? 


+ nn -Dans—D"™ +2 $i Q7 Da, iG 1)? 


+ 3eac- 1)7?20 
比较 各 等 次 项 的 系数 得 
Quas 227) + (ao Sa; 623) (z — 1) + S (nn --1)an 


(η -1)'a, 44 (n7 2) (n -3)a, 2 Γαλ ο] (2 7 1) 1990, 


2a,-- 2a3—0, 
ES ao+8as+ 62570, 
于 是 Hn 
μα. ου ο D See kuea ε.α =), 


ΠΕΡ 
代入 初 值 条 件 知 ao=y(1) =2, y 4) 5.8, 
a= d=-3, ay -ie + sa = 号， 


.18ayt2aytai |, 2l gym Stata 149 
4-3 4t 5.4 PM 


因此 初 值 问题 的 解 的 前 几 项 为 


a= 
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yD ο ο ο 
Moro 
1477. RE RE 2a" +y' 一 2y -0 的 通 解 . 
DM) 10483 θα 形式 的 级 数 ,代入 方程 得 
2ay'+y'~2y=2 Σι (na) (na — a it 
+% G+ jas t 2 S aua 
= Slo 0) (o ολ... Saa 


=[2o (o - 1) + Jao + S E2040) -3] 
[nto |a, - 22, antt 
指示 方程 是 2o(o-D +o=0, 即 Ga - Do c0, 01=0, cim lr oi 


3 不 是 整数 ， 对 0=0. 


ne ΕΠΙ REN EE 
"nto iato) n- 2n)’ fes 


当 取 o 为 任意 常数 时 ， 


-1 

a= = 

uU COP lato) 1 
E +>) 


在 假定 αὐ 是 任意 常数 情况 下 . 


à 
ante, antoi a m lp M, 


$3. ΑΛΙΕΙΣ: 939 


dnas 


Qn)! 


CENE i τ 
FE νῷ rr τση 33b inr cA ——— QN nn 
是 方程 的 另 一 个 解 。 从 解 的 形式 知 解 可 以 写成 
ys)=01ch2V z C,sh24/z (450) 
其 中 C, Cs 是 任意 常数 . 


1478. RHE aU" 十 3y 一 2y 一 0 的 通 解 . 
[81 用 震级 数 解法 ， 设 yD) = Stant 代入 方程 得 


a=: (n=0, 1, 2, =). 


ay! ey! — Day b [nto (io —1) 4-30 0) αμα. 
aa en 
=loGG- D+ 3σ]αια’ + $i [G +o) (n +0 +2)a, - 2a, ien 


指示 方程 为 clo —1) +3c=0, 898 σι--0, cs= -2?， 因 此 oa 一 ?是 束 
数 ， 系 数 的 递 推 关系 式 为 
G(+o)(n+o+ 2)a, 7 22,.,0, n=1, 2, + 


ο οσο... 


2a, Sa, Q δα, Pa κ. 
13 35' STga σαι, ^ 
PIS 


απο χα 


26a, 
ELM 


因此 其 一 个 非 平凡 解 为 
θεία) -- Σπ at 
其 另外 一 个 线性 无 关 解 是 
t (a) = > ba^ + (a) In z, 
其 通 解 为 yla) -Οιψι(α) +Caya (a), 
1419. RAE a (2— 1)" + (12 — 1) V t By — 0 的 通 解 形式 . 
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[ 解 ] 先 将 方程 化 为 


+ E 


z-i  *z-l 


ym Syst 形式 的 解 . 于 是 其 指示 方程 oCo 1-080) 30) «0 
推出 oo -1) +o~0 即 0320, σχ--σ»--0, ERRER, ΜΑ 


9-0, 


形式 ,代入 方程 . 
az 一 1 PLE (72-1) Sis Xes-o 
化 简 整理 后 得 到 
局 cn-Dz+ Em. -n(n4-1)as1]2* 
+ Sio. - n+ Dantle"=0. 
于 是 —a14-5a90, 5a, — 2as- Ta — 2457-0, 


(n1) (n+5)as— (n+ an=, n92,3, 4, =, 
归纳 得 递 推 公式 
ο 2,3, + 
qo 是 任意 常数 ， 或 


an 


NE 
Ain! 


vio) ο τα 
另外 一 个 线性 无 关 解 的 形式 为 
vm Σὲ ὅκα” GD nz, 


qo (071,2, τη), 


其 中 系数 bn 待定 
1490. NÆH P ay Heyt (a° m)y=0, HP m E 
正 实数 . 


[R] z=0 是 正则 奇 点 ， 指示 方程 为 *(7 一 ID +r-m=0, -m= 
0, T&r= +m, 


83. RULES KURIER su 


9 ὑπο" aaa 
代入 方程 . 
23 (k+r)(k+r— Da, sn (karst 


+ (a — m) Enero 


或 记 为 
È arnar -Darty D kyrja 
z f 

世 较 系数 ; [rr —1) +r- mlao=0, 


[G +r)r+ (r +1) -- m° Ja=0, 
κο ο +r) + (r +2) mja 2920, 


an= 05410, kel, 2, 


ΕΠΣΠ ze Hir kr 
其 中 αὐ 为 任意 常数 , 取 ao= Bf. an= 
因此 有 


(i 
ZUUEHDORERBY1) 


TTG +1) 


Cs faym 
To Burzi) Í 
Atere- LI] 


C D: zi 
ων z ETEF ος ) E 
通 解 是 y(2) m Cu) 0 (n. 58 m 是 整数 时 ， 其 解 第 一 个 仍 为 
Jala), RZA Jnl) 是 和 了-(z) 线性 相关 的 , 技 方 程 守 级 数 解 的 理论 
应 是 


mn Jor) -cospa —-J pla) 
sin pz 


” 通 解 是 γα) CJ (2) c CON (2), ' 
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1481. 为 研究 一 个 系统 经 过 较 长 时 间 后 的 性 质 ， 常 常 要 研究 
在 无 穷 远 处 的 级 数 形式 的 解 , M Sia (IL) at RR 
3m 

aty" + (39 ου 
的 形 如 A y em. 


[5 ç —=s 则 


"T Pu d( 3 duy ορ ἂν uu 
dr de dro Lr E ee dee 


x ds 
代入 方程 得 到 D es At +y=0 于 是 3=0 是 一 个 常 点 , BD z= ἘΠ 
方程 的 常 点 。 设 
yG)- 23277, 
代入 方程 得 


EY s eu) Syn) - Das (n ο rte 


miss a,= —as-s/n, n22, 8, =, 于 是 推 得 


en em - 2, 3, = 
mode R meggy" tba S 
REOS 
1 : 
vom δ) eR ΝΟΣ pt 


原 方程 的 解 为 : 


e= E C 


54. 微分 方程 组 
1482. 试 将 下 列 微 分 方程 组 化 为 标准 形式 的 一 阶 微分 方程 组 


54 微分 方程 组 943 


dy 
A) 
dy 
D z, y), 
πως Y= yo B ow, See. 
I) Ὁ ο TJ LUESEIS 
Sere ο 
Ln 
z 
dr 
|= 
du. 
ier iade: 
ν΄... αμ 
Sa, Z, y, u, 9) 
Fi ΠΠ 
rasa 2, 4, u, 0), [iso to, 
FIM DAR | 
ον ο ον 
Y= 
Hov, 


1483. 试用 消 元 法 求解 方程 组 : 
dz 
PC —z4 yt, 


e SEL - 22g, 


944 


UE) 由 第 二 个 方程 解 得 := le lys 对 上 求 导 得 


dr Ü 

di 3 
将 T 及 的 表达 式 代入 第 一 个 方程 化 简 后 得 芭 
tona e+ uo, qug Au 
cs， 再 代入 到 z(t) 的 表达 起 有 


Guy at 
Ἢ rop 
r r 


S BREAD 一 ca 十 


1 1 ^ 
ο... <) HC m cn t, 
于 是 原 方程 的 解 为 
z= +t 
š απο), 
y) m —cd? +e, 


[说 明 ] 交 是 亦 可 以 先 从 第 一 个 方程 解 出 y 的 表达 式 ， 代 入 第 二 个 方 
程 ,再 求 解 关 于 z 的 微分 方程 . 


1494. 用 首次 积分 法 解 如 下 方程 组 : 


必 到- 纺 一 cx。 这 两 个 首次 积分 是 相互 独立 的 。 因此 此 方程 组 的 通 解 
是 
-y =c 及 zr-ytki-o. 


Mis. 来 方程 组 Lour ΘΗΚΒΡ. 


84. 微分 方程 组 945 


[ 解 】 由 后 一 方程 得 
dy _ de 
ys 
从 而 得 %= Ci*， 再 用 = 乘 第 一 个 分 式 的 分 子 和 分 母 , y 乘 第 二 个 ， 5 乘 第 


三 个 ,然后 用 比例 定理 ,得 到 


积分 后 得 
最 后 得 到 方程 组 的 解 是 
fs 
sp! m Cw, 
1486. 试用 首次 积分 法 求 初 值 问题 : 
ο ο sint sing [0 -0 
Z=- $ sin 2stn 2y, y(0) -0. 
ΓΙ . - qn 2z sin 2y= — 2sin rsin y cos cosy, 
于 是 两 个 方程 相 加 ， 
SE y E S Goszeosy—sinzsins, ο 
积分 后 得 tg y) =t+G, 
两 个 方程 相 减 得 


Eg) = (os zcos y ein siny)? 即 SGT c ooé(a- y). 


ἘΠΕΊ tgG@— u) =t+O, RAMEN C 04-0, 于 是 问题 的 解 为 
tety) =t, ασε, 
ZY =ny+ma 
1487. 求 微分 方程 组 ds, (3171750) 0 38 W. 
da =my+nz 
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Lf) 将 两 式 相 加 得 

ΡΝ 
于 是 (y +a) e Cien Use mnt, 
将 两 式 要 减 ,得 


PUD ny), 


于 是 (g—z)= Disin Vm nz D; cosVm — nz 由 上 两 个 解 式 联 立 解 得 
πο ων η sin νπΞπα 
+ DscosVm—nz), 
:(2) metre Cunt - D, sin Vn-ns 


— DycosV/m —n 1). 


1488， 求 满足 下 列 条 件 的 两 条 平面 曲线 : (1) 在 两 条 曲线 上 
有 相同 横 坐 标的 一 对 点 处 所 引 的 切线 相交 于 纵 轴 上 ， 所 引 的 法 
线 相 交 于 横 轴 上 ; Ὁ) 一 条 曲线 过 点 (1, 1), 另 一 条 曲线 过 点 
(1, 2). 

UR] 设 两 曲线 的 方程 为 y=y(z) 及 :=s(z)， 于 是 过 z 点 的 两 条 曲线 
的 切线 方程 为 了 -yz)=y G) (X —2) R Y 722) eG) (X —2), RA 
切线 相交 于 纵 轴 , 即 X =0 时 了 ΦΠΕΕΙ, TRY: y z, Yi B t 

ν-ψασ-ε-7α, 

同样 , 其 法 线 分 别 为 

X-ye- 3-2 及 OY--lqx-», 


于 是 由 已 知 条 件 当 了 =0 时 民有 相同 的 值 ， 即 yy =s. 因此 所 求 的 曲 
线 化 为 定 解 问题 : 

jesees ps 

yy τε, 0) 73, 


84. 微分 方程 组 947 


由 第 一 式 得 
dy de, , . dn) ἂς S 
zx) - Er pu^ 926508 


由 第 二 式 , yi-eg-0, TERIASR1-2-0, 1-4-0, Bl Ci -1, 
0,= 一 3， 于 是 得 


此 即 所 求 曲线 
1489. ΙΕΠΗ 4 MC H (zi, mo …， ms ye cS Ya) 7 O 是 方程 组 


(k=1, 2, n) 


的 首次 积分 ， 
DE) 在 第 一 组 方程 的 两 边 对 应 地 和 PILE 得 


4Η dn 0H 2H (i. 5 .. 
Ən dt Oy Ən αλ μα... 
在 第 二 组 方程 的 两 边 对 应 地 区 以 ŽE 得 
ÀH dy θΗ 8 μα. ος, n) 
ew. di EMEA P 
然后 两 式 相 加 得 


δι 9Η dr , δι 2Η dw. 
δὶ ὃ: d t2 di 
XtdH-0, αλ RAN EARS. 


1490. 试用 逐次 积分 法 求解 二 阶 方程 y" ey ye e. 
UM] HDAORMODET < ， 则 上 述 方程 可 以 写成 


W+D-Dy=” RER (O-DGO--2yoe 
4 (D+2)y=u, 则 化 为 (了 一 Du 一 这 是 线性 方程 ， 用 一 阶 方程 公式 来 


948 SAX 常 微分 方程 


解 ,得 uw(z) = 2 十 Oer。 于 是 原 方程 为 
(D+2)y=ze+0e B] yk 2ya Ot 
这 仍 是 一 个 线性 方程 , 可 求解 得 
az) 一 t wte 10.63’, 

1491. 试 求 方程 (D* 一 6D-+10)y=e*” 的 通 解 . 

[ER] iT PO)-D'-6D-10, 且 P(3)=1 丰 0， 于 是 非 齐 次 方程 的 
一 个 特 解 为 

cd m Lad z, 
Y= Dro $—18319 7^ 
再 求 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 由 特征 根 350A, JEACUEEMDRAOS 
yn 7 C16? ο... 
因此 原 方程 的 通 解 是 
πο ο ως ολ. 

1492. 218 y" y —6y- 1026, 

ΓΒ] ΜΕ ss (I - D-6)y- 10227, PAR en, FXURIPRAS 
AR en P(D)ys PO) - a) ley). 得 

e(D1 - D-6)ys [CD--3)? — (D 4-3) - 6l (ye7*) 
= (D+5D) (y) 102, 

mil yeu fb OD*-SD)us-l0r, D(D+Du=10z， 得 特 解 为 
2 


(D+5)u=5z?, ε--αῖ-- 
因此 非 齐 次 方程 特 解 为 
nozh- aje, 


z. B cire, 


章 次 方程 的 通 解 为 
ον 
原 方程 通 解 为 


yG)- ο ez a2-2. 2e. 


1483. Ry — 4-4 -α’ ΓΒ. 


84. 微分 方程 组 949 


UR] 此 方程 对 应 的 齐 次 方程 特征 报 为 六 ,于 是 齐 次 方程 的 通 
MUS γα) (01 0s)? 非 齐 次 方程 的 特 解 为 vs(z2), P(D)= D: -4D 
+4, γω) -α’, ΚΟΕ 2, 


于 是 


于 是 原 方程 的 通 解 为 
yr) = ο. 


1494. AE y" ye sinw 的 通 解 . 


y 82 yn (z) =C1cos rt 十 02sinz， 对 于 特 解 ， 
BAD PD) = D° +L f(x) =ersiaz= Imert's 于 是 有 
aer 


μπω 
yeiz) Ing οἱ Inc DU 


= In: = (eosz+isina)= S (sinz—2cosz) 
TOO E93 CS 


y) όλους κ Casin zd 全 (sinz—2c0sz), 


"Er. „7 [ασε z(0)-3 
1495. RRJ af εἶ 
Mug LL 
[MG ARAR. βὲϑὲ-- 71 r 
代入 到 第 二 个 方程 有 a" ca m dcc (2-2), 
43 


ycr-mopkEy-s-x 
于 是 有 s" —4z=0, TG 


ας) 1e Coe? 
RAYO 的 表达 式 有 
y) ma! ca 2036 — 205677 


C16 Coe 71) - C16 803370 


950 ΞΕ 常 微 分 方程 


代入 初始 条 件 ,得 到 


(ECE) -- εὖ + 20798 

原初 信和 问题 的 解 为 een irn. 

1496. 质量 为 m 的 两 个 小 球 , 由 弹簧 连接 , DIET K 0518 

度 为 16, 当 它 被 拉 长 到 时 ,这 两 个 小 球 开始 降落 ,两 小 球 位 于 

同一 条 铅 垂 线 上 , 46141 秒 钟 弹簧 长 度 又 缩 到 lo, WEHEN 
试 求 这 两 个 小 球 的 运动 、 150 


(8) 如 图 建立 举 标 系 。 质 点 从 标 为 ,zs。 T f j 
对 于 质点 m. 受到 重力 mg 及 弹簧 的 作用 力 廊 ， ἰν ^j 1 
质点 ma 受到 重力 及 弹簧 的 作用 力 fes fu fa fs |. 
方向 相反 ,大 小 相等 . 

Ifi Mal m las 7m — lel 
因此 列 出 微分 方程 组 ü 


É De ngtks-n -h) 


xs _ 

r 

初始 条 件 t=0 时 ， 鸭 一 为 一 加 25 (0) 23 (0) =0, 
t= 了 时 ， αμ --αιθ]ο, 


Q rerai Wm ΡΗΝΟ T2 


mya = mp-kG-m-b), 


[3k 
. s=01c0s4 + tC ein T t 


-- 由 初始 条 件 得 
s(0)=h-b,z'(0)=0 X z(T)-0, 


hh 07 - C Ein o C ZE eost, 
. C 


š 
ορ νεα im 


84. 微分 方程 组 951 


RA z 的 表达 式 得 


252, 7 lo (h -- 1ο) σος — 


积分 后 , 再 利用 初 值 条 件 n (0) =0, ze(0) = 得 问题 的 解 是 , 


ai οὐ - bbs 2 i hs, 
αν) el tt — 
3 E] 2T ra 


αγώνα buy cfi), 
y 7 agr boy f(t). 

UR] 以 入 乘 第 二 式 与 第 一 式 相 加 ,得 

(atiy) = (ar +X) + (Abay Τις) HAS), 
选择 入 , 使 得 三 十 Mbs 一 (qi 十 Ma?) 和 ， 这 时 上 式 变 为 
(atiy) = (arta) (zy) +[fi(t) fa (1). 
以 Ls 十 2y) 作 为 新 的 变 景 ， 解 得 
apayment [o4 fE pO taO ema] e neo. 

38 bi F Aby= (a+ Àa2) À 有 了 两 个 相 异 的 根 , 则 上 面 得 到 两 个 式 子 ,从 而 可 

以 解 出 z X vo, 


1497. νόρμα 


ay m Fi), 
m Lawana, 
à zm [A5 FG) -λιξο(ε)}/(λα--λ), 
pa bamo -FG)/03-332. 


5’ -Dzd-4y-el, 
y 7 Az yl, 
ΓΕ] LASCURCXBSS- Um. 得 
(s+My)'= GE 4A) a (4+5A)y+ ettA. 
XR, HOLEDATAGHHUD, MZA =l, Mal, 对 应 和 =l 时 ， 


1498. awe | 


952 HUGE ΑΣ 


则 有 
(Gy) 9G) +#+1, 
解 之 得 Gym Oa ST. 
对 应 和 = -工时 , 则 有 
(9) G-yteé-l G-y 1941 
Cae Cs? +tet — 
联 立 解 得 { x sy) 
ys EC —Cset— t 


12 
19. ο. άπ. 
[R] 特征 方程 是 
| ML 


特征 根 是 Ai= Bom 一 1， 对 应 于 m S ΑΡΕΣΕ ( ML 
3 
6 Νο ο —2£ 4-240 ες 
2 1A&/. V&/ Λο) &-26590,— l6=0 


取 特 征 向 量 为 
(EG) τε wone(h 


对 应 于 特征 值 Xo= - 1 sec (ο) 


XXE tiranno lecco 
取 特征 向 量 为 


(O) = το) 


mar aet[ Yi(0)， oa=aa 人 2 a) 


s4. 微分 方程 组 953 


因此 , 原 方程 组 的 通 解 为 
"s 1 - Ue t 
ΠΗ͂Σ, (ë ) pt e 

Cx, Ca 是 任意 常数 。 
12 


)risam. 


1500. 求 二 阶 常 系数 线性 方程 组 r-( j : 


Um) 特征 方程 为 


1-3 2 | A 
-2 1-3] ^ 


ΠΩ͂ -2)*4- 450, FJ Ai 1-24, hs=1 一 2i, ΑΡΤ A1 --2i RE 
& 
RA € (E ) pati A£-2AE f 


ο ο” 


ο (e) 


(9 Yasa Nerana 
προ 

( ea (25) 

d rans) I ereos2z 
ΠΝ, Fett cn en) 
SUN -etsin22, 2: 

4 6 6 


1501. κελπαν{ 1 3 中 ea 
-1 -4 -3 


95s 第 刻章 常 微分 方程 
[ 解 ] 特征 方程 为 


4-a 6 6 
1 3-3 2 
-1 ~4 -8-λ 
Ẹ-A-DA+HDA-450, FEHER M=1, M=-], 24. 
对 于 和 4=1, 则 设 特征 向 量 


& 
2 
$s 
361 6E +660 &=0 
解 得 | 


Β Αξ-λἑ 3 > i= -k 
7&7 4f- 56:0, &=k, 


ο 
特征 向 量 为 ( ) 
1 


同 理 ,对 于 X= 一 1, 得 特征 向 量 为 


( 


-ο, 


对 于 和 = 得 特征 疝 量 为 


县 后 方程 组 的 通 解 表达 式 为 
ο - E 
von es ) 
d 1 7j -1 


2 -3 3 
1502， 试 求 方程 组 -| 5 工 的 通 解 ， 
0 6 —4 


84. 微分 方程 组 955 


CW] Xi HASUERE 

3-λ -3 3 

0 δ-λ -3 

0 6 -ᾱ-λ 
(4-2) 0-0, 88 λι-λο-3. λο--1, 

对 于 入 = 2. 求 其 对 应 的 特征 向 量 , 研究 方程 组 


2 -3 WN/& & —38£ 3560 
( Bros EHEJ 得 [x 
0 6 -4/^& & 66, — 665990, 


由 于 方程 中 不 出 现 所， 于 是 有 两 个 任意 常数 ， 令 生 =j &=k, Misk 


=0. 


h 
en [s enn 取 h=0, k=l 及 h=1l，k=0。 分 别 得 到 两 个 特 
k 


Xt) 


1 ? 
于 是 特 解 为 se- 1) 和 s " 
ο 1 


对 于 和 = 一 1, 其 相应 的 特征 向 量 


3 -3 & & 
( 5 E e & ο, 
0 6 -4^6 & 


36:7 36 850 &--k 
m 6$:—36—0 &-k 


£4 3637-0, £2, 


于 是 第 三 个 线性 无 关 解 为 
-1 
YG) -( ὴ 


956 ERE 常 微分 方程 


方程 组 的 通 解 为 
- 1 0 
voee Jes ) 
3) 9 1 


1503， 试 求 方程 组 | 人 ges yo 的 通 解 ， 

da 
dí 
UR] 这 是 常 系数 线性 方程 组 ， 系 数 和 矩阵 


ο. X 
A-|[1 1 3 
01 1 


-ᾱ 1 1 
特征 方程 1 1-4 -1 
0 1 1-λ 


所 以 Xi=0 和 a= 和 ha 二。 对 于 单 根 入 一 0, 可 计算 其 特征 向 量 


ει 
A z Er iuo 

£ (5) 4650, 得 [T eso 
1 


TE G2, £m 一 kb, Ey, 特征 向 量 取 为 


& 
& 1, 1, 


对 于 二 重 根 和 =1, 则 可 取 解 的 形状 为 


& m 
Yaja JE νο 
& m 


代入 方程 组 , EGULRIAOERUR RC, 得 到 


Tat ys 


-0, 即 ΛΑ - 12-30, 


54. 微分 方程 组 957 


T -ηε πο 
ην πο 
m=0 
&tm-&-&6-0 
wiska 
m— 6 =0, 

这 六 个 方程 系数 矩阵 的 秩 为 4， 它 的 解构 成 2 维 线性 子 空间 ， 或 者 说 依赖 
于 两 个 任意 常数 k h, 其 解 为 

&=k, &=h, &=k, m=h, qi, m=h 


于 是 其 解 表达 成 


š 0 1 
so) " Yat, EU EE] 小 
k 0 1 


归纳 前 面 的 结 某 得 方程 组 的 通 解 


2 et {4} 
vod Sed “ } 
1 at tet 


"P 
33A -ᾱ--ψ-0 


dz , d° 


2^ ga tt. 


[ 解 ] 此 方程 组 是 由 两 个 二 险 方程 所 组 成 ,可 以 化 为 线性 方程 , 先 化 为 


958 第 九 章 常 微分 方程 


BEJE : | L. 


-1 0 ο -A 
BIA 71-0, =l, λες ~l, λοπὶ, Mm i, 
对 于 ji=1 得 z=04 u=0,, y= —-0i v= -Cl 
对 于 和 = -1 得 z=Cs, W= 一 Cs, y= 一 0s, v= OS. 
对 于 和 =;i 得 — z=0s, w=03i, y=0s, osi. 
对 于 A= -i 得 a—0 u= Cui) ν-θυ v= 


sa (eel eG eC) 
saf Jro Qype 


pro Üse^! 056081 - C, sint 
y= — Cie! — C267! C3 6081 +C, Sint, 


1505. ka μην 


4- —z+4v-+ e (0) =0 
je 


UR] 先 求 对 应 的 齐 次 方程 的 解 . 
Ba -2+4 


Fi 


入 
* =0, A3—-2A- 1:90, àj;- Aj-1, 
3-A 


CIL 


-1- 
特征 方 各 | SA 
于 是 齐 次 方程 的 解 为 


代入 齐 次 方程 解 得 


84. 微分 方程 组 959 
Mc 
BOR—ÁAEXUCEUEDRUMAL GUCHEUS 
(Σίρο 
ye Ei Eae, 
将 此 解 代入 方程 中 
[nec DAE 
3E, (— Di+5E:—-1)+(— Di 253) e, 
= DAE 0 
-DoRSEQ:l 
—4D,+4E,= -1 
于 是 
Zi HB BUENOS 
ασια ste! — 4 
NEN E i-e, 
(0) 01 — 4-0 "n 
RAWH. " discs 
因此 所 求 初 值 问题 的 解 为 
ade — Sie — 4 
ενα 
w=ytsint 2(0)-2 
1506. 
Ην σοι ΗΒ. 


ΓΕ) 先 求 对 应 齐 次 方程 组 的 通 解 


Ë =y 


yea. 


960 第 九 章 常 微分 方程 


特征 方程 为 
|? Lb. 


FEMEL, AL 对 应 于 jx=1 得 


"e (QM) 
所 以 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


pe +C 
ya 7 Cie! — C577, 
设 非 齐 次 方程 组 的 特 解 为 
| pa E 
yp= Ds cost + Di sint, 
其 中 Di, Da, Di 和 Ds 是 待定 系数 ， 
代入 方程 组 得 到 
t Disint+ Dscost= D;cost + D,sin t--sint. 
一 Dasint 十 Dicost= D; cost + D; sin 1 4- 26081, 
-DiD kl 
-Ds=D, 
Di= ms 
Di= D: +2, 


8 


解 得 Di --ᾱ D 0 Da=0, D. ΜΜΑ 
1 
— 
原 方程 组 的 通 解 为 
ET EERTET 
ron NO i sint, 


代入 初 值 z(0)= 2 及 %(0)=0, 得 


54. 微分 方程 组 961 


peteng 


0=01 — 0s, 


因此 Ci=Co= 工 . 


问题 的 解 为 


1507. 求 微分 方程 组 


[8] 所 对 应 的 齐 次 方程 组 为 
dr _ 
μα 
di 
d us, 
; zX / Cicost+ Cssint 
其 通 解 为 ος 


用 常数 变易 法 求 非 齐 次 方程 特 解 , 设 特 解 为 
ΓΞ Vilt)ecost+Va(t)eint 
y= —Vi(tDsint+V.(t)cost, 


a(t) 是 待定 函数 .将 其 代入 方程 组 有 
Vilt)cost+Va(t)sint=0 
L VDsint+ Vsost= ac 

4) 1, BV Va CÓ e τα 


Xm Vic, V. 


BUB Vi GD -tgt, V 
tO; 


] 
因而 原 方程 的 通 解 为 
zz 一 Cicost 十 Caogint 十 cosfln cost--t-sin t 


fa — Q4sint --C; cos i — sint ln cost 4-t-Sin f, 


952 TAX 常 微分 方程 


(2D*-3D -9) z- (D*--31D - 14)y=4 
1508. | 

解 方程 组 1 (D+1)z-r (D 4-2) y - — 86”, 

[ 解 ] — a) 和 y(t) 可 由 下 形式 解 得 : 


| D+ID -14 zi 4 D+7D-14 
D+1 D+2 H. 8^5 —Dp42 | 
2D'-3D-9 D'47D-14 2D'-3D-9 4 
[us αν d Ber eund 


" dicimns 4)ze 84-825 
计算 结果 为 da» nian eue 4-4, 
对 于 这 二 个 方程 ， 用 算 子 法 易 得 特 解 
ΩΝ 
ρίι)-1- 


而 各 自 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 值 为 mi= 1, r=, 


,yp 一 一 2i， 于 是 通 解 为 
2445 


ro 0.00521 1-09 sin 21 - Cs; 
yt) 9 K1cos2t-- Ks sin 2t 4- K^ 


1-57, 


这 两 个 形式 解 代入 方程 组 的 第 二 个 方程 
(6. ΡΟ ΓΑ ΚΙ 2K 5)cos 2t + ( 

CI+ 3Ka)et — 82?! e — Seit, 
[onec Κι 2Κ2Ξ0 


2043-03 - 2K ,*-2K 9)ein2t 


比较 系数 有 


| 解 得 


| ΤΙ 
je cos2i- C, sin2t--Cyt -2 


US 3054-05)c0s214-1- (C1 —303)5in21 — 5 σος! -1-- Se, 
| = 4 5 


84. ΠΏ 963 


Ds-- (D - 3)y4 (D4:2)2- 30 
1509. wamal D De eet eoar 的 解 . 
(D--1)z4- (D-2)y 4 (D--6)2-6 
[8] 由 于 按 算 子 方法 易 算出 关于 的 微分 方程 为 
» D-1 D+2| | D D-1 34 
D-1 D D-2 D-1 D aet 
D4i D-2 D46| |D+1 p-2 ὁ 
但 展开 此 式 时 得 O= (a—3)e, 因此 当 c3 时 , 此 方程 组 无 解 。 当 a=3 
时 , 则 方程 可 解 。 可 以 知道 此 时 第 一 个 方程 的 2 倍 沽 去 第 三 个 方程 即 是 第 
二 个 方程 ， 因 此 原 方 程 组 等 价 于 
Ds+ (D-DDy=2s—(D+2)s, 
(D—Y)a Dy 34 — (D—-2)2, 
对 于 每 一 个 可 微 的 函数 有 上述 方 程 可 解 ,化 为 
D D-l| |3e-(D+2x: D-1 
li D μα D E 
D D-i D 3e-(D+2) 
los D | -|p woo 


s= 


Jennie (pa 

m (2D-Dy-3e' (3D -2)5, 
ae Cu e ge — D-2 , 

. I ΕΟΚ 
um, ο 


3p-i^ 
其 中 Ci 和 Cs 是 任意 常数 ,而 s 是 任意 的 可 微 函 数 ， 这 便 是 原 方程 的 解 ， 

1510. 试 求 两 质点 的 弹簧 系统 的 本 征 振动 , 假设 为 = 二 δα”. 
2, 1,72, mi =1, πια” 2, 如 图 所 示 . 


964 "UE 常 微分 方程 


UR] 取 系统 平衡 闫 考 时 的 质量 块 位 置 分 别 为 mt 及 加 的 坐标 原点 ， 
质点 偏 移 平 衡 位 置 的 位 移 为 zt 及 zo， 于 是 在 质点 m 上 受 力 为 
—«—X 
在 质点 m 上 受 力 为 Fa= - a2) 及 F = -k 系统 的 动力 学 方 
程 为 
dun 
mr tres na meo 


z 2. E 
ms DE e re Fu 22,4- (2D? -- 4)a 20, 


方程 组 的 系数 行列 式 为 《D?+3) (2D! 4) 一 4= 2D! 10D? 8, 特征 根 为 
timi, ra= πο πο 一 各， 因此 设 解 为 


mN {4 mY (OY. 
GO = C 

Ub o R1 或 3， 将 形式 解 代入 方程 组 得 到 

( — 07 4-3) A cosot — 2B coswt=0 

SR SAT C XU Hon ον 
以 o=1 代 入 ,得 24 一 2B=0, 于 是 可 取 4=B=1， 以 o=2 代 入 ,得 -4 
—2B=0, 于 是 可 取 A=2, B=~1, 同样 对 sinwsz 形式 的 解 o= 1 时 得 
στι, E-1; w=2 时 得 C=2, E= — 1. 因此 得 到 系统 的 本 征 振动 为 


1 2 1X. 2. 
Μα. (m a Danos. 


3511、 有 两 个 双 连 通 的 铁 箱 Ts 和 了 >, 它们 的 容积 分 别 为 V: 
TV 两 个 铁 箱 由 两 条 管子 连接 , 液体 通过 管道 的 速度 为 ”， 每 
个 铁 箱 内 都 有 一 个 搅拌 器 ,使 液体 立即 混和 . 车 开始 时 ,在 铁 箱 
T, ΡΙΚ STER, & 4 盐分， 在 了: 内 是 稀 的 盐 深 液 ， 含 
4， 盐 分 ， 试 求 两 个 铁 箱 内 盐 的 含量 的 变化 规律 设 4: = 0, A, 
-τδ, V,—50, Va=100, r =5. 

[ 解 ] HQ) ü QG 分 别 表示 在 T 和 Tr 内 盐分 的 量 ， 于 是 在 71 
内 ,盐分 的 变化 率 OO 等 于 进入 盐分 率 减 去 流出 的 盐分 率 , 即 
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E MEN 
Va Vi 
类 似 地 有 
Quer C. r UO, 0 (0) A, 
jer LD τα Sem, - 
因此 问题 化 为 一 个 常 系数 齐 次 线性 方程 组 的 初 信和 问题 
[A 9. τι 
Qr Q or Qs Om As 


1 £ 
i= Q+ ο. 

" πη 390 " (Q(0-0 
代入 数值 得 [- koan 
特征 方程 (x) 

3 
em λιπο, em X. 


τα ο Do Da T, 因为 Q7 200520, 于 是 知 
D1=201, Ds= - 05, 于 是 方程 组 的 通 解 为 
AOGE, φιώγ-30ι- Cu" 
代入 初始 条 件 解 得 Ca= 25，Ca= 25， 因此 最 后 解 为 
pq 
0:9 --504-25:᾽ 


$5， 常 微分 方程 的 数值 解 
1512. 试用 改进 的 网 拉 方 法 求 初 值 问题 9=1+y”，y(0) =0 
ΑΜ. Xon 40:1, 
[ 解 ] 按 改进 的 网 拉 方 法 得 
yt SED το, 
其 中 hy-füoswD-lty5as 
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hf Gath, gett Cts o) ο. σος 
于 是 i=1 时 ， k=l, hp=1+40.12=1.01, 
=0.05(1+1.01) =0.1005; 
i=2 时 ， 加 =1+(0.1005)?=1.010, 
ka=1+(0.1005+0.101)2=1.04;, 
y=0.1005+0.05(1.010+1.041) =0.2031; 
i=38F, hi=l+(0.20312=1l.041, 
ka 14- (0.2031 4-0. 1041)? 1.004. 
ψα5-0. 2031 -- 0.05 (1.041 4-1.094^ — 0.3099; 
ἐπα,  R14.(0.3099)?—1.096, 
ka=1+ (0.3099 4- 0.1090)? — 1.176. 
490.3099 -0.05(1.096 4-1.170) 0.4225 


1513. RAKETE ο ο ο 


近似 解 ， 取 m=7, h= 0.1, 
[WQ 由 已 知 h=0.1, n=7, fQ, y) 
y= 1+0.1[0.01(i—1)? -1] 

经 过 计算 得 
y=0.5+0.1[0— (0.5)2] 0. 4750, 
ya=0.4750+0. 10.01 — (0. 4730)7] 2-0. 4524, 
9577 0.4534--0. 10.04 — (0.4534)?] 0.4369, 
y= 0.4369 --0. 1[0.09 — (0. 49099] — 0.4208, 
y=0.4268+0.1[0.16— (0.4268)7] — 0.4240, 

4246-0. 1[0. 25— (0.4246)*]— 0.4315, 

.43154-0.1[0.36 — (0.4315)*] —0. 4499, 


1514. REKEN ER y= - y 26* 的 初 值 问题 , y (0) -9. 
O«i«1. 


[R] 取 支 点 为 0, 0.2, 0.4, 0.0. 0.8, 1.0 即 步 长 = 0.2， 支 点 个 数 
n=5, 技 方 各 及 欧 拉 方法 的 公式 有 
= 1+0.2( -yt (i=l, 2, e 


(i=1, 2, 3, ^, T), 
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于 是 逐次 计算 得 : 


+0.2(—0+2e) — 0.4000, 
4000 4-0. 2( —0. 4-245) — 0.8086. 
—- 0.8086 4-0. 2( — 0. 8086 42:0) = 1,2436, 
2436 4-0.2( — 1.2436 4-225) = 1.7237, 
95— 1.7231 4-0.2( 1.7237 4-249) = 2.2692, 
[说 明 ] ”此 方程 的 精确 解 是 y(t) =e, ei -下 近似 解 和 精确 解 
的 差别 ( 见 下 表 ): 


n GERBE) YCE) (精确 解 ) 


1010. 用 龙 格 - 库 塔 法 计算 y=1+y”y(0) ~0 的 初 值 问题 
近似 解 ， 取 有 =0.2, 2-2, 
D) 由 解 的 公式 有 
west DP hat he] Gul, D, 
其 中 yi yis, k= 1 (ui 0.118)?. 
Kg ld (y,-i +0.1ks)2, k= 1+ (g 34-0. 213, 
于 是 计算 得 
i=1, =1, k=1+0.12=1.01, 13 14-0.1012— 1.010, 
Ja 14-(0.2x 1.012)2— 1.041. 
m= +2x 1.01+2x 1.010+1.041)=0.2027; 
$22, ki=1+(0.2027)2=1.041. 
ka=14+(0.2027+0.1041)?=1.094, 
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ha=1+(0.2027+0.1094)?=].097, 
ha=]+(0.2027+0.2x1.097)?=1.178, 
=0.2027 二 直 [1.041+2x1.094+2X1.097++1.178] 
=0.4227, 
[说 明 ] ”此 方程 的 精确 解 为 y(t) = 启 t. 在 1=0.2, 及 =0.4 时 ,y(t) 的 
精确 值 是 启 0.2=0.2027, tg 0.4=0.4228, 由 此 可 见 精度 是 比较 高 的 .而 


且 若 和 前 面 的 欧 拉 法 比较 ， 尽 管 龙 格 - 库 塔 法 的 步 长 较 大 ， 但 精度 却 仍 较 
LA 


56. 拉 普 拉 斯 变换 法 
1516. 试 求 初 值 问题 +y —2y= είπα, y(0) -0, y(0) =0 
m. 
Um) PmuyrktHentECENM. ἐς στο]-ν. MJ 
(Hes je ΟΣ; 


š 1 
ΤΑ WAK Dr > 
求 逆 变 换 


o 1 
ο. (ΠΟΙΟΣ 


-nepui- eie Y er oue] 
6 s-1 15 s+2 19 s+1 10 $841 


-1.. l Q1 zd 
=- σοι i sns (270), 


1517， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 述 初 值 问题 ， 
y - y 2--35in 224-2 cos z, y(0) =y (0) ^0, 
UR] 94[υ]-ν, Ned qid 得 
2p 
pPf[y)H-Zvl- + += "mu 


2 
整理 后 得 πο >+ ρε PRU ip 


86. 拉 普 拉 斯 变 : 969 


取 其 逆 变 换 有 
Ρο. απ —sin2z -zsinz, 
1518. 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 初 值 问题 : 
yy —226* --Asinz, y(0) —0, y (0) - 0, 
UR ο απ 


ge N E. PSD Q L sj 
A (p= Dueb. 


Op? -8p 6 
TA ὑπ DEDI 
à δρ 8p+6 u qu B+CP+D , EptF 


κατ (-13 pr hi 
男 待 定 系数 法 求 得 4= 一 1, B=1, 021, D=0, E-0, F4, 


1 1 p 4 
E ο τε CNN ΒΕ TNT ? 
mit 97 v-r y ty uy 
从 而 (t) = —e”+ze”+cosz-+ Τα 


1519. ORAE: 
pt _ |, 0<z<2, 
-f= PSM 
[81 id HG) 为 台阶 函数 , 即 
uw] 


则 f(z) 可 以 表示 为 f(z)=e* 一 十 (z -2)e 于 是 
£. -2s 1 
ο --- 
ο ο ο σσ 
= 1 εἴα 
YO DOr eS G-DGH0G-5 
再 计算 过 变换 得 


do diues 
yG)- - t s 


y(0) -0, y (0) -0, 


1,20, 
0, 2-0, 


2 
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3$ 
να 
10:4 55.738 


1620. SCRIP 4 4 c 9y - 48(2) -18(2—3), y(0) = 
y'(0) -ο, 


[ 解 ] 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 。 利用 初始 条 件 及 5(z) 函数 的 性 
E. ΚΕ 


一 $0 5 cul. ε'’, Üz«2, 
* γα)” { 


e, οσα, 


4-- Τετ 


armi 


οσα», 


Wo = 


微 积 分 简 史 


在 数学 的 众多 分 支 中 , 没有 一 个 能 像 微 积分 那样 ,以 其 发 展 
史 的 后 富 内 容 提供 充实 而 又 深刻 的 启发 性 材料 ， 微 积分 的 历史 
提供 了 一 个 极 好 的 例证 ， 其 一 ， 说 明 近 代数 学 概念 是 如 何 从 原 
始 的 直观 派生 的 一 切 感性 材料 中 解脱 出 来 ， 缓 慢 形成 而 又 螺旋 
式 上 升 的 ; 其 二 , 说 明 数 学 的 产生 和 发 展 与 社会 背景 的 关系 ,， 即 
数学 的 产生 与 发 展 既 不 能 超脱 让 会 , 也 不 机 械 地 依附 于 社会 , 数 
学 是 人 类 社会 的 产物 ,也 是 它 自身 发 展 的 必然 结果 ; 其 三 , 说 明 
人 类 的 思想 是 如 何在 感性 世界 与 理性 世界 ， 直 观 与 逻辑 之 间 建 
立 联系 ,并 最 终 达 到 理性 化 境界 的 . 

微 积分 大 体 完成 于 十 七 世纪 的 欧洲 ， 其 基因 来 自 于 对 数学 
的 两 个 传统 问题 的 研究 ， 一 个 是 求 运动 速度 、 旧 线 的 切线 、 函 数 
极 值 , 它 导致 导数 及 其 理论 一 一 微分 学 的 产生 ; 另 一 个 是 求 曲线 
长 ,曲线 图 成 的 面积 、 山 面 图 成 的 体积 、 物 体 的 重心 , 它 引 出 积分 
及 其 理论 一 一 积分 学 的 产生 . 

长 度 用 以 反映 线段 的 长 短 ,面积 用 以 反映 平面 部 分 的 大 小 ， 
这 是 人 们 在 长 期 的 实践 中 产生 的 需要 ， 进 而 形成 的 一 种 方法 . 
在 古代 人 的 经 验 中 ， 有 限 的 平面 部 分 总 是 有 面积 的 ， 因 此 问题 
不 是 要 定义 它们 (面积 ), 而 是 要 计算 它们 . 从 现存 的 最 古老 的 
文献 资料 中 可 知 ， 大 约 在 四 五 千年 以 前 ， 人 们 已 经 会 计算 一 些 
特殊 图 形 , 如 三 角形 、 四 边 形 等 的 面积 了 @， 当然 , 这 都 是 一 些 
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对 特殊 图 形 的 特殊 计算 公式 , 既 没 有 -- 般 性 意义 ,又 缺乏 逻辑 结 
构 或 证 明 . 

历史 上 第 一 个 给 面积 计算 以 一 般 方 法 的 ， 是 古 希腊 的 毕 达 
WERDE (Pythagoras, 约 公元 前 580~ 前 500) #0. EF K 
的 “万 物 皆 数 "的 哲学 信条 , 促使 他 们 用 数 来 构思 整个 字 窗 ,包括 
给 出 所 有 平面 图 形 的 数 的 表示 .为 此 , 他 们 创造 了 一 种 “面积 贴 
合法 "， 即 用 一 个 已 知 面积 的 图 形 贴 合 到 需求 面积 的 另 一 个 图 
形 上 , 通过 比较 得 出 另 一 个 图 形 的 面积 ,这 
种 比较 的 结果 ， 导 致 了 应 用 面积 单位 进行 | 
面积 度量 的 方法 (如 图 )， 尽 管 这 种 方法 难 
以 获得 图 形 面积 的 真 值 (精确 值 )， 但 它 具 
有 普遍 意义 , 适用 于 一 切 图 形 。 从 根本 上 
说 ,为 求 面 积 真 值 而 发 展 起 来 的 积分 法 ,就 
是 从 改革 毕 氏 学 派 的 面积 贴 合理 论 开始 的 . 

容易 明白, 为 了 尽 可 能 地 获得 面积 的 真 值 , 毕 开学 派 必 须 不 
断 地 缩小 面积 单位 . 然而 ,这 里 存在 着 一 个 不 可 逾越 的 障碍 一 一 
不 可 公 度 的 量 。 除非 把 硬 积 单位 设想 成 点 或 者 线 ， 否 则 一 大 类 
图 形 的 面积 的 真 值 就 休想 用 这 种 面积 贴 合法 来 得 出 . 

公元 前 五 世纪 ， 希 腊 哲 学 家 德 诬 克利 特 (Demoeritus, 约 公 
元 前 460~ 前 370) 提 出 的 “原子 论 ” 为 毕 氏 学 派 解决 不 可 公 度 量 
的 计算 问题 提供 了 启发 ， 一 些 人 把 哲学 上 的 原子 论 引进 数学 , 
建立 起 数学 原子 论 ， 也 就 是 后 来 发 展 起 来 的 无 穷 小 理论 的 前 
身 ， 数 学 原子 论 的 基本 观点 认为 线 是 由 不 可 再 分 的 无 穷 小 的 点 
所 组 成 , 面 是 由 宽度 为 无 穷 小 的 线 组 成 , 体 是 由 厚度 为 无 穷 小 的 


O 据 古 埃及 的 林 特 (Rhina) 草 卷 和 莫斯科 草 卷 记载 , 当时 的 实 及 人 已 经 懂得 
如 何 去 计 算 正方 形 和 矩形 、 三 角形 和 梯形 、 以 及 能 分 着 成 这 些 形 状 的 图 形 的 十 地面 
La 
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面 所 组 成 ,这样 , 点 、 线 、 面 也 就 分 别 成 了 线 、 面 、 体 的 共同 度量 
单位 , 不 可 公 度 量 的 计算 问题 也 就 算 可 以 解决 了 .， 利用 数学 原 
于 论 ， 希 腊 数学 家 求 得 了 不 少 图 形 的 面积 和 体积 ， 德 并 克利 特 
本 人 就 用 它 证 明了 锥 体 的 体积 是 等 高 等 底 柱 体 体 积 的 三 分 之 

无 穷 小 观点 的 建立 是 数学 史上 的 一 件 大 事 ， 虽 然 数学 上 的 
可 意 受 性 的 准绳 是 逻辑 的 相 容 性 ， 而 不 是 概念 的 合理 性 以 及 直 
观 共 清 晰 性 , 因此 在 为 微 积分 奠定 严密 基础 的 时 候 , 无 穷 小 观点 
最 终 必须 殷 弃 ， 但 是 在 微 积分 产生 和 发 展 的 过 程 中 无 穷 小 观点 
所 提供 的 启示 却 是 不 容 忽视 的 ， 它 在 人 们 的 思想 上 产生 了 根深 
PAHE, 每 当 逻 辑 显得 无 济 于 事 的 时 候 , 直观 就 常会 求助 于 
t. 

和 是 ,在 逻辑 上 无 穷 小 观点 毕竟 是 有 着 盾 的 ， 人 们 不 禁 设 
问 ,一 个 几何 上 的 无 穷 小 量 , 比如 点 , 它 究竟 有 没有 长 度 可 言 ?如 
果 它 有 长 度 ,那么 由 于 任意 一 条 线段 都 是 由 无 穷 多 个 点 组 成 , 因 
此 王 一 有 限 长 线段 就 应 该 有 无 限 的 长 度 ; 如 果 它 没有 长 度 ,这样 
且 丰 等 于 说 任意 线段 都 没有 长 度 了 ， 最 早 揭示 这 一 矛盾 的 是 古 
希 天 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 (Zeno, 约 公元 前 490~~ 前 486)， 芝 诺 
以 云 提出 的 四 条 悖 论证 明了 我 们 的 感官 所 感知 的 时 间 、 空 间 、 运 
动 . 连 续 等 , 与 具有 相同 名 称 的 数学 概念 并 不 具有 相同 的 外 延 . 
用 点 的 无 限 连接 来 描述 线段 ,不 能 真正 反映 线段 的 连续 统 本 质 . 
虽然 乞 诺 当时 没有 能 像 今 天 的 人 们 一 样 把 问题 的 要 害 挑 得 如 此 
明白 .但 他 确实 清楚 地 指出 了 感性 世界 与 理性 世界 、 直 观 与 逻辑 
之 间 的 区 别 ， 数 学 可 以 借助 于 直观 但 不 能 依靠 直观 . 

艺 诺 停 论 的 影响 是 巨大 的 。 就 微 积分 而 言 ， 它 将 了 原子 论 
一 军 ,迫使 希腊 数学 家 重新 作出 选择 , 创造 一 种 对 解决 实际 问题 
有 效 , 理 论 上 又 说 得 通 的 方法 。 于 是 , 一 种 被 后 世 学 者 称 为 " 穷 
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竟 法 ”的 逻辑 上 更 趋 严密 的 方法 被 创造 出 来 了 . “穷竭 法 ”在 许 
多 方面 表现 出 现代 极限 思想 的 形态 ， 它 可 以 看 作 是 极限 概念 角 
雏形 . 

“338387 创 自 欧 多 克 斯 (Budoxus， 约 公元 前 408~ 前 
355) ,他 是 古 希腊 数学 家 中 仅 次 于 阿 基 米 得 (Archimedes, 公元 
前 287~ 前 212) 的 伟大 学 者 ， 他 创立 的 “比例 论 " 和 “穷竭 法 "对 
数学 的 发 展 产生 过 深远 的 影响 .著名 的 欧 几 里 德 (Buclid, ΒΑ 
元 前 330— W 275) < 几何 原本 > 第 五 和 第 十 二 卷 集中 反映 了 估 多 
克 斯 的 这 两 方面 的 成 就 . 

古代 微 积分 方法 在 阿 基 米 得 的 时 候 达 到 了 顶峰 .“ 穷 和 法 ” 
抛弃 了 数学 原 于 论 , 从 而 加 强 了 论证 的 严密 性 和 结果 的 可 理性 ， 
但 是 它 却 失去 了 数学 原子 论 所 提供 的 直观 启示 ， 限 制 了 于 得 众 
多 结果 的 可 能 性 ， 阿 基 米 得 的 伟大 功绩 就 在 于 他 复苏 了 无 穷 小 
观点 ,使 它 在 探索 新 结果 上 发 挥 积极 的 作用 ,并 将 它 与 严格 的 这 
竟 法 论证 相 结合 ， 使 结果 的 正确 性 和 逻辑 的 严格 性 完美 地 统一 
起 来 . 

六 世纪 中 叶 ， 出 现 了 两 个 对 微 积 分 的 诞生 具有 重要 里 响 
的 事件 ， 一 是 符 导 代数 与 解析 几何 的 先后 问世 ; 二 是 阿 基 阔 得 
等 十 希腊 数学 家 的 原始 微 积分 方法 被 发 据 ， 它们 EKE E 
上 为 十 七 世纪 创立 微 积分 之 前 所 进行 的 探索 莫 定 了 基础 . 然 
而 更 值得 注意 的 是 ， 使 这 两 个 事件 能 有 效 地 促进 微 积分 省 的 
主要 原因 , 却 在 于 科学 的 数学 化 思想 在 欧洲 的 形成 和 确立 . 

科学 数学 化 的 结果 使 得 数学 问题 大 量 涌现 } 从 而 给 数 兰 家 
的 创造 性 工作 开拓 了 许多 重要 的 方向 ， 与 微 积分 关系 最 密 和 的 
一 个 数学 收获 来 自 对 运动 的 研究 ， 上 至 天 体 下 SAM BLR, 
对 运动 的 研究 不 仅 直接 导 襄 倘 数 概念 的 产生 ， 而 且 重 新 引出 求 
曲线 的 切线 ,运动 物体 的 性 时 速度 、 极 大 极 小 问题 以 及 图 形 的 本 
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的 一 百 多 年 间 ， 欧 洲 许多 大 数学 家 都 致力 于 获得 解决 这 些 问 题 
的 特殊 算法 ， 而 微 积分 也 就 在 寻找 解决 这 一 系列 实际 同 题 的 普 
遍 算 法 中 产生 . 

一 般 说 来 , 微 积分 产生 的 历史 大 致 可 分 为 三 个 时 期 , 即 法 伏 
期 .预备 斯 和 完成 期 . 

潜伏 期 出 现在 十 六 世纪 前 后 ， 当 时 函数 的 概念 在 数学 对 运 
动 的 研究 中 开始 形成 。 员 然 许 多 函数 的 合理 的 符号 表示 式 尚 未 
建立 ,绝对 多 数 函 数 那 时 都 被 当 作曲 线 来 如 以 研究 ,但 它 却 使 十 
六 世纪 的 数学 家 对 曲线 的 认识 在 观念 上 超出 了 十 希腊 的 学 者 
们 ,并 使 得 所 有 的 这 些 研究 都 加 着 促进 微 积 分 产生 的 方向 发 展 , 

开 普 勒 (J. Keplor, 1571~1630) 和 伽利略 (G. Galilei, 
1564-1642) 可 以 说 是 微 积分 在 这 个 时 期 中 的 代表 人 物 ， 开 普 
勒 的 工作 主要 在 开创 积分 法 方面 ， 其 工作 的 直接 动因 来 自 对 酒 
桶 容积 的 测量 . 我 们 知道 , 古 希腊 数学 家 虽然 从 直观 上 认识 到 贺 
内 接 正 多 边 形 边 数 不 断 扩 大 后 的 趋势 是 与 图 合体 ， 但 是 他 们 无 
法 从 逮 辑 上 确证 这 一 建立 在 无 限 过 程 之 下 的 结果 的 必然 性 ， 因 
此 , 他 们 最 终 还 是 放弃 了 曲直 转化 的 观点 , 代 之 以 严密 的 穷 竟 法 
论证 ， 然而 十 六 七 世纪 的 数学 家 不 同 于 此 ， 他 们 追求 结果 的 热 
忧 ,大 大 超过 对 逻辑 法 则 的 忠诚 。 开 普 勒 大 胆 地 采用 了 一 种 虽 
不 严格 但 很 有 启发 性 的 曲直 转化 方法 ， 一 个 息 型 的 例子 是 加 面 
积 的 计算 . 

161548, 开 普 勒 发 表 < 关 于 洒 桶 的 新 立体 几何 >， 书 中 介绍 
了 成 百 个 将 所 求 图 形 分 着 后 运 过 曲直 转化 来 求 出 各 种 周边 形 面 
积 和 曲面 体 体积 的 例子 ， 所 有 计算 阁 采 用 了 将 无 限 个 同 维 的 元 
限 小 元 素 之 和 来 确定 曲 边 形 面积 和 曲面 体 体 积 的 做 法 ， 这 可 以 
说 是 开 普 勤 求 积 术 的 核心 , 也 是 他 的 后 继 者 们 所 吸收 的 精华 , 由 
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于 这 一 原因 , 开 普 勒 的 那 本 书 被 誉 为 历来 求 积 方法 的 灵感 源泉 。 

与 开 普 勒 不 同 , 伽利略 较 少 直接 去 解决 有 关 微 积分 的 问题 ， 
他 的 影响 在 于 奠定 了 实验 与 理论 调谐 的 近代 科学 精神 ， 而 这 种 
精神 十 分 有 利于 微 积分 思想 的 和 谐 发 展 ， 伽 利 赂 还 具体 地 靖 述 
了 运动 的 数学 理论 ,特别 是 距离 、 束 度 和 加 速度 之 间 的 关系 ， 另 
外 还 研究 了 抛物 体 的 运动 轨道 以 及 在 已 知 抛射 角 和 初速 的 情况 
下 , 抛射 体 的 射程 与 高 度 之 间 的 关系 , 这 些 无 疑 都 是 微 积分 中 最 
敏感 的 问题 . 

1635 年 ， 件 利 略 的 学 生 卡 瓦 列 里 (B. Qavalieri，1598~ 
1647) 的 < 不 可 分 连续 量 的 几何 ?发表 ,标志 了 微 积分 的 产生 进入 
了 预备 期 . 

卡 瓦 列 里 确定 了 一 种 简单 形式 的 积分 法 一 一 不 可 分 量 方 
法 ， 其 思想 脉络 在 于 开 普 勤 的 无 限 小 元 ， 所 不 同 的 是 卡 瓦 列 里 
为 了 克服 开 普 勒 用 各 种 不 同 的 直线 形 来 与 不 同 的 曲 边 形 建立 曲 
直 转 化 的 缺点 ,采用 了 “ 面 是 由 条 数 不 定 的 等 距离 的 平行 线 所 构 
成 , 体 是 由 等 距离 的 平行 平面 所 构成 "这 样 一 种 带 普 记性 的 思想 
方法 ， 与 开 普 勒 的 方法 相 比较 ， 卡 瓦 列 里 方法 的 优点 在 于 解决 
问题 的 一 般 性 , 从 而 具有 广泛 的 适应 性 和 启发 性 ， 然 而 ,不 难 发 
现 ， 卡 瓦 列 里 的 方法 是 德 谍 克 利 特 的 原子 论 的 翻版 ， 经 不 起 推 
般 ， 到 十 七 世纪 中 时， 出现 了 对 不 可 分 量 方法 的 各 种 修正 ， 为 
微 积分 的 最 后 完成 创造 了 条 件 ， 大 约 在 1636 年 费 尔 马 (P. do 
Fermat, 1601-1665) 提出 了 一 个 极 有 局 发 性 的 积分 方法 ， 例 
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就 这 样 ， 费 尔 马 不 仅 成 功 地 克服 了 卡 瓦 列 里 不 可 分 法 的 致命 弱 
点 ,而 且 几 乎 采用 了 现代 定 积分 定义 中 的 全 部 内 容 , 所 差 的 是 尚 
未 抽象 出 积分 这 个 概念 ， 然 而 , 这 却 是 要 害 之 处 . 

这 种 情况 也 反映 在 费 尔 马 关于 微分 问题 的 研究 上 ，1637 
年 , 费 尔 马 发 表 “ 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 ,以 与 现在 求 导 数 方 
法 相仿 的 过 程 求 得 了 曲线 的 切线 和 极 值 ， 他 甚至 指出 了 函数 在 
某 点 处 取得 极 值 的 必要 条 件 以 及 求 隐 函 数 导 数 的 方法 . 但 是 , 他 
始终 未 提炼 出 微分 法 的 一 般 技 巧 , 亦 未 引出 导数 或 微分 的 概念 
这 表明 , 费 尔 马 的 技巧 虽然 高 明 ,但 它 只 是 用 作 解 决 具 体 问题 的 
手段 ， 而 不 是 发 明 一 种 不 依赖 于 任何 几何 的 或 物理 的 考虑 的 有 
结构 的 运算 ， 并 予以 专门 的 名 称 。 因 此 ， 竟 尔 马 不 是 微 积分 的 
发 明 者 ,而 只 是 为 微 积分 的 产生 作 预 备 工作 的 杰出 代表 

凌 尔 马 在 微 积分 上 的 一 些 要 害 问 题 ， 在 牛顿 (I. Newton, 
1642-1721) øE (G. W. Leibniz,1646~1716) 之 前 一 直 
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没有 得 到 很 好 地 解决 . 不 过 ， 在 一 些 具 体 问 题 上 还 是 有 较 
大 进展 的 , 其 中 有 黄 国 数学 家 沃 利 斯 (J. Walis, 1616~1703) 
的 将 费 尔 马 等 人 建立 在 几何 上 的 微 积分 方法 改变 成 算术 形式 的 
初步 尝试 ， 有 法 国 数学 家 罗 伯 瓦 尔 (G. P. de Roberval, 1602 
1675) Z8 36 (W. Neile, 1681-1670). R (O. Wren, 1682 
1723) 等 人 在 求 曲线 长 度 方面 的 积分 工作 ; BP (I. Barrow, 
1630~1677) 利 用 微分 三 角形 (相当 于 函 区 增 量 与 自 变量 增 量 之 
比 ) 来 求 切线 的 方法 , 以 及 他 关于 求 切线 可 各 与 求 积 问题 之 间 可 
道 关系 的 认识 .所 有 这 些 无 不 体现 着 微 积分 完成 之 前 的 预备 性 
工作 ， 它 给 牛顿 和 莱 布 尼 获 提供 了 完成 微 积分 所 必 乱 的 素材 和 
ER. 

如 果 把 微 积分 看 作 是 , 由 无 限 小 分 析 中 所 涉及 到 的 观点 \ 方 
法 和 发 现 所 组 成 的 一 门 以 独特 算法 为 特征 的 新 学 科 的 话 ， 那 么 
无 论 是 微 积分 的 观点 、 方法 和 发 现 , 还 是 微 积分 的 算法 特征 , 在 
牛顿 和 莱 布 尼 获 大 体 完成 这 个 学 科 之 前 经 过 一 个 世纪 许多 人 
的 努力 , 已经 基本 就 全 了 .尽管 费 尔 马 没 有 认识 到 切线 问题 和 
求 积 问题 是 微 积分 的 两 个 可 逆 的 侧面 ， 但 是 他 对 每 一 个 侧面 分 
别 给 出 了 具有 启发 性 的 计算 方法 ， 也 尽管 巴 罗 只 是 以 几何 形式 
表达 了 微 积分 的 可 道 性 ， 但 沃 利 斯 却 用 纯 分 析 的 方法 展现 了 处 
理 微 积分 问题 的 基本 手段 ， 至 于 说 具体 的 发 现 , 那 就 更 多 了 ,在 
巴 罗 的 书 中 已 经 可 以 看 到 永 切 线 的 方法 (微分 法 )， 两 个 函数 的 
积 和 商 的 微分 法 则 , 隐 函 数 的 微分 法 则 , 求 曲线 长 度 的 方法 , E 
积分 中 的 变量 代 换 , 甚至 还 有 解 微分 方程 的 变量 分 离 法 等 等 . 

但 是 ， 导 数 概念 的 意义 决 不 限于 求 曲线 的 切线 斜率 和 函数 
的 极 小 极 大 值 ， 积 分 概念 的 意义 也 决 非 限于 求 图 形 的 面积 和 体 
积 。 不 把 这 些 概念 从 对 特殊 问题 的 应 用 中 抽象 出 来 , 进而 阐述 
它们 的 基本 原理 ,建立 它们 的 理论 体系 , 那么 也 就 谈 不 上 微 积分 
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的 大 体 完成 ， 微 积分 学 说 的 先驱 者 们 至 少 在 以 下 三 个 方面 是 有 
待 后 人 去 解决 的 , 这 三 方面 是 ，(1) WRAS, 特别 是 建立 导数 
与 积分 的 概念 ; (2) 提炼 方法 , 把 散 见 的 解决 各 种 具体 问题 的 方 
法 加 以 提炼 , 创立 一 种 具有 普遍 意义 的 真正 的 微 积分 方法 ，(3) 
改变 形式 , 即 把 以 往 的 几何 形式 改变 成 解析 的 形式 , 使 它 具 有 更 
大 的 应 用 能 力 和 彻底 严密 化 的 可 能 . 

大 体 完成 这 三 项 工作 ， 使 微 积 分 从 特殊 走向 一 般 的 是 牛顿 
WRH JE d. 

牛顿 对 微 积分 问题 的 深入 考虑 大 约 是 在 1665 E, MEDA 
表 几 何 讲义 >? 不久， 当时 和 牛顿 是 巴 罗 的 学 生 , 巴 罗 不 仅 向 牛顿 
传授 了 他 的 微 积分 成 果 ， 而 且 信任 地 将 < 几何 讲义 ?的 出 版 工作 
交 由 牛顿 完成 . 

牛顿 对 微 积分 的 研究 大 致 可 分 三 个 阶段 ， 第 一 阶段 是 静态 
的 无 穷 小 最 方法 ， 即 象 费 尔 马 那样 把 变量 看 作 是 无 穷 小 元 素 的 
静止 的 集合 , 由 此 展开 他 的 微 积分 方法 ， 第 二 阶段 是 变量 流动 
生成 法 , 即 认为 变量 是 时 间 以 及 点 、 线 面 等 几何 最 连续 运动 的 表 
现 ,这 时 他 把 变量 叫做 流 , 变量 的 变化 率 叫做 流 数 ， 第 三 阶段 是 
牛顿 所 谓 的 最 初 比 和 最 后 比方 法 ， 这 种 方法 是 牛顿 对 第 一 阶段 
无 穷 小 量 方法 的 彻底 否定 . 

1669 年 ,牛顿 完成 了 他 的 第 一 篇 微 积分 论文 , 题 为 < 运用 无 
穷 多 项 方程 的 分 析 学 ?>， 先 在 朋友 中 散发 , 1711 年 正式 发 表 , 这 
篇 论文 是 牛顿 第 一 阶段 工作 的 具体 表现 ， 与 他 的 前 人 相 比 较 ， 
无 论 是 观点 和 方法 牛顿 都 有 了 较 大 的 改进 ， 他 不 仅 给 出 了 求 一 
个 变量 对 于 另 一 个 变量 的 瞬时 变化 率 的 普遍 方法 ， 而 且 通过 证 
明 面 积 可 以 由 求 变化 率 的 逆 过 程 得 到 ， 揭 示 了 微 积 分 的 基本 性 
E. 

， 牛 顿 第 二 阶段 的 微 积分 工作 主要 体现 在 他 完成 于 1671 年 
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的 < 流 数 法 和 无 穷 级 数 ?一 书 ,此 书 1196 年 出 版 ， 在 该 书 中 , 牛 
顿 引进 了 他 独特 的 概念 和 记 法 . 他 把 可 考虑 为 随时 间 变 化 的 量 ， 
即 以 时 间 为 独立 变数 的 函数 为 流量 , 以 字母 ww.y 来 表示 ,而 
把 流量 的 变化 速度 , 即 变化 率 称 为 流 数 , 或 简称 速度 , 用 在 表示 
流量 的 字母 上 加 点 表示 ， 如 5、z、y、 2 等 。 如 果 把 2 和 y 等 看 
作 流 量 的 话 , 那么 其 流 数 分 别 为 和 终 显然 这 体现 着 二 阶 导数 
的 概念 ， 

与 前 一 阶段 不 同 之 处 , 不 仅 在 于 记 法 和 名 称 , 更 重要 的 是 此 
时 牛顿 改变 了 把 变量 看 作 无 穷 小 单元 的 集合 ， 而 是 看 作 由 点 、 
线 、 面 等 连续 运动 所 生成 的 东西 。 这 个 改变 的 作用 在 于 从 直观 
上 剔除 了 不 可 分 量 学 说 的 生硬 之 处 ， 由 于 概念 的 一 般 化 和 符号 
化 ， 因 此 在 < 流 数 法 和 无 穷 级 数 > 中 出 现 的 微 职 分 基本 问题 的 表 
达 就 更 为 一 般 和 清楚 了 . 

1676 年 曲线 求 积 术 > 的 完成 , 标志 着 牛顿 的 微 积分 工作 进 
入 了 第 三 个 阶段 ， 这 时 牛顿 不 仅 已 经 引入 了 后 来 作为 微 积分 学 
的 基本 概念 一 一 导数 ， 而 且 明 确 地 表现 出 把 导数 作为 增 量 之 比 
的 极限 的 思想 ， 一 般 认为 ,如 果 牛 顿 能 以 更 多 的 时 间 , 用 最 后 比 
来 澄清 他 的 思想 的 话 ,那么 在 柯 西 (A. L. Oauchy, 1789-1851) 
之 前 一 个 世纪 , 微 积分 可 能 已 经 建立 在 极限 概念 上 了 . 

在 比 牛 顿 稍 晚 的 时 间 里 ， 德 国 数学 家 莱 布 尼 蒋 以 另 一 种 形 
式 大 体 完成 了 微 积分 的 建设 工作 ， 三 十 岁 那 年 ， 他 在 巴黎 结识 
了 惠 更 斯 (0. Huygens, 1629~1695) 等 一 批 数学 家 ， 在 惠 更 斯 
的 影响 下 开始 进行 微 积分 研究 ， 莱 布 尼 获 一 开始 就 抓 住 了 “ 微 
积分 基本 定理 ”, 不 仅 把 它 作为 微 积分 计算 的 出 发 点 , 而 且 由 此 
开展 他 的 其 他 研究 ， 归 纳 起 来 ， 除 了 发 现 和 应 用 微 积分 基本 定 
理 之 外 , 莱 布 尼 艾 在 微 积分 方面 的 成 果 还 有 (D 复合 函数 的 微 
分 法 则 ; (2) 弧 微分 法 则 ; (3) 对 数 函 数 和 指数 函数 的 微分 法 则 ; 
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(4 在 积分 号 下 对 参 变量 求 微分 的 方法 ，(5) 曲线 绕 轴 旋 转 所 成 
的 旋转 体 体 税 公式 ; (6) 求 切线 、 最 大 最 小 值 以 及 接点 的 方法 ; 另 
外 , 他 还 讨论 了 曲率 .密切 加 和 包 络 问题 

由 于 莱 布 尼 淡 的 微 积分 工作 的 着 眼 点 是 通过 反 微分 形 求 
和 ,因此 ,微分 成 了 他 全 部 工作 的 基点 ， 他 不 羽 给 出 西数 的 微分 
法 则 和 特殊 函数 的 微分 , 而且 第 一 次 尝试 给 出 微分 的 定义 ， 不 
过 , 他 有 时 把 微分 看 作 有 限 的 确定 的 差 ,有 时 又 把 它 看 作 古 无 限 
小 量 ， 这 种 对 微分 是 确定 量 还 是 不 确定 量 的 跨 嘱 认 识 ,说明 莱 
布 尼 奖 对 微分 概念 的 模糊 和 混乱 . 

ο ο ος hn 
ο ο ο... 
微 积分 从 前 期 学 者 的 纯 几 何 形式 中 初步 解脱 出 来 ， 使 用 了 代数 
的 方法 和 记号 , 使 之 有 广泛 的 应 用 能 力 ; 都 把 求 面积 ,体积 以 及 
其 他 以 往 作为 求 和 加 以 处 理 的 问题 归并 到 反 微分 ， 这 不 仅 体现 
了 微分 与 反 微分 之 间 的 互 六 关系 ， 而 且 为 求 积分 运算 开辟 了 一 
条 简便 的 途径 ， 所 不 同 的 是 ， 和 牛顿 更 多 的 是 关心 创立 微 积分 体 
系 和 基本 方法, 而 菜 布 尼 获 则 更 关心 运算 公式 的 建立 和 推广 , 力 
求 建立 微 积分 的 规范 , 即 法 则 和 公式 的 系统 

业 布 尼 淆 对 符号 的 关心 也 超过 了 和 牛顿， 现在 的 微 积分 符号 
不 少 是 莱 布 尼 区 创造 的 。 如 一 阶 微分 符号 &z， 高 阶 微分 符号 
d's Pa, 积分 符号 | var, 9 ORDRE SE 等 ， 科 学 的 
微 积分 符号 的 创 用 对 发 展 微 积分 成 果 是 极为 重要 的 ， 如 果 微 各 
分 仍然 停留 在 它 的 初创 者 所 用 的 那些 粗粮 而 不 完整 的 记号 上 ， 
那 它 就 不 可 能 成 为 如 今 那样 有 力 的 工具 

在 牛顿 . 莱 布 尼 效 大 体 完成 微 积分 后 的 一 个 多 世纪 里 ,这 门 
新 兴学 科 效 得 了 惊人 的 发 展 ， 历史 上 形成 的 算术 、 代 数 和 几何 
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学 分 析 在 数学 中 项 立 ， 形 成 了 一 个 庞大 的 分 析 学 家 族 ， 微 分 方 
程 ,无 穷 级 数 ,微分 几何 , 变 分 法 , 复 变 函数 等 等 , 无 一 不 是 微 积 
分 直接 发 展 的 结果 . 

从 十 八 世 纪 起 , 微 积分 在 以 下 五 个 方面 取得 了 明显 的 发 展 
(1) 提 高 了 对 函数 概念 以 及 各 种 新 的 具体 函数 的 认识 ,使 微 积分 
真正 成 为 关于 函数 的 理论 ; (2) 引 出 了 摘 国 积分 及 其 更 论 ; (3) 发 
展 多 元 函数 微 积分 ; (4) 开始 对 无 穷 级 双 的 专门 研究 ; (6) 进行 建 
立 微 积分 严密 体系 的 各 种 尝试 . 

函数 作为 数学 术语 被 引进 是 在 1673 年 ,当时 莱 布 尼 蒋 指 的 
是 ,“ 像 晶 线 上 的 点 的 横 坐 标 、 纵 坐标 ， 切 线 的 长 度 ， 垂 线 的 长 度 
等 ,所 有 与 曲线 上 的 点 的 有 关 的 量 ”。 从 今天 的 眼光 看 , RAe 
区 的 这 个 定义 仅 是 在 几何 的 范围 内 揭示 某 些 基 所 存在 着 的 依存 
关系 , 并 没有 给 出 函数 的 解析 意义 ， 1718 年 , 约翰" 贝 努 利 CJ. 
Bernoulli, 1667-1148) 首先 从 解析 的 角度 提出 函数 概念 ， 他 
把 “由 变数 和 常 数 所 构成 的 式 子 叫 做 变数 2 的 函数 ”, iof X 
RE, 1718 年 他 又 改 为 用 Bz 表示 的 函数 ， 记 号 (2) JE. 
(L. Euler, 1707441783) T 1734 年 引进 的 。 虽然 所 有 的 这 类 
表述 都 不 令 人 满意 ， 但 是 它 毕竟 开始 对 笼统 的 变量 概念 作出 区 
分 ,引出 了 自 变量 与 因 变 量 ,使 微 积分 的 一 些 基 本 概念 能 在 变量 
的 基础 上 作出 明确 区 分 

. 欧 拉 的 < 无 穷 小 分 析 引 论 > 是 第 一 部 首先 突出 函数 概念 ， 并 
把 它 作为 分 析 学 基本 研究 对 象 的 著作 ， 由 于 函数 的 本 质 是 一 种 
形式 上 的 表示 ,因此 一 旦 欧 拉 把 它 作 为 微 积分 研究 的 基本 对 象 ， 
他 就 有 可 能 使 微 积分 改造 成 为 一 种 形式 化 的 函数 理论 , 事实 上 ， 
欧 拉 就 是 对 全 体 初 等 函数 连同 它们 的 微分 和 积分 进行 了 形式 上 
的 系统 分 类 和 研究 的 第 一 个 数学 家 ， 欧 拉 的 形式 论 观 点 与 莱 布 
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尼 获 的 符号 化 工作 相 结 合 ， 戌 为 十 八 世 纪 微 积分 似乎 自动 发 展 
的 原因 、 

了 爽 拉 自 己 就 是 数学 符号 的 最 佳 发 明 者 , 他 创设 了 三 角 范 数 、 
对 数 函数 等 许多 初等 函数 的 符号 ， 从 而 使 得 各 函数 的 导 函 数 和 
原 函 数 能 够 列表 反映 出 来 ， 这 种 表 与 求 导 法 则 和 求 积 法 则 相 结 
合 大 大 提高 微 积分 运算 的 能 力 . 

十 八 世 纪 初 , 出 现 了 求 不 定 积分 的 变量 换 元 法 的 各 种 例子 ， 
它 有 力 地 扩充 了 能 够 加 以 积分 的 初等 函数 .所谓 能 够 加 以 积分 
是 说 能 够 求 得 仍 属 初等 函数 的 原 函数 . 但 也 发 现 了 相反 的 情况 ， 
于 是 椭圆 积分 这 一 术语 被 提出 来 了 , 并 出 现 了 对 它 的 专门 研究 . 
时 期 的 主要 研究 者 有 法 革 那 诺 (G. O. de"l'. di Fagnano, 1682 
71166) 、 欧 拉 ,、 勒 让 德 (A. M. Legendre, 1752~1833) 4%, 

十 八 世纪 微 积分 的 最 丰富 成 果 是 创立 多 元 函数 的 微 积 分 ， 
首先 是 偏 导数 理论 ， 它 是 由 于 物理 学 中 要 求人 们 考虑 在 多 个 自 
变 基 的 函数 中 ,只 有 一 个 自 变量 发 生变 化 时 的 导数 而 引起 的 .而 
对 仿 导 数 研究 的 主要 动力 则 来 自 早期 偏 微分 方程 方面 的 工作 ， 
其 中 主要 的 贡献 者 有 方 丹 (A. Fontaine des Bertins, 1705— 
ΠΤΙ). kii, WRP (A. O. Olairaut, 1713-1765) 和 达 兰 贝 
尔 (J. L. R. D'Alembert, 171771783). 

欧 拉 在 对 力学 的 研究 中 提出 了 关于 偏 导数 运算 问题 ， 后 来 
达 兰 贝尔 进行 了 深入 研究 和 推广 .多重 积分 最 早出 现在 牛顿 的 
《自然 哲学 的 数学 原理 ?中 ， 对 地 球 和 球 壳 作 用 于 质点 上 的 万 有 
引力 问题 的 讨论 ， 当 时 牛顿 采取 的 是 几何 论述 ， 十 八 世纪 开始 
出 现 二 重 积分 的 分 析 形式 ,1738 年 欧 拉 首 先 通过 累 次 积分 的 办 
法 解决 了 二 重 积分 的 计算 问题 ,并 于 1769 年 给 出 了 二 重 积分 的 
概念 和 化 二 重 积 分 为 二 次 积分 方法 的 明确 表述 ，1773 年 ， 拉 
HBH (J. L. Lagrange, 1736-1813) 在 天 体力 学 的 讨论 中 引 
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出 三 重 积分 的 概念 , 在 发 现 用 直角 坐标 计算 很 困难 之 后 ,转向 了 
利用 球面 坐标 计算 的 办 法 , 从 而 开创 本 多重 积 分 变换 的 研究 . 

对 无 穷 级 数 的 研究 是 十 八 世纪 微 积分 的 又 一 重要 内 容 ， 早 
在 牛顿 创立 微 积分 的 时 候 ， 无 穷 级 数 就 作为 他 的 一 个 重要 的 畏 
助手 段 ， 进 入 十 八 世纪 后 , 随 着 研究 领域 的 逐渐 扩大 , 无 穷 级 数 
的 作用 也 越 来 越 大 , 因此 不 得 不 对 它 作出 专门 研究 ， 研究 的 内 
容 主 要 包括 三 个 方面 ，(1) 函数 的 级 数 展开 方法 (2) AFER 
级 数 收敛 与 发 散 的 判别 (3) 关于 三 角 级 数 。 所 有 的 研究 成 果 
后 来 形成 了 无 穷 级 数 这 一 专门 理论 ， 也 为 微 积分 的 严密 性 创造 
了 条 件 . 

在 十 七 世纪 对 微 积分 可 靠 性 的 怀疑 并 没有 消除 ， 进 入 十 八 
世纪 以 后 , 尽管 微 积分 在 数学 、 力 学、 天 文学 等 许多 方面 的 应 用 
取得 了 惊人 的 成 就 ， 然 而 对 微 积分 基础 松散 的 不 满 却 愈益 加 
深 ,最 有 影响 虽 深 刻 的 择 击 来 自 英国 哲学 家 乔治 "贝克 莱 (G. 
Berkeley, 1685~1753). 1194 年 贝克 莱 发 表 题 为 < 分 析 学 家 » 
的 一 本 小 册子 ， 对 牛顿 流 数 法 中 的 矛盾 以 及 推理 中 的 不 合理 性 
一 针 见 血 地 给 予 了 揭露 

在 十 八 世纪 对 微 积 分 提供 严密 性 的 尝试 中 ， 欧 拉 、 达 兰 贝 
尔 和 拉 格 朗 日 的 工作 具有 突出 地 位 ， 欧 拉 把 微 积分 发 展 成 为 一 
种 形式 化 理论 ， 从 而 使 微 积分 真正 摆脱 靠 几 何 直 观 来 建立 可 靠 
性 的 状态 ,为 基于 实数 系统 的 微 积分 的 根本 论证 开 尽 了 道路 . 达 
兰 贝 尔 则 明确 提出 把 微 积分 建立 在 极限 基础 上 的 主张 ， 虽 然 他 
的 具体 实践 是 失败 的 ,但 他 的 主张 却 是 正确 而 又 有 感召 力 的 . 特 
别 是 由 于 拉 格 朗 日 试图 抛弃 极限 把 微 积分 纯粹 代数 化 的 尝试 遭 
失败 后 ， 极 限 是 微 积分 最 可 车 的 基础 便 被 十 九 世 纪 的 数学 家 确 
认 并 加 以 贯彻 了 . 

十 九 世 纪 的 微 积分 严密 化 工作 是 从 波 尔 察 诺 (B. Bolzano, 


ἈΠΕ 985 


1781~ 1848)、 柯 西 、 阿 贝尔 (N. H. Abel, 180241829) 4k 
利克 雷 (P. G. L. Dirichlet, 1805—1859) 开始 的 ， 并 由 魏 尔 
斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass，1815~1897) 进 一 步 推进 ， 其 中 
柯 西 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 影响 最 大 . 

从 I821 年 至 1829 年 柯 西 发 表 了 包括 < 代数 分 析 教 程 >、 
《无穷小 分 析 教程 >、< 微 分 计算 教程 > 在 内 的 许多 关于 微 积分 基 
础 的 重要 著作 ， 他 成 功 地 建 起 了 极限 概念 的 算术 化 形式 和 一 整 
EML, 并且 有 效 地 将 无 穷 小 量 ,连续 . 导 数 .积分 等 微 积分 学 的 
重要 概念 建立 在 极限 的 基础 上 ， 同 时 摆 正 了 这 些 概 念 之 间 的 关 
系 ,奠定 了 微 积分 现代 形式 的 基础 ， 可 以 毫 不 迟疑 地 下 结论 说 ， 
柯 西 是 现代 意义 下 的 严格 微 积分 学 的 葛 基 者 . 

尽管 柯 西 的 工作 是 精细 的 ， 但 是 由 于 极限 本 身 包 含 着 前 一 
世纪 即 已 产生 的 困难 .极限 定义 中 的 不 明确 性 ， 因 此 连续 、 导 
数 、 积 分 等 定义 也 难以 真正 严格 化 .另外 ， 柯 西 玻 忽 了 对 所 有 
概念 中 最 基本 的 一 个 一 一 数 一 一 加 以 明确 定义 ， 而 这 对 极限 的 
定义 从 而 对 微 积分 其 他 概念 的 定义 是 绝对 重要 的 . 

将 微 积 分 彻底 建立 在 不 依赖 于 一 切 几 何 直 观 的 纯粹 严谨 基 
础 上 的 是 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 . 他 认识 到 , 自古 以 来 无 论 是 
变量 、 极限 、 连续 还 是 导数 、 积 分 等 概念 都 曾 求助 于 来 自 几 何 的 
动态 的 直观 启示 ,然而 这 是 绝对 车 不 住 的 . 

于 是 , 从 变量 概念 开始 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 微 积分 的 所 有 主要 
概念 作 了 算术 化 改 狐 ， 例 如 ， 他 将 变量 = 简单 地 解释 为 一 个 字 
母 ， 它 表示 一 个 数值 集合 中 的 任何 一 个 、 最 精彩 的 则 是 极限 的 
8 -6 定义 . 这 个 定义 完全 排除 了 “ 趋 近 ”、“ 达 到 ”之 类 模糊 说 法 ， 
留 下 的 则 是 函数 f(z) 在 z=zo 这 点 上 极限 是 否 存 在 ,存在 的 话 
是 什么 的 最 确切 的 表述 . 

在 复 尔 斯 特 拉 斯 微 积 分 算术 化 基础 工作 的 影响 下 ， 十 九 世 
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纪 七 十 年 代 德国 数学 家 戴 德 金 (J. W. R. Dedekind, 18319 
1916) 和 康 托 尔 (G. Cantor, 1845—1918) 建 起 了 无 穷 集 合理 
论 , 这 个 理论 为 数 的 定义 商定 了 严密 化 基础 , 从 而 也 使 极限 这 一 
仅 涉及 数 的 定义 的 概念 有 了 最 可 靠 的 基础 性 保证 . 至 此 , 由 毕 达 
哥 拉 斯 的 面积 贴 合理 论 以 及 关于 不 可 公 度 的 发 现 为 起 点 ， 经 过 
几 十 代 人 的 努力 探索 ， 严 密 的 微 积分 的 整个 理论 终于 在 魏 尔 斯 
特 拉 斯 、 戴 德 爹 和 康 托 尔 手 中 到 于 完成 . 虽然 诸如 非 标准 分 析 那 
样 的 新 结构 还 会 出 现 , 微 职 分 的 应 用 也 会 不 断 再 扩大 ,但 严格 意 
义 下 的 微 积分 的 历史 应 该 就 此 结束 了 .。 
Gr viet) 


汉 英 对 照 微 积分 名 词 


calcnlus 
differential calculus 


integral caleulas 


数列 sequence of number 
有 界 数列 bounded sequeneo 
无 界 数列 unbounded sequence. 


音调 数列 monotonic sequence 
子 列 subsequence 

数列 极限 limit of sequence 
ἜΝ upper bound 

下 界 lower bound 

上 确 界 
下 确 界 
收敛 数列 “convergent senn2nce 
发 散 数列 divergent sequence 
Εν infinitesimal 
无 穷 大 车 
区 间 interval 
开 区 间 


supremum 
infimum 


infinite 


open interval 


闭 区间 closed interval 

REEE theorem of nested 
intervals 

ARMASTA theorem of finite 
covering 


柯 西 收敛 准则 Cauchy criterion 
for convergence 


实数 系 的 连续 性 


eontinuity of 


the system of real numbers 

实数 系 的 完备 性 completenessof 
the system of rea! numbers 

上 极限 supezior limit 

下 极限 inferior limit 

TẸ variablo 

OK constant 

对 应 ”correspondenca 

一 一 对 应 one-to-one correspond- 
ence, monogamy 

aS function 

定义 域 qomain of definition, 
field of definition 

{πὲ 

自 变 量 independent variable, 
argnment 

IHA dependent variable 

音 值 函数 single valued function 

Aiit multiple valued func- 
tion 

ARAM bounded function 

单调 函数 “monotone function 

MSS 

三 函数 “decreasing function 

AARM odd function 

ISk even function 

复合 函数 ”composite function 


range, co-domain 


ineregsing function 
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Rms implicite function 

函数 的 极限 limit of function 

左 极限 left-hand limit. 

右 极限 right-hand limit 

连续 函数 continuous function 

左 连续 continuity from left 

右 连 续 continuity from right 

间断 点 discontinuous point 

函数 的 振幅 amplitude of func- 
tion 

一 致 连续 ， 均 匀 连 续 uniformly 


continuous 


inverse function 


介 值 定理 intermediate-value 
theorem 

高 阶 无 穷 小 量 infinitesimal of 
higher order 

等 价 无 穷 小 量 equivalent in- 
finitesimal 


ESL DES pri 
of infinitesimal 

导数 , 微 商 derivative 

导 函 数 derived function 

高 阶 导数 “derivative of higher 
order 

微分 differentiel 

微分 形式 不 变性 invariance of 
differential forms 

微分 学 中 值 定理 “mean-valne 
theorem of differentials 

待定 型 indeterminate 


ipal part 


这 法 则 17 Hospital rule 


函数 的 极 值 cxtreme value of 
function 

极 大 ( 值 ) maximum, maximal 
value 

极 小 ( 什 ) minimum, minimal 
value 

平稳 点 ,逗留 点 stationary point 
illid extreme point. 


DAR% convex function 
Mage concave function 
拐点 ,扭转 点 infection point 
原 函数 primitive function 
反 导 数 antiderivativ> 
不 定 积 分 
被 积 函数 
积分 变量 
积分 常数 
tion 
分 部 积分 法 integration by parts 
部 分 分 式 积分 法 integration by 
partial fraction 
Wap) Riemann integral 
定 积分 difinite integral 
积分 限 bound of the integral 
上 积分 upper integral 
下 积分 
EX Lu 
积分 中 值 定理 mean-value 
theorem of integrals 


微 积 分 学 基本 定理 fundamental 


indefinite integzal 
integrand 

integral variable 
constant of integra- 


lower integral 
Darboux's sum 


汉 英 对 照 微 积分 名 词 
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-em of caleulus 
分 法 integration by 
tution 
移 面 积 
r trapezoid 
的 体积 volume of body 
otetion 
NU D 
of revolution 
曲线 的 弧 长 mco length of a 
curve 
弧 长 的 微分 differential of arc 
ERAR rectangular formula 
梯形 公式 trapezoidal formula 
抛物 线 公式 ”parabolie formule 
反常 积分 , 广义 积分 improper 
integral 
级 数 series 
数 项 级 数 series 
tezms 
函数 项 级 数 series of function 
terms 
正 项 级 数 
收敛 级 数 
发 散 级 数 
级 数 的 和 
级 数 的 余 式 residue of series 
等 差 级 数 ， 算 术 级 数 arithmetic 
series 
等 比 级 数 ， 几 何 级 数 geometric 


series 


area fof curvi- 


5268. of surface 


of constant 


positive term series 
convergent series 
divergent series 
sum of sezies 


调和 级 数 harmonic series 
循环 级 数 “ recurring series 
Hra absolute convergent. 
Æ tF% conditional conver- 
gent 
交错 级 数 
二 重 级 数 


&lternate series 

double series 

EARP infinite product 

oik, Hi uniformly 
convergent 

逐 项 微分 term by term differen- 
tiation 

逐 项 积分 term by term integra- 
tion 

W power series 

收敛 半 径 convergence radius 

收敛 园 convergence circle 

超越 几何 级 数 hypergeometric 
series 

三 角 级 数 trigonometrical series 

HHM conjugate trigo- 
nometrical series 

κ Fourier series 

多 元 函数 multivazigble fune- 
tion 

IRF partial derivative 

高 阶 偏 导数 partial derivative 
of higher order 

全 微分 total differentiation 

链 式 法 则 chain rule 

齐 次 函数 homogeneous function 


ing 


“ΚΗ 8 6, 


tional extreinvm. 
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TAIRA difierentiable mapp- | [Ξ3Ξ closed set 
内 点 intemal point 
方向 导数 directional derivative | 外 点 external point 
限制 极 值 condi- | 边界 点 boundary point 
聚 点 sccwnulation point 
Lagrangian compact set 


34 14 H RAGE 
multiplier method 
函数 相关 fuuclional dependence 


含 参 变量 积分 integral with 
parzmeter 
重 积分 multiple inleg -al 


逐次 积分 iterated integral 
计量 代 换 change of vasiable 
曲线 积分 , 线 积分 
曲面 积分 ， 窗 积分 
tegral 

开 球 open bell 
BR neighbourhood 
开 集 open set 


line integ 
surface in- 


connected set 


region, range 

35 field 

OMS scalar field 
向量 场 vector field 

1316 conservation field 
Wiik potential function 
梯度 gradient 

iE curl 

“ΒΕ divergence 
operator 


ἈΠ 


函数 行列 式 functional detere 


minant 


